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THEORIE  DES  AXES  RADICAUX 

Par  M.  A.  Ilorel. 

(SuUe  et  /In,  voir  tome  2,  pages  353.) 


XXXIX.  Théorème.  —  Les  cercles  qui  coupent  sous  le 
même  angle  trois  cercles  donnés  ont  le  même  axe  radical. 

En  effet,  lorsque  l'on  considère  trois  cercles  égaux,  les 
cercles  qui  les  coupent  sous  le  même  angle  sont  concen- 
triques, et  nous  ayons  démontré  (32)  que  la  figure  inverse 
d'un  système  de  cercles  concentriques  est  un  système  de 
cercles  ayant  môme  axe  radical.  On  connaît  deux  points  de 
cette  droite  dans  le  cas  général,  le  centre  radical  et  le 
centre  de  l'un  des  cercles  tangents.  Par  conséquent,  le  lieu 
des  centres  des  cercles  qui  coupent  trois  cercles  donnés 
sous  des  angles  égaux,  se  compose  de  quatre  droites  qui  sont 
les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  radical  sur  les 
quatre  axes  de  similitude. 

On  peut  encore  le  démontrer  de  la  façon  suivante  :  Tout 
cercle  qui  coupe  deux  cercles  sous  le  môme  angle,  ne 
change  pas  dans  l'inversion  de  l'un  des  cercles  dans  l'autre. 
Donc  il  est  orthogonal  à  l'un  des  cercles  bissecteurs.  Par 
conséquent,  si  un  cercle  coupe  trois  cercles  sous  le  môme 
angle,  il  est  orthogonal  aux  trois  cercles  bissecteurs  de  ces 
cercles  pris  deux  à  deux,  et  il  a  pour  centre  un  point  de 
leur  axe  radical. 

XL.  Théorème  de  Hart.  —  Les  huit  cercles  tangents  à 
trois  cercles  donnés  sont  y  quatre  par  quatre  y  tangents  aux  six 
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cercles  obtenus  par  Vtnversion  de  Vun  d^eux,  lorsque  les  deux 
autres  cercles  se  transforment  l'un  dans  Vautre. 

En  effet,  les  quatre  cercles  tangents  aux  cercles  i  et  2  à 
la  fois  intérieurement  ou  extérieurement,  ne  changent  pas 
lorsqu'on  prend  pour  cercle  d'inversion  le  cercle  bissecteur 
des  cercles  i  et  2,  et  le  troisième  se  transforme  en  un 
cercle  tangent  à  ces  quatre  cercles. 

XLI.  Nous  avons  vu  (19,  4P)  que  la  longueur  de  la  tan- 
gente commune  à  deux  cercles  était  proportionnelle  au 
sinus  ou  au  cosinus  du  demi-angle  de  ces  deux  cercles. 
C'est  pour  cela  que  certains  géomètres,  et  en  particulier 
M.  Gasey,  ont  considéré  la  tangente  commune  de  deux  cer- 
cles au  lieu  de  l'angle  que  font  ces  deux  cercles.  Cette 
considération  a  permis  à  ce  géomètre  de  trouver  la  condition 
que  doivent  remplir  quatre  cercles  pour  être  tangents  à  un 
cinquième  cercle. 

La  comparaison  de  la  valeur  qui  donne  Tangle  de  deux 
cercles  (10)  avec  la  longueur  qui  donne  le  carré  de  la  tan- 
gente commune  (19,  4®),  nous  montre  que,  puisque  les 
angles,  réels  ou  imaginaires,  de  deux  cercles,  se  conservent 
dans  l'inversion,  si  Von  considère  deux  cercles  quelconques  et 
leurs  inverses f  le  rapport  de  la  tangente  commune  à  la  moyenne 
géométrique  du  rayon  est  le  même  pour  les  deux  couples, 

XLII.  Cela  posé,  considérons  quatre  cercles  tangents  à  un 
même  cercle,  et  prenons  pour  pôle  d'inversion  un  point  de 
ce  dernier  cercle,  La  figure  se  transformera  alors  en  un  sys- 
tème de  quatre  cercles  tangents  à  une  droite,  inverse  du 
cinquième  cercle.  Appelons  a,  6,  c,  d  les  points  de  contact, 
sur  cette  droite,  des  cercles  dont  les  rayons  sont  pi,  p^,  p,,  p^. 
On  aura  pour  les  quatre  points  a,  6,  c,  d  situés  sur  une 
droite  {Voir  Desboves,  Quest.  de  géom,,  S*'  édit.,  page  28): 

ab  .cd  -^  ad.bc  =  ac.bd. 

En  mettant  les  doubles  signes,  pour  tenir  compte  des  cas 
oIl  les  tangentes  communes  peuvent  être  d'espèces  diffé- 
rentes, faisant  passer  tout  dans  le  premier  membre  et  divi- 
sant par 
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il  vient 

ab  cd  ad  bc  ac  bd 

± 


&I  appliquant  le  théorème  précédent,  on  aura,  lorsque 
quatre  cercles  sont  tangents  à  un  même  cinquième  cercle, 
la  relation  suivante  : 

AB  CD  AD         BC  AC         BD 


C'est  dans  cette  formule  que  consiste  le  théorème  de 
H.  Casey.  On  peut  supprimer  les  dénominateurs,  et  on  a 
alors  une  relation  entre  les  longueurs  des  tangentes 
communes  des  cercles  pris  deux  à  deux  d'un  système  de 
quatre  cercles  tangents  à  un  cinquième  cercle. 

XLIII.  Tliéorème.  —  Le  rapport  des  distances  circulaires 
d'un  point  à  deux  cercles  ne  change  pas  par  Vinversion. 

En  effet,  si  par  ce  point  et  les  deux  points  d'intersection 
des  cercles  donnés  on  fait  passer  un  cercle,  on  sait  (16)  que 
le  rapport  des  distances  circulaires  du  point  aux  deux 
cercles  est  le  rapport  des  sinus  des  angles  que  fait  ce  cercle 
avec  les  deux  cercles  donnés.  Or,  par  l'inversion,  les  angles 
des  cercles  ne  changent  pas.  Donc  les  trois  cercles  se 
transformeront  en  trois  cercles  passant  par  les  mêmes  points 
et  comprenant  enlre  eux  les  mêmes  angles.  Le  rapport  des 
distances  angulaires  d'un  point  de  l'inverse  du  cercle 
auxiliaire  aux  inverses  des  deux  autres  cercles  sera  encore 
égal  au  rapport  des  sinus  ;  il  sera  donc  le  même  que  pré- 
cédemment. 

XLIY.  Théorème.  —  La  figure  inverse  dlune  anallagma-- 
tiqite  est  une  anallagmatique,  —  Soit  0  le  pôle,  M  et  M'  deux 
points  réciproques  de  la  figure  anallagmatique,  eto  le  cercle 
de  reproduction  (c'est-à-dire  le  cercle  par  rapport  auquel 
M  et  M'  sont  réciproques).  Dans  l'inversion,  les  deux 
points  M  et  M'  deviennent  m  et  m\  Mais  tout  cercle  passant 
par  les  points  M  et  M'  coupe  orthogonal  ement  le  cercle  de 
reproduction.  Donc,  le  cercle  quelconque  MM'  se  transforme 
en  un  cercle  mm'  qui  coupe  orthogonalement  l'inverse  du 
cercle  de  reproduction.  Donc  les  deux  points  quelconques 
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m  et  m'  sont  toujours  réciproques  par  rapport  à  rinyerse 
du  cercle  de  reproduction. 

XLV.  Soient  deux  cercles  concentriques  de  rayons  a  et  p  ; 
il  est  facile  de  voir  que  le  rayon  d'un  cercle  tangent  à  ces 

a  —  a 

deux  cercles  est ,  et  que  la  distance  de  son  centre 

au  centre  des  deux  cercles  est  — — — .  Si  Ton  a 


=:•  sin ,  on  pourra  décrire  un  anneau  de  n  cercles  tan- 

n 

gents  à  ces  deux  cercles,  chacun  d'eux  étant  tangent  au 
précédent  et  au  suivant,  et  de  plus,  si  le  problème  est  pos- 
sible une  fois,  il  est  possible  d'une  infinité  de  manières,  en 
ce  que  l'on  peut  prendre  le  point  de  contact  du  premier 
cercle  oli  l'on  veut.  M.  H.  M.  Taylor,  dans  le  Messenger  of 
Mathematics  (fév.  1878),  a,  par  la  méthode  d'inversion,  cher- 
ché à  résoudre  la  môme  question  pour  deux  cercles  non 
concentriques,  mais  intérieurs,  et  nous  allons  donner  ici 
sa  solution  de  cette  question,  en  la  complétant  par  une 
construction  géométrique. 
Considérons  deux  cercles  concentriques  de  rayons  a  et  ^ 

satisfaisant  à  la  condition 
précédente  et  prenons  la 
figure  inverse  par  rapport 
à  un  point  0  dont  la  dis- 
tance au  centre  commun  est 
d.  Soit  [A  le  module  d'in- 
version ;  appelons  a  et  6  les 
rayons  des  cercles  trans- 
formés, c  la  distance  de 
leurs  centres  ;  si  Ton  mène  la  ligne  des  centres,  qui  passe 
par  le  point  o,  on  a 

(i)  OA=j^=a:  +  2a;(2)OB  =  j^=œ  +  a-c+6. 

(3)OC  =  ^p  =  x  +  a-c-6;(4)CD=^^=a:. 

a  —  6  Tc 

avec  — r—^  =  sin    —  , 


I  +  sin — 

d  X 

ou  (5)  -r-  = =  m. 

I  —  sin — 
n 

Supposons,  ce  qui  est  toujours  possible,  (&  =  i,  et  éli« 
minons  entre  ces  cinq  équations  les  quantités  d,  a,  p^  x. 

Les  équations  (1)  et  (4),  par  addition  et  soustraction, 
donnent 

De  même,  des  équations  (2)  et  (3),  on  tire 

Retranchant  membre  à  membre  les  équations  (7)  et  (9), 

.,    .     .  d  d 

u  Tient  -=; ; t; ^r-  =  c. 

En  substituant  les  valeurs  tirées  des  équations  (6)  et  (8), 

•1    •     ^  abc 

û  vient  T-  =  -r-. 

a  p  d 

d 
On  en  tire  (10)  c  = (a  —  m6); 

<")  « = -f  (-v  -  ')• 

Enfin,  des  équations  (6);  (8),  (10),  (11),  on  tire 


ab  mb  d"  —  a' 


-(-T-y 


ap  a  d*  —  p 


=  m^ 


■-(1) 

c«  —  (a  —  w6)* 


cHîi»  —  (a  —  m6)*  ' 
En  effectuant  et  divisant  par  a  -»  bm,  qui  n'est  pas  nul, 

flic*  =  (a  —  6m)  {am  —  6). 
En  remplaçant  m  par  sa  valeur,  on  trouve 

^  _  sin«  — y  =  (a  —  6)*  —  sin»  —  (a  +  6)«. 

X  (a  —  6)«  —  c* 

D'où  8in«  =  -7 f— r(; —. 

n  (<»  +  6)    —  c» 
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Si  donc  le  second  membre  est  égal  au  carré  du  sinus  d'un 
arc  sous-multiple  de  tc,  le  problème   sera  possible. 

On  sait  d'ailleurs  que  pour  transformer  deux  cercles  en 
cercles  concentriques,  on  doit  prendre  pour  pôle  un  des 
points  limites  du  système  des  deux  cercles. 

Si  l'on  remplace  — par ,  on   obtiendra  la   condition 

n  n 

de  l'existence  de  n  cercles  tangents,  entourant  h  fois  le  cercle 
intérieur  des  deux  cercles  donnés.  Il  est  facile  de  remarquer 
que  les  centres  de  tous  ces  cercles  sont  sur  une  ellipse 
ayant  pour  foyers  les  centres  des  deux  cercles  donnés.  Soit, 
en  effet,  y  1©  rayon  d'un  cercle  tangent  extérieurement  au 
petit  cercle  et  intérieurement  au  grand.  La  distance  de  son 
centre  au  centre  du  grand  cercle  esta  —  y;  1*  distance  au 
centre  du  petit  cercle  est  6  +  y-  La  somme  de  ces  deux 
rayons  est  constante,  et  égale  à  a  -f~  &• 

Cherchons  une  interprétation  géométrique  de  cette  condi- 
tion. On  sait  que,  par  l'inversion,  les  angles  se  conservent. 
Prenons  une  position  particulière  pour  l'un  des  cercles  tan- 
gents, le  cas  où  les  points  de  contact  sont  sur  la  ligne  des 
centres.  Alors,  si  nous  prenons  la  figure  inverse,  le  pôle  étant 
le  point  limite  extérieur  du  système  des  deux  cercles,  nous 
aurons  deux  cercles  concentriques,  et  un  cercle  tangent  sur 
la  ligne  qui  va  du  centre  au  pôle  d'inversion.  Le  rayon  qui 
passe  par  les  centres,  et  par  suite  par  le  pôle,  se  transforme 
en  lui-même  ;  le  rayon  tangent  au  cercle  solution  se  trans- 
forme en  un  cercle  tangent  au  cercle  considéré,  et  passant 
parles  points  limites.  On  sait  construire  ce  cercle,  qui  passe 
par  deux  points  et  est  tangent  à  un  cercle.  Pour  que  le  pro- 
blème soit  possible,  il  faudra  que  l'angle  que  fait  ce  cercle 
avec  sa  corde  soit  une  portion  aliquote  de  la  circonférence, 
ou  si  l'on  veut,  que  la  ligne  qui  joint  les  points  limites  soit 
le  côté  du  polygone  régulier  de  n  côtés  inscrit  dans  cette 
circonférence  que  Ton  construit  d'après  les  conditions 
précédentes. 
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NOTE  SUR  LE  SECOND  DEGRÉ 

p9T  M.  lOlMEoinikl,  professeur  aa  Prytanée  militaire. 


Quand  un  problème  conduit  à  une  équation  du  second 
degré  ou  à  une  équation  bicarrée,  et  que  l'inconnue  reconnue 
réelle  est  assujettie  à  être  comprise  entre  certaines  limites, 
on  est  souvent  embarrassé  soit  pour  le  vérifier,  soit  surtout 
pour  trouver  simplement  les  conditions  qui  doivent  exister 
entre  les  paramètres  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

La  plupart  du  temps  on  écrit  que  l'inconnue,  si  c'est  un 
sinus  par  exemple,  est  en  valeur  absolue  <  i  ;  si  c'est  une 
corde  de  circonférence,  qu'elle  est  <2  B,  etc.,  et  on  a  une 
inégalité  à  vérifier  ou  à  résoudre. 

Les  calculs  sont  longs,  souvent  le  paramètre  entre  sous 
un  radical  qu'on  est  alors  obligé  de  faire  disparaître  par 
rélévation  au  carré,  et  comme  cette  opération  n'est  pas 
toujours  permise,  il  faut  poser  des  équations  de  condition 
qui  compliquent  encore  la  question.  Je  proposerai  la  mé- 
thode suivante  : 

Principe.  —  Lorsque  les  racines  d'un  trinôme  du  second 
degré  en  œ  dont  le  coefficient  du  terme  en  x^  est  positif  sont 
réelles  et  inégales,  toute  valeur  comprise  entre  les  racines 
substituée  à  la  place  de  la  variable  rend  le  trinôme  négatif, 
toute  valeur  en  dehors  des  racines  le  rend  positif. 

La  réciproque  est  vraie. 

Si  la  substitution  d'un  nombre  à  la  place  de  x  donne  un 
résultât  négatif,  ce  nombre  est  compris  entre  les  racines; 
si  elle  donne  un  résultat  positif,  ce  nombre  est  en  dehors 
des  racines. 

Supposons  donc  qu'un  problème  conduise  à  une  équation 
du  second  degré,  les  racines  de  l'équation  sont  réelles  ;  mais 
l'inconnue  doit  être  comprise  entre  a  et  b. 

Je  substitue  a,  je  substitue  6.  J'ai  deux  résultats  de  signe 
contraire  ;  j'affirme  alors  qu'il  y  a  une  racine  et  une  seule 
comprise  entre  a  et  6. 
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J'obtiens  deux  résultats  de  même  signe,  il  y  a  alors  entre 
les  deux  nombres  deux  racines,  ou  il  n'y  en  a  pas.  Pour 
distinguer  ce  qui  se  passe,  je  remonte  à  l'équation  et  les 
quantités  représentant  la  somme  des  racines  ou  le  produit 
me  montreront  toujours  dans  quel  cas  on  se  trouve. 

Remarque.  —  Si  les  racines  de  l'équation  sont  égales,  la 
difficulté  disparaît  puisqu'il  n'y  a  plus  de  radicaux. 

Exemples  :  1**  Déterminer  sur  le  diamètre  d'une  sphère  une 
longueur  AI  telle  qu'en  menant  un  plan  perpendiculaire  à  ce 
diamètre,  le  volume  du  cône  CED  soit  équivalent  à  m  fois  le 
volume  de  la  calotte  sphérique  CAD. 
AI  =  X  Eq.  du  problème 

a?»  (m  +  i)  —  Rx  (4  +  3m)  +  4R«  =  o. 
Les  racines  sont  toujours  réelles  ;  on  le  vérifie  facilement. 
X  doit  être  compris  entre  o  et  2R. 

o    donne    +  4R*, 

2R    donne    —  2R*m 

donc  il  y  a  une  racine  et  une  seule  comprise  entre  o  et  2R. 

2°  Circonscnre  à  une  sphère  un  cône  tel  que  le  rapport  de  la 
surface  totale  à  la  surface  de  la  sphère  soit  égal  à  un  nombre 
donné  m. 

Prenons  pour  inconnue  a;,  la  hauteur  du  cône. 
Eq.    flc*  —  4Rmx  +  8R"m  =  o. 

Les  racines  sont  réelles  si  m  >  2. 

Supposons  cette  condition  remplie.  Les  deux  racines  sont 
positives  et  pour  qu'elles  conviennent  il  faut  qu'elles 
soient  >  2R. 

Je  substitue  o  et  2R  o    donne    -{-  8R*m, 

2R    donne    +  4R*m  ; 
donc  les  deux  racines  sont  ou  toutes  deux  <  2R  ou  toutes 
deux  >  2R;  mais  m  >  2,  la  somme  des  racines  est  >  8R; 
il  faut  donc  que  les  deux  racines  soient  toutes  deux  >  2R. 
Les  deux  solutions  conviennent  donc. 

3®  Étant  donné  un  tronc  de  prisme  triangulaire  droit,  on  de- 
mande de  mener  par  l'une  des  arêtes  un  plan  qui  le  partage  en 
deux  parties  proportionnelles  à  deux  nombres  donnés  p.  q. 

{Ecole  forestière  4869.) 


Eç.o?*  -^  ax  — 
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Vol  AGIDEH   __       p 
Vol  ABCDEF   ~  p  +  g  • 

m  =  05, 

bq  (a  +  6)  +  pc  {a  +  C) 


p  +  q 

Les  deux  racines  sont  réelles;  une  est  positive,  l'autre 
est  négative.  La  positive  doit  être  comprise  entre  b  et  c.  Or, 
la  substitution  de  6  el  de  c  donne  des  résultats  de  signe 
contraire,  donc  la  racine  positive  convient  toujours  au  pro- 
blème. 

4**  Sin'oî  +  sina;  —  1 1  =  o  ; 

les  racines  sont  réelles  ;  une  est  positive,  l'autre  est  néga- 
tive. Elles  doivent  être  en  valeur  absolue  <  i. 

0  donne  — , 

1  donne  — ; 

donc  les  deux  racines  sont  comprises  toutes  deux  entre  o 
et  I  ou  il  n'y  en  a  pas.  Or,  comme  il  y  a  une  racine  néga- 
tive, c'est  qu'il  n'y  en  a  pas  entre  o  et  i. 
Môme  conclusion  pour  o  et  —  i. 
Donc,  l'équation  n'admet  aucune  racine. 
5<*  Sin'x  —  3m  sinx  -|-  m  =  o. 

Supposons  d'abord  w  <  o  et  posons  m  =  —  w'. 

Sin*a;  +  3m'  sinx  —  m'  =  o. 
Les  deux  racines  sont   réelles;  une  est  positive,  l'autre 
est  négative  :  o  donne  —  m', 

I  donne  +  i  -f"  ^^'î  donc  une  racine  entre  o  et  i. 

o  donne  — , 
—  I  donne  i  —  4m'. 
Si  donc  I  —  4m'  est  <  o,  il  y  aura  une  racine  entre  0  et  i  ; 
si  I  —  4m'  est  <  o,  il  n'y  en  aura  pas,  car  il  ne  peut  y 
en  avoir  deux. 

En  résumé,  si  m  est  <  0,  il  y  a  toujours  une  racine  posi- 
tive, et  la  racine  négative  ne  convient  que  si  m  > . 

—        4 

Supposons  m  ]>  o. 

Les  racines   seront  réelles  si  m  >  •^.  Supposons  cette 

—  9 
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« 

condition  remplie,  les  racines  sont  toujours  positives;  elles 
conyiendront  si  elles  sont  comprises  entre  o  et  i . 

0  donne  +, 

1  donne  i  —  2m. 

Si  I  —  2W  est  <  o,  c'est-à-dire  si  m  >  —,  il  y  a  une  racine 

2 

et  une  seule  qui  convient.  Si  m  <  —,  il  y  en   a    deux   ou 

pas,  mais  il  y  en  a  nécessairement  deux,  puisque  le  produit 

est  m,  c'est-à-dire  <  —  et  on  sait  que  deux  nombres  >  i 

2 

donneraient  un  produit  >   i. 

m 

I  41, 

I  rac.  2  rac.      rien        2  rac.     i  rac. 

Application. 

2Sin*a5  —  (3m  -f-  i)  sinx  -^  4m  —  2=0. 
On  suivra  la  même  marche. 

Les  racines  seront  réelles  si  9m'  —  26m  -}-  16  >  o,  c'est- 
à-dire  si  m  >   18  ou  m  <  8. 

1®  Supposons  m  >  18,  les  deux  racines  de  Téquation  sont 
positives;  elles  conviendront  si  elles  sont  comprises  entre 

o  et  I. 

0  donne  -f-, 

1  donne  m  —  i,  c'est-à-dire  -|-. 

Les  deux  racines  sont  donc  comprises  entre  o  et  i ,  ou  elles 

55 
ne  le  sont  pas.   Or  la  somme  est  >  — ,  donc  les  deux  ra- 

cines  sont  toutes  deux  >  i . 

2*»  m  <  8. 

Dans  ce  cas  le  produit  des  racines  peut  être  négatif  ou 
positif,  suivant  le  signe  de  4m  —  2. 

Si  4m  —  2  est  >  o,  c'est-à-dire  si  m  >  —,  les  deux  ra- 

2 

cines  sont  toutes  deux  positives  : 

0  donne  -f-, 

1  donne  m  —  i . 
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Si  m  est  <  i  il  y  a  une  racine,  et  une  seule;  si  m  est 
>  I ,  il  y  en  a  deux  ou  aucune.  Mais  dans  ce  cas,  le  pro- 
duit des  racines  étant  >  i ,  il  n'y  en  a  pas. 

Supposons  41»  —  2  <  G,  c'est-à-dire  m  <  — ;unera- 

cine  est  positive,  l'autre  est  négative, 

G  donne  — , 

I  m  —  I  c.  à  d.  — ; 

donc  il  y  aurait  deux  racines  ou  aucune;  mais  comme  nous 
savons  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'une  racine  positive,  il  n'y 
en  a  pas  de  positive. 

G  donne  — , 
—  I  7m  +  i; 

si  M  > ,  il  y  aura  une  racine  comprise  entre  o  et  i. 

Si  TO  < le    raisonnement  précédent   montre  qu'il 

n'y  en  a  pas.  m 

—  00 o  —  I  8  18  +  00 

7  " 


riea  1  racine  rien 

L'équation  bicarrée  se  ramenant  à  une  équation  du  second 
degré,  la  discussion  est  la  même. 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 


DE  LA  DIRECTRICE   DE  l'eLLIPSE  ET  DE  L^HYPERBOLE 

par  M.  Malloizel. 


1^  Ellipse.  —  Proposons-nous  de  trouver  le  lieu  suivant  : 
Lieu  géométrique.  —  ¥  etV  sont  les  foyers  d'une  ellipse  et 
FD  le  cercle  directeur  décrit  du  foyer  F'  comme  centre.  Par  le 
point  F',  on  mène  une  sécante  F'AB  et  par  les  points  A  et  B  de 
rencontre  avec  Véllipse  et  le  cercle  les  tangentes  à  ces  deux  cour-^ 
besy  on  demande  de  trouver  le  lieu  géométrique  du  point  de  ren-- 
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contre  H  de  ces  tangentes,  lorsijue  ta  sécante  F'AB  (oume  autour 

du  point  F'. 

Menons  FA  et  FU,  les  deux  triangles  ABM  et  FAU  sont 
égaux  comme  ayant  un  angle 
égal  compris  entre  deux  cAtés 
égaux:  FAM  =  ÏIAB puisque 
AM  est  la  tangente,  AM  com- 
mun et  FA  =  AB  d'après  la 
propriété  connue  du  cercle 
directeur.  On  en  déduit  FM 
^  MB.  Le  lieu  du  point  M 
est  donc  le  lieu  des  points 
d'où  on  peut  mener  à  deux 
circonférences  des  tangentes 
égales,  l'une  d'elles  est  le 
cercle  directeur  et  l'autre  est 
réduite  à  son  centre  F.  Ce  lieu 
est  une  perpendiculaire  à  la 
ligne  des  centres  ËF'  dont  le 
pied  £  est  distant  du  point  0, 

milieu  de  EF'  d'une  loneueur  OE  ;=  -==  =  2 —  ^  — ,en  dé- 
*  2FF        4C         c 

signant  par  2a  le  grand  axe  de  l'ellipse  et  par  2c  la  distance 

FF  des  deux  foyers. 

Cette  droite  s'appelle  directrice  de  l'ellipse  correspondante 
au  foyer  F. 

Tous  les  points  de  l'ellipse  jouissent  de  la  propriété  suivante 
par  rapport  au  foyer  et  à  la  directrice  correspondante. 

Thâorôme.  —  Le  rapport  des  distances  cTun  poinf  quelcon- 
que de  l'ellipse  au  foyer  et  à  la  directrice  est  constant  et  égal  à 


Soit  A  on  point  de  l'ellipse,  AP  la  perpendiculaire  abaissée 
AF 
sur  la  directrice;  il  faut  démontrer  que-— 5-   est    constant. 

Menons  BP  et  BF,  les  deux  triangles  ABP  et  BFF'  sont  sem- 
blables; en  effet  :  les  angles  en  A  et  F'  sont  égaux  comme 
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correspondants,  et  l'angle  en  P  est  égal  à  FBF  comme  étant 
tous  deux  égaux  à  Tangle  AFB;  P  =  AFB  comme  ayant  la 
même  mesure  dans  la  circonférence  décrite  sur  ÂM  comme 
diamètre  et  FBF'  =  ÂFB  comme  angles  du  triangle  isoscèle 
ABF. 
Les  deux    triangles    sont   donc    semblables  et  on  a   : 

AB  FF  2C  c       ^  AT>        T.A     FA 

= =  — ,  et  comme  AB  =  FA, 


AP 


FB 


2a 


a 


AP 

c.  q.  f.  d. 


—  Le  rapport  —  s'appelle  excentricité. 


a 


Rdubooi.    —   Pour  tout  point  A'   intérieur  à  l'ellipse 

AT  c 

■  ^    <  — ,  pour  tout   point  extérieur   à   l'ellipse   A", 

AT 


AT" 


c 
a 


AT 


AF 


!•  Je  dis  que  -j^  <  --^, 


ou 


AT 


AT' 


AF     -    AP'*'"^'* 

menant  FK'KK"  parallèle  à  la 

AT  A'K'     .  ., 

=  -r=-,  et  u 


directrice 


AF 


AK 


A'K'         AT' 
est  éyident  que     ^„    < 


*• 


< 


A"F 

A"P" 
AT" 


AK 
AF 
AP  ' 

A"F 


ou 


AP 
A"F 

AF 

A"K" 


■;  car  — 


AP 

et  il  est  évident  que 
A"F' 


AK 

A"K" 

AK 


> 


AP 


On  en  déduit  cette  définition  nouvelle  de  l'ellipse  : 

L'dlipse  ett  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances 
à  «n  point  fixe  et  à  une  droite  est  constant  et  plus  petit  que 

l'uniû. 
—  L'ellipse  a  une  seconde  directrice  correspondante  au 
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foyer  F'.  Elle  est  symétrique  de  la  première  par  rapport  au 
centre. 

Constriiction  des  directrices  : 

Décrivons  un  cercle  sur  le  grand  axe  comme  diamètre,  et 

menons  la  perpendiculaire  à  cet 

axe  au  foyer  F.  Elle  coupe  le 

cercle  au  point  K  et  la  tangente 

en  K  coupe  Taxe  au  pied  de  la 

OK* 
directrice  ;  en  effet  OE  =    ^„ 

_     ^* 

c 

Remarque.  —  On  déduit  faci- 
lement du  premier  problème,  en 
remarquant    que  Tangle   AFM 
est  droit,  le  théorème  suiyant  : 

Théorème.  —  Si  <Sun  point  M.  de  la  directrice  d'une  ellipse 
on  mène  des  tangentes  à  la  courbe^  la  ligne  qui  joint  les  points 
de  contact  passe  par  le  foyer  correspondant  et  est  perpendiculaire 
à  la  ligne  qui  joint  le  foyer  au  point  M. 

2®  Hyperbole.  —  Tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  l'el- 
lipse s'applique  à  l'hyperbole  qui  a  deux  directrices  com- 

prises  entre  le  centre  et  les  sommets,  car  -^—  <  a,  puisque 

c 

a  <  C.  Et  on  peut  définir  Thyperbole  :  le  lieu  dçs  points  dont 

le  rapport  des  distances  à  un  point  fixe  et  à  une  droite  est 

constant  et  pliLS  grand  que  i . 

L'excentricité  —  est  plus  grande  que  l'unité. 

8^  Parabole.  —  On  connaît  la  définition  de  la  parabole, 
l'excentricité  =  i. 

—  On  peut  donc  donner  des  trois  sections  coniques  la 
définition  commune  suivante  : 

Le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  un  point  et 
à  une  droite  est  constant  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une 
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hyperbole,  suivant  que  le  rapport  est  plits  petit  que  Vunité^  égal 
à  Vunité  ou  plus  grand  que  Vunité. 

Le  point  fixe  est  un  foyer  et  la  droite  ^hq  la  directrice 
correspondante. 


r       •  r 


PROPRIETES  DES  NOMBRES 

par  Georiif«0  Dostor. 


1.    Prenons    une    progression    arithmétique   quelconque 

-7-  a  .  &  .  c  .  d . . . , 
que  nous  supposerons  croissante  et  à  termes  entiers  ;  et  soit 
r  la  raison  de  cette  progression. 

Cherchons  s'il  est  possible  d'y  déterminer  n  termes  con- 
sécutifs, dont  la  somme  S  soit  égale  à  une  puissance 
entière  n^  du  nombre  n. 

Si  X  est  le  premier  de  ces  n  termes^  le  dernier  de  ces 
termes  sera  a?  -|-  (n  —  i)r,  et  l'on  aura 

20?  +  (n  —  i)r 
2 
pour  la  somme  des  n  termes. 
Nous  devons  ainsi  avoir  l'égalité 

2£c  +  (n  —  i)r 

2 
d'où  nous  tirons 

(i)  ce  =  n»  -  ^ i!LZLLLr 

'  2 

pour  la  valeur  du  premier  de  nos  n  termes. 

Deux  cas  sont  à  considérer,  suivant  que  la  raison  r  est 

un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair.  . 

3.  Premier  cas.  Si  la  raison  r  est  paire  et  égale  à  29,  le 
problème  sera  toujours  possible;  le  premier  de  nos  n  termes 
sera  x  =  n<*—  ^  —  (n  —  i)g, 

et  1/  =  n«—  ^  -j-  (n  —  î)q 

JOURHAL  DR  MATH.  1879.  2 
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sera  le  dernier  de  ces  termes.  La  somme  S  des  n  termes 

aura  pour  valeur 

n^-*  —  {n  —  i)  g  +  n«"^  +  (n  —  i)  g 
o  =^  -^ .  n 

2 

2n^  -  1  .  n 

—   =  n'» . 


2 

Nous  en  concluons  que 

Théorème  I.  —  Dans  toute  progression  arithmétique  à 
termes  entiers^  dont  la  raison  est  paire,  on  peut  toujours  trouver 
n  termes  consécutifs,  dont  la  somme  soit  égale  à  une  puissance 
entière  donnée  de  n  {le  nombre  entier  n  étant  quelconque). 

Les  termes  extrêmes  de  cette  suite  de  n  termes  seront 

r  r 

n«-  <  —  (n  —  i)  —  et  n«-  ^  +  (w  —  0  — ; 

oîi  r  désigne  la  raison  paire  de  la  progression. 

3.  Supposons  que  notre  progression  soit  formée  par  la 
suite  i>  3,  5,  7,  9,  .   .   . 

des  nombres  impairs.  Les   termes  extrêmes    des  n  termes 
en  question  seront 

nfl-  i  ^^  n  '\-  I  et  n»  -  ^  +  n  —  i , 
attendu  que  r  =  2.  Donc 

Théorôme  II.  —  Une  puissance  entière  quelconque  n^ , 
d'un  nombre  entier  quelconque  n,  est  toujours  égale  à  la  somme 
de  n  nombres  impairs  consécutifs. 

4.  Nous  voyons  ainsi  que  le  cube  d'un  nombre  entier  n, 
est  égal  à  la  somme  des  n  nombres  impairs  consécutifs 
n"  —  n  +  i,  n*  —  n-)-3,  n"  —  n+5,...n*  +  n  —  i. 

Si  nous  donnons  à  n  successivement  les  valeurs  entières 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,.   .   ., 
nous  obtiendrons  les  égalités 

2»  =  3  +  5, 
3'  =  7  +  9  +  II, 
4»  =  i3  4"  i5  +  '7  +  i9>  ®^'  Donc 
Théorème  III.  —  Si  Von  prend  la  suite  des  nombres  im- 
pairs I;  3,  5,  7,  .   .  .y  et  qu'on  la  sépare  en  groupes,  dont  le 
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premier  ait  un  termCy  le  second  deux  termes. ..y  le  n"*  groupe 
n  termes  ;  la  somme  des  termes  iun  même  groupe  est  égale  ou 
cube  du  nombre  des  termes  que  renferme  ce  groupe. 

o.  DsuiuÈHS  CAS.  Si  la  raison  r  est  impaire,  rinspection 
de  la  Taleur  (1)  fait  voir  que  le  problème  ne  sera  possible 
que  pour  les  valeurs  impaires  2p  -}-  i  de  n.  Le  premier  (l) 
de  nos  n  termes  sera  alors 

et  y  =  (2p  -f"  0  *  "^  *  +  P^ 

sera  le  dernier  de  ces  termes.  On  voit  donc  que 

Théorème  IV.  —  Dans  toute  progression  arithmétique 
dont  la  raison  est  impaire,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre 
impair  n  =  2p  -}-  i  de  termes  consécutifs;  dont  la  somme  soit 
égale  à  une  puissance  entière  donnée  de  n. 

6.  Si  notre  progression  est  formée  par  la  suite  des  nom- 
bres naturels  i,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  •   . 
nous  aurons  r  =  i  et  les  termes  extrêmes  de  notre  groupe 
de  n  =  2p  +  I  termes  seront 

(2p  +  i)  »  -  <  —  p  et  (2p  +  i)  «  -  ^  -j-P* 
Faisons  a  =  2  et  donnons  à  p  successivement  les  valeurs 

Oy  I,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  •  .  , 
nous  obtiendrons  les  développements 

3*  =  2  -}-  3  -|-  4, 
5«=  3+4+  5  +  6+7, 
7*  =  4+5+6  +  7  +  8  +  9  +  10,  etc. 
Si  nous  faisons  a  =  3,  et  que  nous  donnions  à  p  les  mê- 
mes valeurs  successives,  nous  trouverons  que 
i'=  I, 

3»  =  8  +  9+ 10, 

5*  =  23  +  24  +  25  +  26  +  27, 

7»  =  46  +  47  +  48  +  49  +  5o  +  5 1  +52,  etc. 

REMARQUE  SUR  LA  NOTE  PRÉCÉDENTE. 

Nous  croyons  devoir  compléter  la  note  qui  précède  en 
signalant  les  résultats  intéressants  communiqués  en  19SS 
par  M.  Wheatstone  à  la  Société  Royale  de  Londres, 


j 
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Dans  cette  communication,  l'auteur  a  démontré  que  Ton 
peut,  par  l'addition  de  n  termes  consécutifs  d'une  progres- 
sion arithmétique,  reproduire  de  diverses  façons  la  môme 
puissance  a  du  nombre  n.  —  Nous  indiquerons  simplement 
les  résultats  suivants  : 

1®  Chaque  carré  n"  pourra  s'obtenir  en  faisant  la  somme 
des  n  premiers  nombres  impairs,  résultat  connu  et  signalé 
plus  haut. 

9?  Chaque  carré  n'  peut  s'obtenir  en  faisant  la  somme  de 
n  termes  d'une  progression  arithmétique  commençant  par 

n  -}-  I 

— • — et  ayant  pour  raison  l'unité.  — On  en  déduit,  comme 

il  est  démontré  plus  haut,  que  le  carré  de  tout  nombre 
impair  est  la  somme  d'autant  de  nombres  entiers  consécu- 
tifs qu'il  y  a  d'unités  dans  sa  racine. 

3®  Le  cube  de  n  s'obtient  en  faisant  la  somme  de  n  termes 
d'une  progression  arithmétique  commençant  par  l'unité  et 
ayant  pour  raison  2  (n  +  i). 

4^  Le  cube  de  n  s'obtient  en  faisant  la  somme  de  n  termes 
d'une  progression  arithmétique  commençant  par  n  et  ayant 
pour  raison  2  n. 

5^  On  obtient  aussi  le  cube  de  n  en  faisant  la  somme  de 
n  premiers  termes  d'une  progression  arithmétique  commen- 
çant par  n*  —  n  -}-  i  et  ayant  2  pour  raison. 

6®  On  peut  encore  ajouter  les  n  premiers  termes  d'une  pro- 

gression  arithmétique  dont  le  premier  terme  est  ' 

et  la  raison  n.  Chacun  des  termes  de  cette  progression  est 
lui-même  la  somme  de  n  termes  d'une  progression  arithmé- 
tique. 

7®  On  aura  le  cube  de  n  en  faisant  la]  somme  des  n  pre- 
miers termes  d'une  progression  arithmétique  dont  le  premier 
terme  est  (n  —  2)*  et  la  raison  8. 

Pour  les  puissances  supérieures  à  3,  nous  nous  bornerons 
à  Tezemple  suivant  : 

Toute  puissance  4°  est  la  somme  des  n  premiers  termes 
d'une  progression  arithmétique  dont  le  premier  terme  est  n*, 
et  la  raison  2n*, 
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L'énoncé  du  &^  cas  nous  amène  à  démontrer  simplement 
que  :  La  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  est  égale  au 
carré  de  la  somme  des  n  premiers  nombres.  Car,  si  Ton  prend 
la  suite  des  nombres  impairs 

I,  3,  5,  7,  9,  II,  i3,  i5,  17,  19.   .   .   . 
que  l'on  sépare  le  premier,  les  deux  suivants,  les  trois  qui 
Tiennent  après,    et  ainsi  de  suite,    le   premier  terme  du 

n«  groupe  en  aura  avant  lui  un  nombre  marqué  par  n- ; 

2 

donc  sa  valeur  sera  n,  —  n  -{-  i .  Dans  la  somme  des  termes 
compris  dans  ce  groupe  sera  n'.  Il  en  résulte  que  la  somme 
des  n  premiers  groupes  sera  la  somme  des  termes  de  la  pro- 
gression -r   I,  3,  5,  7, (n*  -f"^  —  0- 

Mais  on  sait  que  la  somme  des  p  premiers  nombres  im- 
pairs est  égale  au  carré  de  p,  et  comme  le  nombre  des  termes 
sera  égal  à  la  somme  des  nombres  naturels  de  1  à  n,  d'a- 
près la  manière  dont  est  formé  chaque  groupe,  on  voit 
bien  que  la  somme  des  n  premiers  cubes  est  égale  au  carré 

de  la  somme  des  n  premiers  nombres. 

A.  M. 


NOTE  SUR  UN  PROBLÈME  CLASSIQUE 

Pak  Emile  I^molne,  ancien  élève  de  TËcole  polytechnique. 


Dans  presque  tous  les  traités  de  géométrie  que  les  élèves 
ont  entre  les  mains,  se  trouve  comme  application  des  théo- 
rèmes du  troisième  livre  le  problème  suivant  : 

Construire  une  circonférence  passant  par  deux  points  donnés 
ket  B  et  tangente  à  une  droite  donnée. 

Je  crois  qu'on  n'a  pas  remarqué  la  solution  que  je  vais 
indiquer  ici  et  qui  n'exige  que  remploi  de  théorèmes  du 
second  livre.  Supposons  le  problème  résolu  : 

Soit  X  le  point  de  contact;  soit  M  le  point  d'intersection 
de  Afi  avec  la  tangente  donnée;  soit  B'  le  symétrique  de 
B  par  rapport  à  MX,  menons  AX,  BX,  B'X. 
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On  a  : 
AXB'  =  AXM  +  MXB' 

=  AXM  +  MXB.=  AXM  +  XAM  =  i8o  —  XMA. 

Le  point  X  s'obtien- 
dra donc  en  décrivant 
sur  AB'  un  segment  ca- 
pable de  i8o —  XMA. 
Cette  construction 
s'est  présentée  comme 
cas  particulier  du  pro- 
blème suivant  : 
Construire  une  cir- 
conférence passant  par  deux  points  A  et  B  et  coupant  une 
droite  donnée  MX  sous  un  angle  donné  o).  Nous  indiquerons 
seulement  la  construction  à  effectuer,  laissant  aux  élèves  le 
soin  de  la  démonstration  :  soit  B'  le  symétrique  de  B  par 
rapport  à  MX.  Appelons  X  un  des  points  d'intersection 
de  la  circonférence  cherchée  avec  la  droite  MX; 

On  décrit  sur  AB'  un  segment  capable  de  la  différence  entre 
tù  et  Vangle  que  la  droite  AB  fait  avec  MX;  ce  segment  capable 
coupe  la  droite  MX  au  point  X. 


NOTE  DE  GEOMETRIE 


La  circonférence  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  périmÂtrc 
d'un  polygone  régulier  inscrit  ou  d*un  polygone  régulier  circons- 
crit dont  on  double  indéfiniment  le  nombre  de  côtés. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  je  remarque  d'abord  que,  si 
je  prends  deux  polygones  réguliers  semblables,  l'un  inscrit, 
l'autre  circonscrit  à  la  même  circonférence,  cette  courbe  est 
comprise  entre  les  périmètres  de  ces  deux  polygones.  De 
plus,  lorsque  l'on  double  indéfiniment  le  nombre  des  côtés, 
le  périmètre  du  polygone  inscrit  va  en  augmentant,  tandis 
que  le  périmètre  du  polygone  circonscrit  va  en  diminuant. 
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Cela  posé,  je  dis  que  les  périmètres  de  ce&'deux  polygones 
semblables  ont  un  rapport  qui  tend  vers  l'unité,  el  par  suite, 
puisqu'ils  comprennent  entre  eux  la  circonférence,  ils  ten- 
dent l'un  et  l'autre  y  ers  cette  courbe. 

En  effet,  en  appelant  R  et  r  le  rayon  et  l'apothème  du 
polygone  régulier  inscrit,  P  et  p  les  périmètres  des  deux 
polygones  semblables,  l'un  circonscrit,  l'autre  inscrit,  on  a 

P    _    R 
p  r  ' 

Soient  P',  p'  les  nouveaux  périmètres,  r  le  nouvel  apo- 
thème, on  a  encore         — r  =  — ;-. 

P  r 

Je  dis  que  la  différence  R  —  r'  est  moindre  que  R  —  r, 

et  qu'elle  tend  vers  zéro  lorsque  l'on  double  indéfiniment  le 

nombre  des  côtés. 
Pour  le  prouver,  considérons  le  côté  AB  du  polygone  ré- 
gulier de  n  côté  inscrits,  le  côté 
AD  du  polygone  régulier  inscrit 
d'un  nombre  double  de  côtés. 
L'arc  AG  étant  plus  petit  que  l'arc 
AB,  la  corde  AG  est  plus  petite 
que  la  corde  AB,  et  par  suite  l'a- 
pothème OH  est  plus  grand  que 
OK.  Je  dis  en  outre  qu'il  a  pour 
limite  le  rayon.  Pour  le  prouver, 

menons  HL  perpendiculaire  sur  OC  ;  on  a,  dans  le  triangle 

rectangle  OHG  : 


0H«  =  OL  .  OG 


=  «x(^^)- 


Donc  R-  -  r-  =  R.  -  R  (i±I-)  =  (i^)  R. 

Par  suite 

T.         ,  R  R  —r         ^         ,       R  — r 

R  —  r  =  -rs— î — r  .   >  ou  R  —  r  < . 

R-f-^  2  2 

On  aurait  de  môme 

R  —  r    < < . 
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Et,  après  n  opérations 

ry  R  —  r 


2^ 

Or,  le  second  membre  tend  vers  zéro.  Il  en  est  donc  de 
même  du  premier,  et  par  suite,  à  la  limite 

R  =  rn]  donc  P»  =  p„  . 
Le  théorème  est  donc  démontré.  A.  M. 


CONCOURS    GÉNÉRAUX 


CONCOURS  DE  1861 

Classe  de  troisième  (sciences). 

—  Construire  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné,  et  dont  les  trois 
sommets  soient  situés  respectivement  sur  trois  droites  données. 

—  Les  côtés  d'un  triangle  sont  :  a  =  32"» 

h  =  28™ 
c  =  22". 
Calculer  à  un  millimètre  près  les  distances  des  trois  sommets  au  point  de 
rencontre  des  droites  qui  joignent  les  sommets  au  milieu  des  côtés  opposés. 

Oasse  de  seconde  (sciences). 

—  Deux  circonférences  égales  se  coupent  en  deux  points  A  et  B.  Par  le 
point  A,  on  mène  une  sécante  APQ  qui  coupe  les  deux  circonrérences  en  P 
et  Q.  On  propose  d'évaluer  la  surface  BPQ  comprise  entre  les  deux  arcâ  BP, 
BQ  et  la  droite  PQ,  et  de  démontrer  que  celte  surface  est  proportionnelle 
au  carré  de  PQ.  ' 

Classe  de  rhétorique  (sciences). 

—  Résoudre 

sin  X  +  sin  2X  +  sin  3a?  =:  i  -f  cos  x  -f  cos  2X. 

Classe  de  logique  (lettres). 

—  Trouver  dans  le  plan  d'un  triangle  un  point  tel  que  la  somme  des  carrés 
des  distances  de  ce  point  aux  trois  sommets  soit  la  plus  petite  possible. 

Classe  de  logique  (sciences). 

—  Ëtant  donnés  deux  points  fixes  A  et  B,  on  trace  une  droite  OP  faisant 
avec  AB  un  angle  9  quelconque;  on  trace  une  droite  OP'  perpendiculaire  à 
OP,  et  on  prend  sur  OP  et  OF  deux  points  M  et  M'  tels  que  chacune  des 
sommes  MA  4"  ^i  ^'^  +  ^'B  soit  égale  à  une  longueur  donnée  2a;  puis 
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on  achère  le  rectaogle  OMM'N.  On  demande  à  quelle  valeur  de  l'aogle  9 
répondent  le  maximum  et  le  minimum  de  Taire  du  rectangle.  (Le  point  0 
est  le  milieu  de  AB.) 

—  Dans  un  parallélipipëde  circonscrit  à  une  sphère,  chacune  des  arêtes 
est  proportionnelle  au  sinus  de  l'angle  des  deux  autres. 


CONCOURS  DE  1862 

(nasse  de  troisième  (sciences). 

—  Soient  AB  une  droite  fixe,  et  0  un  point  fixe  en  dehors  de  cette  droite. 
Par  0,  on  mène  une  sécante  quelconque  OM,  et  sur  cette  sécante  on  élève 
au  point  0  la  perpendiculaire  ON.  On  prend  sur  OM  un  point  P  tel  que 
OM  .  OP  =  n^  et  sur  ON  un  point  Q  tel  que  OQ  .  ON  =  n^  Démontrer 
que  la  droite  PQ  passe  par  un  point  fixe  lorsque  OM,  et  par  suite  ON,  se 
déplacent. 

Classe  de  seconde  (sciences). 

—  Étant  donné  un  tétraèdre  SABG,  on  construit  sur  les  faces  ASB,  ÂSC, 
BSC,  prises  comme  bases,  trois  prismes  triangulaires,  de  hauteur  arbitraire, 
dont  les  bases  supérieures  se  rencontrent  en  uq  point  0,  et  sur  la  qua- 
trième face  ABC,  on  construit  un  nouveau  prisme  triangulaire  dont  les 
arêtes  latérales  sont  égales  et  parallèles  à  la  droite  qui  joint  le  sommet  S 
au  point  0.  On  demande  de  démontrer  que  le  quatrième  prisme  sera  équi- 
valent à  la  somme  des  trois  premiers. 

Classe  de  rhétorique  (sciences). 

—  Un  point  matériel  M  se  meut  d'un  mouvement  uniforme  sur  une  cir- 
conférence donnée.  Un  autre  point  matériel  M'  se  meut  sur  un  diamètre 
de  cette  circonférence  de  manière  à  coïncider  toujours  avec  la  projection 
de  M.  On  demande  d'étudier  :  \*  les  variations  de  la  force  qui  sollicite  M' 
pendant  son  oscillation  ;  2*  la  loi  du  mouvement. 

—  Un  point  matériel  P,  sans  vitesse  initiale,  est  sollicité  par  deux  forces 
attractives  dirigées  vers  deux  centres  fixes  A  et  k\  Ces  forces  attractives 
varient  proportionnellement  aux  distances  MA,  MA'  du  point  mobile  aux 
centres  ;  de  plus,  elles  prennent  des  valeurs  ^  et  ^  quand  les  distances  MA, 
MA'  sont  égales  à  l'unité  ;  on  demande  la  trajection  du  mobile  et  la  loi  du 
mouvement. 

—  Résoudre  un  triangle  rectiligne  connaissant  l'angle  G  et  les  sommes 
a  +  c,  6  -|-  c  formées  en  ajoutant  successivement  le  côté  c  opposé  À  l'angle 
C  à  chacun  des  deux  autres.  —  On  discutera  le  problème.  —  Les  formules 
doivent  être  calculables  par  logarithmes. 

—  On  suppose  que  la  Terre  et  Vénus  se  meuvent  circulairement  dans  le 
même  plan,  celui  de  l'écliptique,  et  que  leurs  moyens  mouvements  en  un 
jour  solaire  moyen  sont  respectivement  354^,193  et  5767",668.  Le  temps  est 
fivalué  en  jours  moyens  et  compté  à  partir  d'une  conjonction  inférieure  de 
Vénus.  On  demande  :  1*  de  calculer  l'élongation  de  Vénus  et  sa  longitude 
géocentrique  à  une  époque  quelconque;  2*  de  déterminer  l'époque  à  laquelle 
1  elongation  aura  une  valeur  donnée  ;  3*  de  calculer  le  maximum  de  l'élon- 
gation. 


Classe  de  logique  .(letlres). 

—  La  hauteur  d'un  cône  est  x",5o.  Quel  doit  être  le  rayon  de  sa  base 
pour  que  son  volume  soit  équiTalent  à  celui  d'une  sphère  de  i",4o  de 
diamètre. 

Classe  de  logique  (sciences). 

—  Étant  données  les  quatre  hauteurs  d'un  tétraèdre  et  les  distances  d'un 
point  h  trois  des  faces,  déterminer  la  distance  de  ce  point  à  la  quatrième 
face. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


ACADÉMIE  DE  RENNES 

Session  d'avril  1878. 

^  Dans  un  solide  formé  de  deux  cônes  égaux,  appliqués  l'un  contre 
Tautre  par  leurs  bases,  on  propose  d'inscrire  le  cylindre  dont  la  surface 
totale  soit  maxima. 

—  Résoudre  l'équation 

sin  2X 
tg  (a;  4-  a)  =  j-. 

cos  2j;  —  -r- 

—  Étant  donnés  deux  points  A  et  B,  et  tin  parallèle  XY  à  la  ligne  qui  les 
joint,  trouver  sur  cette  ligne  un  point  M  pour  lequel  le  rapport  des  dis- 
tances MA  et  MB  aux  deux  points  ûxes,  soit  minimum. 

Session  de  Juillet  1878. 

—  Déterminer  p  et  p'  de  manière  que  la  fraction 

a:'  -f  |KD  —  3 

x'  -h  p'x  +  5 
devienne  maximum  ou  minimum  pour  les  valeurs  a;  =  2  et  a;  =  3. 

—  La  déclinaison  du  soleil  étant  supposée  égale  à  d,  calculer  la  *  "»e 
du  jour  en  un  lieu  dont  la  latitude  est  l. 

—  Si  a,  6,  Y  ^^^  ^rois  nombres  distincts  satisfaisant  aux  relations 

o3  -|-  pa  -|-  g  =  0, 
63  +  p6  -|-  g  =  o, 

T^  +  mr  +  9  =  °' 

prouver  que  l'on  doit  avoir 

a  -}-  6  -|-  Y  =  <^' 

—  Parmi  tous  les  troncs  de  cône  droits  -à  bases  circulaires,  de  môme 
hauteur  et  de  même  volume,  quel  est  celui  auquel  on  peut  circonscrire  la 
sphère  minima? 

—  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  trois  longueurs  des  côlés 
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(TnD  trapèze  isoscële  pour  que  le  quadrilatère  qui  a  pour  sommets  les  milieux 
des  quatre  côtés  soit  un  carré. 

-  Etablir  la  formule  au  moyen  de  laquelle  on  peut  trourer  tg  a  en  fono 
tioD  de  tg  3a.  Déterminer  tg  a  dans  les  trois  cas  suivants  : 

tg  3a  =  o;  tg  3a  =  00  ;  tg  3o  =  —  I . 

-  Trouver  les  conditions  pour  que  les  deux  équations 

a  sin  a;  -j-  6  eos  a;  =B  c, 
a'  tg  a?  +  6'  cotg  a?  =s  c*, 
soient  rérifiées  par  une  méme|valeur  de  l'arc  x. 

-  Trouver  les  relations  qui  lient  les  racines  de  l'équation 

a?  ^  7XD  yjp^  —  2g  +  p^  ^   2q  sa  O  (1) 

à  celle  de  05*  +  |md  +  g  =  Oo  (2) 

Supposons  qu'on  construise  un  rectangle  ayant  pour  côtés  les  deux  racines 
de  l'équation  (2).  Indiquer  les  lignes  qui  représentent  les  racines  de  Téqua- 
tion  (1). 

-  En  faisant  tourner  un  triangle  rectangle  autour  de  ses  trois  côtés,  les 
Tolames  qu'on  obtient  sont  entre  eux  comme  les  nombres  20,  15  et  12.  — 
TrouTer  la  forme  du  triangle. 

-  Entre  tous  les  trapèzes  qui  ont  deux  sommets  en  A  et  B,  leurs  bases 
perpendiculaires  à  une  droite  [donnée  XY  et  le  point  de  concours  G  des 
diagonales  sur  cette  droite,  quels  sont  <^ux  qui  ont  la  plus  grande  ou  la 
plus  petite  surface?  Données  AB  =  a,  Aa  =  h,  Bb  =3  k. 

Session  de  novembre  1878. 

-  On  donne  une  circonférence  de  rayon  R,  et  un  de  ses  diamètres  AB. 
i  Â  Quelle  distance  du   centre  faut-il   mener  la   perpendiculaire  PM  à  ce 

*.tre  pour  que  la  corde  AM  soit  égale  à  la  tangente  MG,  terminée  au 
5tre  prolongé? 
•  Résoudre  les  équations 

I  X  2  I  I  2 

+  — =  -T-;  - — -  + 


X         y  c         a  —  X  o  —  y  a  —  6 

—  Dans  le  triangle  ABG,  on  donne  l'angle  A,  la  médiane  AD  et  la  sur- 
face, calculer  les  côtés  AB  et  AG.  Discussion.  Gonstruction  géométrique. 

—  Calculer  les  angles  d'un  triangle,  sachant  que  les  hauteurs  sont  entre 
elles  comme  les  nombres  2,  3,  4. 

—  Quelle  Taleur  faut-il  donner  à  q  dans  Téquation  a^  —  2a?  +  ç  =0 
pour  que  l'une  des  racines  soit  égale  au  carré  de  l'autre. 

—  En  supposant  la  terre  sphérique,  expliquer  comment  varie  la  vitesse 
ihaçh^^  de  rotation  d'un  point  de  sa  surface,  à  mesure  que  Ton  s'éloigne  de 
l'équb^eur.  Dire,  par  exemple,  quelle  est  la  vitesse  d'un  point  de  Téquateur 
et  celle  d'un  point  à  la  latitude  de  45*  (La  circonférence  de  la  terre  est 
COU..MO,  par  définition). 

—  Maximum  et  minimum  de  la  fraction 

0?^  —  4 

3a?*  —  5a?  —  2  * 

Années  précédentes. 

—  Trouver  sur  la  droite  AB,  de  longueur  donnée  a,  deux  points  G  et  D 
^Is  que  leur  distance  GD  soit  moyenne  proportionnelle  entre  AG  et  DB,  et 

is  en  outre  1*  que  cette  distance  soit  donnée  ;  2*  qu'elle  soit  un  minimum. 
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—  Une  ligne  pesante  AB  de  longueur  a  est  formée  de  deux  parties  ho- 
mogènes AG  et  CB  de  densité  d  et  d'.  Quelle  doit  être  la  longueur  AC  pour 
que  eelte  ligne  se  trouve  en  équilibre  sur  un  couteau  D  placé  à  une  dis- 
tance AD  =  &  du  point  A.  —  Discussion. 

—  Calculer  à  un  centimètre  cube  près  le  volame  régulier  inscrit  dans 
une  sphère  de  2",  j5  de  rayon. 


ACADÉMIE  DE  BESANÇON 

Session  d'avril  1878. 

—  Trouver  les  côtés  d'un  trapèze  isoscèle  connaissant  la  hauteur,  le  pé- 
rimètre et  la  surface. 

Session  de  juillet  1878. 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  la  somme  de  deux  côtés,  leur  pro- 
duit et  leur  surface.  Application  : 

S  =  18935,07; 
ab  =  271744; 
a  -\-  b  =  1045,  7. 

—  Indiquer  d'une  façon  générale  quelle  est  la  nature  des  questions  de 
maximum  ou  de  minimum  qui  peuvent  être  résolues  au  moyen  de  l'équa- 
tion du  second  degré. 

—  Par  le  point  A  extérieur  à  une  circonférence  de  rayon  R,  on  mène 
la  tangente  AG,  et  le  diamètre  AMON  qui  rencontre  la  circonférence  en 
M  et  N.  Du  point  C,  on  mène  le  rayon  CO  et  la  perpendiculaire  CD  au 
diamèlre  MN.  On  fait  tourner  la  figure  autour  du  diamètre.  Déterminer 
OA  de  telle  façon  que  l'on  ail 

Vol.  OCA  =  vol.  DCN  —  vol.  DCM. 

—  Construire  et  calculer  l'angle  de  deux  plans,  l'un  perpendiculaire  au 
plan  horizontal,  Tautre  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

—  Étant  données  deux  circonférences  concentriques  de  rayon  a,  b  et  un 
point  A  extérieur  tel  que  OA  =  d,  mener  par  ce  point  une  sécante  ABC, 
telle  que  la  portion  BC  comprise  entre  les  deux  circonférences  soit  égale 
à  c.  On  calculera  les  angles  COB  et  CAO. 

Application  :  a  =  12,7;  b  =  19,3  ;  c  =  io,5  ;  d  =  52,4. 

—  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  connaissant  la  bissectrice  de 
l'angle  droit  et  la  hauteur. 

—  Inscrire  dans  un  cercle  un  triangle  isoscèle,  connaissant  la  somme  de 
la  base  et  de  la  hauteur. 
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CONCOURS  ACADEMIQUE  DE  PARIS  1878 

Solution  par  H.  Gélinet,  du  Lycée  d'Orléans  [copie  couronnée). 


Dans  un  quadrilatère  convexe  ABGD  on  trace  la  droite  qui 
joint  les  milieux  des  diagonales,  on  prend  un  point  M  quelconque 
sur  cette  droite  dans  Vintérieur  du  qv^rilatère,  et  on  joint  ce 
point  aux  quatre  sommmets  A,  B,  C  ef  D. 

y**  Démontrer  que  la  somme  des  deux  triangles  MAB,  MCD 
qui  ont  pour  sommet  commun  le  point  M  et  pour  bases  deux  côtés 
opposés  AB,  CD  du  quadrilatère  est  équivalente  à  la  moitié  du 
quadrilatère. 

2*  Comment  faudrait -il  modifier*  V  énoncé  du  théorème ,  si  le 
point  M  était  extérieur  au  quadnlatère  tout  en  restant  sur  la 
ligne  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  ? 

5*  Faire  voir  que  les  points  de  cette  ligne  sont  les  seuk  qui 
jouissent  des  propriétés  précédentes. 

4®  Déduire  de  ces  théorèmes  que  dans  tout  quadrilatère  cir^ 

conscrit  à  un  cercle  le  centrée  du 
cercle  et  les  milievœ  des  diagonales 
sont  trois  points  en  ligne  droite. 

P  Supposons  le  point  M  mi- 
lieu de  Tune  des  diagonales; 
la  médiane  BM  divise  le  triangle 
ABC  en  deux  triangles  équiva- 
lents, donc 

MAB  =  MBG  ; 
de  même 

MCD  =  MAD; 
d'oïl 
MAB  +  MGD  =  MBG  +  MAD. 

Soit  M'  un  point  situé  sur  la 
droite  xy  qui  joint  les  milieux 
des  diagonales.  Abaissons  des 
points  M,  M',  N  des  perpendi- 
culaires aux  côtés  AB,  GD.  Soient  MI  et  NL  perpendiculaires 


B 
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à  NG  et  à  ME;  ces  droites  rencontrent  les  perpendiculaires 
M'R  et  ME  en  I'  et  L'  et  la  similitude  des  triangles  des 
quadrilatères  MI'M'L'  et  MINL  donne  : 

Ml'  M'R  —  MF    _  _NI_ 

ML'    ^^    ME  —  M'S    ~"    ML  *  ^' 

Mais  de  l'identité 

AB  .  MF  +  CD  .  ME=  AB  .  NG  +  CD  .  NH 
on  tire         AB  (NG  —  MF)  =  CD  (ME  —  NH); 

CD  NG  —  MF  NI 

^"'^  •Âr=    ME-NH    °"mL-  ^^^ 

En  comparant  les  égalités  (1)  et  (2)  on  a  : 

M'R  —  MF    _    CD 
MK  —  M'S    ~    AB  • 
Conséquemment 
AB    .   M'R  +  CD  .  M'S  =  AB  .  MF  +  OD.  MK 

S.ABCD  ^   ^ 

zzz  c.  Q.  I.  a. 

2  ^ 

IP  Soit  M'  un  point  extérieur  au  quadrilatère  et  situé 
entre  les  points  d'intersection  V,  T,  de  xy  avec  AB  et  CD. 
Les  distances  de  ce  point  aux  côtés  AB,  CD  et  AD  sont 
de  même  sens  que  celles  du  point  M  aux  mêmes  côtés,  et 
sa  distance  au  côté  BC  est  de  sens  contraire  à  celle  du  point 
M  à  ce  même  côté.  En  convenant  de  regardercomme  positives 
les  perpendiculaires  menées  dans  le  même  sens  et  comme 
négatives  les  perpendiculaires  menées  dans  des  sens  contrai- 
res, on  voit  que  la  première  partie  de  l'énoncé  est  vraie  pour 
tout  point  extérieur  au  quadrilatère,  considéré  comme 
sommet  des  triangles  dont  les  bases  seraient  AB  et  CD  et 
pris  sur  la  portion  de  ligne  VT.  Au  contraire,  c'est  la 
différence  des  triangles  qui  est  constante  quand  ces  triangles 
ont  pour  bases  AD  et  BO.  Cette  dernière  proposition  est 
vraie  pour  tout  point  de  xy  pris  au  delà  des  points  V  et  T, 
considéré  comme  sommet  de  triangles  dont  les  bases 
seraient  deux  côtés  opposés  quelconques. 

En  particulier,  si  Ton  joint  un  point  quelconque  pris  à 
l'intérieur  d'un  parallélogramme  aux  quatre  sommets,  la 
somme  de  deux  triangles  qui  ont  pour  bases   deux  côtés 
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opposés  est  équivalente  à  la  moitié  du  parallélogramme;  si 
le  point  est  extérieur,  c'est  la  différence  qui  est  constante. 

III^  Tont  point  M  pris  en  dehors  de  la  ligne  ay  ne  jouit 
pas  des  propriétés  énoncées.  En  effet,  si  de  ce  point  on 
abaisse  des  perpendiculaires  aux  côtés  AB  et  CD  en  limitant 
ces  perpendiculaires  à  leurs  points  d'intersection  avec  les 
droites  MI  et  ML,  le  quadrilatère  ainsi  formé  n'est  pas 
semblable  au  quadrilatère  MINL.  Il  ne  peut  donc  pas  se 
décomposer  en  triangles  semblables  à  ceux  du  premier  et  par 
suite  une  proportion  analogue  à  la  proportion  (1)  ne  peut 
être  établie. 

lY^  Dans  tout  quadrilatère  ABGD  circonscrit  à  un  cercle 
la  somme  de  deux  côtés  opposés  est  égale  à  la  somme  des 
deux  autres.  En  joignant  les  sommets  au  centre  du  cercle 
on  forme  quatre  triangles  dont  le  rayon  R  du  cercle  est  la 
liauteur  commune.  L'égalité 

(AB  +  CD)  —  =  (AG  +  AD)  — 

prouve  d'après  ce  qui*  précède  que  le  centre  du  cercle  est 
situé  sur  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


141.  —  Étant  donné  un  triangle  ABG  inscrit  dans  un 
cercle,  par  les  points  B  et  G  on  fait  passer  un  cercle  qui 
coupe  AG  en  E  et  AB  en  D  ;  puis  par  les  points  D,  A,  E,  on 
mène  un  cercle  qui  coupe  en  F  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABG.  Démontrer  la  relation 

FE  +  FB    _    AB  . 

FG  +  FD    ~    AG 

142.  —  Par  le  sommet  d'un  triangle  équilatéral  on  mène 
une  ligne  PQ  terminée  à  deux  droites  perpendiculaires  à  la 
base  et  passant  par  ses  extrémités.  Sur  PQ  comme  côtés  on 
décrit   deux     triangles    équilatéraux.    Démontrer    que  les 
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sommets  libres  se  meuvent  sur  la  base  et  sur  une  droite  fixe 
parallèle  à  la  base. 

143.  —  Par  un  point  fixe,  on  mène  une  droite  coupant 
deux  parallèles  données  en  P  et  A.  Par  les  points  P  et  Q  on 
mène  des  droites  respectivement  parallèles  à  des  droites 
données  et  se  coupant  en  R.  Prouver  que  le  lieu  de  R  est 
une  ligne  droite. 

144.  —  Si  Ton  divise  la  base  BC  d'un  triangle  en  trois 
parties  «égales  aux  points  Q  et  R,  démontrer  les  égalités 
suivantes  : 

sin  BAR  .  sin  CAQ  z=  4  sin  BAQ  .  sin  CAR. 
(cotgBAQ+cotgQAR)(cotgGAR+cotgRAQ)=4coséc»QAR. 

146.  —  On  donne  un  point   sur  chacun  des  côtés  d'un 

angle.  Construire  deux  circonférences  égales  tangentes  entre 
elles^Jet  touchant  chacune  un  des  côtés  de  Tangle  au  point 
donné. 


Avis.  —  Il  reste  à  résoudre  les  questions  135,136,  137, 138  et  140,  énon- 
cées dans  la  seconde  année.  —  Toutes  les  autres  questions  sont  publiées,  ou 
bien  la  rédaction  en  a  des  solutions  qui  paraîtront  prochainement. 

A  ce  sujet,  nous  rappelons  à  nos  lecteurs  que  les  solutions  doivent  être 
séparées  pour  chaque  question,  avec  une  flgure  à  part  si  c'est  nécessaire, 
et  que,  de  plus,  il  est  indispensable  de  mettre  sur  chaque  question,  très- 
lisiblement,  le  nom  de  l'auteur  de  la  solution,  ainsi  que  le  nom  de  l'éta- 
blissement auquel  il  appartient.  Sans  ces  précautions,  il  nous  serait  impos- 
sible de  classer  les  solutions,  et  aussi  de  répondre,  si  c'est  utile,  à  l'auteur 
de  l'envoi. 


Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET.' 


IMPRIHBRIB  CKWTRALB  DBS  GBBBINS  DB  PBR.  —  A.  CHAH  BT  C'«. 
RUB  BBRGÈRK,  20,  A   PARIS.  ^  23326-8. 
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NOTE  SUR  LA  PARABOLE 

Par  Mftiirlee  d'Oeacae. 


I.  —  Nous  allons  étendre  à  la  parabole  les  propriétés 
énoncées  pour  l'ellipse  dans  la  question  n«  106,*  et  dans 
nnenote  publiée  par  nous  dans  ce  journal.** 

Si  Ton  considère  une  ellipse  et  l'un  de  ses  cercles  direc- 
teurs et  que  l'on  fasse  tendre  le  foyer,  centre  de  ce  cercle 
directeur,  vers  l'infini,  l'autre  foyer  et  le  sommet  voisin 
restant  fixes,  la  limite  de  l'ellipse  est  une  parabole  dont  le 
foyer  est  celui  des  foyers  de  l'ellipse  qui  reste  fixe  ;  la  limite 
du  cercle  directeur  est  une  droite  perpendiculaire  au  grand 
axe  et  qui  est  la  directrice  de  la  parabole,  limite  de  l'ellipse. 
Nous  pourrons  donc,  en  enyisageant  la  parabole  de  cette 
manière,  appliquer  à  cette  courbe  la  propriété  démontrée 
pour  l'ellipse  dans  la  question  n®  106  et  nous  énoncerons  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  à  partir 
du  sommet  d'une  parabole  on 
porte  sur  Vaxe  et  dans  la  dt- 
rection  du  foyer  une  longueur 
égale  au  rayon  vecteur  d^un 
point  de  cette  courbe  et  que 
l'on  élève  Vordonnée  du  point 
ainsi  déterminé  sur  Vaxey  cette 
ordonnée  est  égale  à  la  nor^ 
maie  du  point  de  la  parabole 
considérée,  limitée  à  l'axe. 

Il  est  intéressant  de  donner 
une  démonstration  directe  de 
ce  théorème. 

Considérons  un  point  M 
d'une  parabole  et  la  normale 


•  T.  n,  p.  254. 
••  T.  n,  p.  363. 

iOUKNAI.  DB  HATH.  1879. 
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MN  en  ce  point  (fig.  I).  Portons  sur  Taxe  la  longueur 
SP  égale  à  MF  et  menons  l'ordonnée  PQ.  Je  dis  que 
PQ  =  MN. 

En  effet,  du  point  M  abaissons  Tordonnée  MH  et  la  per- 
pendiculaire MD  à  la  directrice. 

Représentant  par  p  le  paramètre,  nous  avons 

W  =  2pSP 
Mais      SP  =  MF  =  MD  =  AH  =  -^  +  SH. 

2 

Donc  PQ*  =  2p  (j^  +  SH  j  (1) 

D'autre  part       MN*  =  NH*    +  MH* 
Or  la  sous-normale  étant  constante  et  égale  au  paramètre, 
on  a  NH*  =  p\ 

De  plus  MH*  =  2p  .  SH, 

Par  suite  MN*  =  p«  +  2p  SH 

ou  MN*  =  2p  (-^  +  SH  j  .        (2) 

Comparant  (1)  et  (2)  on  voit  que 

PQ  =  MN  c.  q.  f.  d. 

II.  —  Ce  théorème  fournit  une  manière  de  mener  la  tan- 
gente à  la  parabole  en  un  point  pris  sur  cette  courbe  :  après 
avoir  fait  la  construction  indiquée  dans  l'énoncé,  ce  qui 
donne  la  longueur  de  la  normale,  du  point  M  comme  centre 
avec  cette  longueur  pour  rayon  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui 
coupe  l'axe  en  un  point  N  ;  on  tire  MN  et  on  élève  en  M  une 
perpendiculaire  à  cette  droite  ;  on  a  ainsi  la  tangente 
cherchée. 

III.  —  Appliquons  maintenant  à  la  parabole,  considérée 
comme  limite  d'une  ellipse,  la  construction  de  la  tangente, 
que  nous  avons  indiquée  pour  cette  dernière  courbe,  dans 
une  note  citée  plus  haut. 

Nous  allons  d'abord  appliquer  strictement  la  règle,  quitte 
ensuite  à  la  simplifier;  nous  arriverons  du  reste,  en  opérant 
ainsi,  à  une  propriété  connue  de  la  parabole. 

Soit  à  mener  la  tangente  en  un  point  M  d'une  parabole 
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considérée  comme  une  ellipse  dont  un  des  foyers  est  à  Tin- 
fini  (fig,  II)  ;  d'après  notre  règle,  nous  abaissons  Tordonnée 
MH  de  M  ;  par  le  centre  de  Tellipse  nous  menons  une 
droite  quelconque;  comme,  dans  ce  cas,  le  centre  est  à 
Tinfini,  cela  revient  à  mener  à  Taxe  une  parallèle  quelconque 
XY;  il  faut  porter  sur  cette  ligne  à  partir  du  centre  une 
longueur  égale  au  demi  grand  axe,  c'est-à-dire  du  centre 
de  l'ellipse  avec  un  rayon  égal  au  demi  grand  axe  décrire 

un  arc  de  cercle  et 
prendre  son  inter- 
section avec  X  Y  ; 
mais  le  centre  étant 
à. l'infini,  cet  arc  de 
cercle  se  réduit  à  la 
perpendiculaire  S  P 
menée  en  S  à  l'axe  ; 
il  faut  maintenant 
joindre  HP,  mener 
par  S  une  parallèle 
SN  à  cette  droite  et 
rabattre  sur  Taxe  la 
distance  de  N  au 
centre  de  la  courbe  ; 
par  les  mêmes  consi- 
dérations que  précé- 


L». 


demment  on  voit  que  ce  rabattement  s'effectue  en  abaissant 
du  point  N  la  perpendiculaire  NT  sur  l'axe  ;  on  n'a  plus 
alors  qu'à  joindre  MT. 

Mais  les  triangles  rectangles  HSP  et  STN  sont  égaux,  car 
HP  =  SN  et  PS  =  NT  comme  parallèles  comprises  entre 
parallèles.  Par  suite»  HS  3=  ST  et  on  est  ainsi  amené  à 
ce  théorème  connu  : 

Dam  la  parabole,  la  saus-tangente  est  divisée  en  deux  parties 
égales  par  le  sommet  de  la  courbe. 

Dès  lors,  la  construction  de  la  tangente  devient  très- 
simple  :  on  abaisse  l'ordonnée  MH  du  point  M;  on  porte 
sur  l'axe,  à  partir  du  sommet  et  en  dehors  de  la  courbe^ 
une  longueur  8T  ==  8H,  et  on  joint  MT. 
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IV.  —  Nous  allons  alors,  en  nous  basant  sur  cette  cons- 
truction de  la  tangente,  traiter  pour  la  parabole  la  ques- 
tion analogue  à  celle  que  nous  avons  résolue  pour  Tellipse 
dans  une  note  précédente  : 

Étant  donnés  Paoce^  le  sommet  et  un  point  dHune  parabole^ 
construire  cette  courbe  (fig.  III). 

Je  mène  la  tangente  MT  au  point  M  par  la  méthode  in- 
diquée plus  haut.  J'élève  en  M  la  perpendiculaire  MN  à 
cette  droite;  j'ai  ainsi  la  normale  en  M.  MN  est  bissec- 
trice   de    l'angle 


j^ 

que  font  le  rayon 
vecteur  de  M  et 

/ 

la  parallèle  menée 

^< 

„    par    ce    point    à 

y^l  \ 

Taxe,  c'est-à-dire 

^ 

1  \ 

la  ligne  qui  joint 
M  au  foyer  placé 

T       A 

s      K                        N 

a  rinfini.  Je  trace 

Fiéin 

donc  cette  droite 
ME;  si  je  mène 
alors  MF  de  telle 
façon  que  NMF 
=  NME,  je  déter- 
mine sur  l'axe  le 
point  F,  foyer  de 

la  parabole.  Pour  avoir  la  directrice  je  prends  SA  =  SF  et 
j'élève  au  point  A  la  perpendiculaire  à  l'axe. 
Il  est  alors  facile  de  construire  la  courbe. 


NOTE  DE  TRIGONOMETRIE 

Par  A.  Morel. 


Dans  les  applications  réelles  de  la  trigonométrie,  les 
données  ne  sont  évaluées  qu'avec  une  certaine  approxima- 
tion. Il  en  résulte  pour  les  lignes  trigonométriques  des 
angles,  puis  pour  les  éléments  inconnus,  des  erreurs  qu'il 
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est  intéressant  de  calculer.  C'est  ce  que  nous  allons  faire 
dans  cette  note,  que  nous  diviserons  en  deux  parties  : 
variation  des  lignes  trigonométriques  et  variation  des  élé- 
ments inconnus  du  triangle. 

1.  Trouver  l'accroissement  du  siniu  ou  du  cosinus  d'un  angle 
correspondant  à  un  accroissement  déterminé  de  cet  angle. 

Soit  un  angle  x  que  nous  augmenterons  d'une  certaine 
quantité  que  nous  désignerons  par  8a;;  appelons  8  sin  x  et 
8  cos  X  les  accroissements  correspondants  du  sinus  et  du 
cosinus  ;  on  aura  d'après  ces  définitions 

8  sin  X  =  sin  (x  +  8a?)  —  sin  x, 

8  cos  X  =  cos  (x  -|-  8^)  —  cos  x; 
par  des  formules  connues,  on  trouve 

8  sin  a;  =  2  cos  (x  +  —  8aj)  sin  —  80:;        (1) 

8  cos  X  =  —  2  sin  (oî  -| 80?)  sin  —  8a;.  (2) 

2  2 

On  considère  ici  la  différence  comme  un  accroissement, 

et  par  suite  on  lui  donne  le  signe  algébrique  positif;  mais 

elle  peut  être  par  elle-même  négative.  Par  exemple,  8  sin  x 

est  positif  si  x  est  inférieur  à  90®,  et  négatif  quand  x  est 

compris  entre  90®  et  270®. 

2.  Trouver  C accroissement  de  la  tangente  et  de  la  cotangente. 
Bn  employant   les   mêmes  notations  que  précédemment, 

on  a       8  tang  x  =  tang  (x  -f-  8a;)  —  tg  x, 

8  cotg  X  =  cotg  (x  -f-  8a;)  —  cotg  x, 

et,  d'après   des   formules    que   Ton  donne  dans  tous   les 

sin  80; 
cours,     8  tang  x  =  ,  (3) 

cos  X  cos  (X  -f-  OX)  ' 

—  sin  8a; 

8  cotg  X  =  —. : — 7 — i    %  \  '  (*) 

sm  X  sin  (x  +  8a;) 

3.  Trouver  l'accroissement  de  la  sécante  et  de  la  cosécante. 
On  a   8  séc  x  =  séc  (x  +  8a;)  —  séc  a;, 

8  coséc  X  =  coséc  (x  +  8a;)  —  coséc  x. 
Et  d'après  les  valeurs  de  ces  lignes  en  fonction  du  sinus 
et  du  cosinus. 
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2  sin  {x  +  •: —  Sac)  sin  —  ix 

5  séc  a?  = z — r— r-; ;    (5) 

cos  [x  +  ox)  COS  X 

—  2  cos  (x  H ix)  sin  —  ix 

2                           2 
5  COSéC  X  =   : 7 ,     »    , — : .      (6) 

Sin  (x  +  Qx)  sin  x, 

4.  Trouver  V accroissement  des  carrés  des  fonctions  trigonomé- 
triques  correspondant  à  un  accroissement  donné  de  l'angle. 

On  trouverait  immédiatement  par  un  procédé  identique 
au  précédent 

8  sin*  X  =  —  8  cos*  x  =  sin  (2a;  +  ix)  sin  Sec,     (7) 

8  tang*  œ  =    '"^  /f  +  'J"]  ^'".^^  .  (8) 

^  cos*  (05  +  8^)   cos*  X  ^  ^ 


(9) 


^      ,  .  —  sin  (2X  4-  8a5)  sin  8x 

8  COtg*  X  =  r-r-T ,  ^    v      .    , • 

®  sin*  (03  +  ^^)  sin*  05 

Comme  on  a 

séc*  05  =  I  -j-  tg*  05,     coséc*  05  =  I  +  cotg*  X, 
on  en  déduit 

8  séc*  05  =  8  tg*  05  ;    8  coséc*  05  =  8  cotg*  x. 

Si,  dans  un  triangle,  on  suppose  que  Tun  des  éléments 
nécessaires  pour  déterminer  le  triangle  est  affecté  d'une 
certaine  erreur,  les  quantités  inconnues  sont  affectées  aussi 
d'une  erreur;  nous  allons  nous  proposer  le  problème  gé- 
néral suivant  : 

Trouver  Verreur  que  Von  commet  sur  les  éléments  inconnus 
iun  triangle^  lorsque  Fun  des  éléments  donnés  est  affecté  iune 
erreur  déterminée,  les  deux  autres  éléments  donnés  étant  exacts. 

Nous  étudierons  successivement  les  trois  cas  élémentaires 
en  laissant  de  côté  le 'cas  douteux,  qui  ne  sert  pas  dans  la 
pratique.  Il  va  sans  dire  que  si  deux  éléments  donnés  étaient 
inexacts,  on  commencerait  par  déterminer  Tinexactitude 
résultant  de  Terreur  de  l'un  d'eux,  puis  on  partirait  de  ce 
premier  calcul  pour  déterminer  Terreur  provenant  du  second 
élément. 

1®'  CAS.  On  donne  deux  angles  et  le  côté  adjacent. 


—  39  — 

Nous  laisserons  immédiatement  de  côté  le  cas  oh  Ton 
commet  une  erreur  seulement  sur  le  côté  donné,  car  on  sait 
que  dans  ce  cas  on  aurait 

8a    _    86    __    8c 

a  6  c    ' 

Nous  supposerons  donc  que  Ton  commet  une  certaine 
erreur  sur  Tun  des  angles  ;  soient  A  et  c  les  deux  constantes, 
B  l'angle  sur  lequel  on  commet  une  erreur  8B.  Le  triangle 
réel  a  pour  éléments  A,  B,  C,  a,  6,  c;  le  second  a  pour 
éléments  A,  c,  B  +  8B,  C  +  8C,  a  +  8a,  6  -|-  86. 

Comme  on  sait  que  la  somme  des  angles  reste  constante,  il 
en  résulte  d'abord        8B  +  8C  =  o  ;  (10) 

on  a  aussi 

a  =^c  sin  A  coséc  G  ;  a  -f-  8a  =  c  sin  A  coséc  (G  +  8c). 

Donc  on  a,  en  vertu  de  l'équation  (6) 


.     ,      cos  (  G  +  -3-  8G     sin  — 8G 
8a   c  sin  A  \  z        /  2  .    . 

T"  ■"  sin  C  sin  (G  +  8G)  *   ^  ^ 

Donc  l'erreur  commise  est  donnée  par  la  relation 

—  8a  cos  (g  H-  —  8G^ 

=  a ^    ,,    .  '       ^  .       (12) 


.       T     _  ^         Sin  (G  +  8G) 

sin  — 8B 

2 

On  voit  qu'elle  est  de  même  signe  que  8B. 
On  a  aussi,  de  l'égalité 

c  sin  B  =  6  sin  G, 
que  l'on  peut  écrire 

c  sin  (A  +  G)  =  6  sin  G, 

c  sin  A 

la  relation  tg  G  =  -r t-  ; 

^  6  —  c  cos  A 

d'où  6  —  c  cos  A  =  c  sin  A  cotg  G, 

puis      b  -{-  tb  —  c  cos  A  =  c  sin  A  cotg  (c  +  'c)- 
D'où  l'on  tire,  d'après  la  formule  (4) 

^,  c  sin  A  sin  8G  ,.« 

sin  G  sm  (G  +  oL) 

donc  — : VÎT"  ^^  — ' — 7n — ! — ^n\      •  ^     ' 

sm  8B  sm  (G  -f-  5G) 
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Application  numérique. 

Soit  un  triangle  dans  lequel  on  a 
C  =  234",6i;      A  =  5y^  28';      B  =  46®  5i',  et  supposons 
que  Ton  ait  commis  sur  Tangle  B  une  erreur  en  moins  de 
10  minutes. 

Calculons  d'abord  en  supposant  les  données  exactes. 

Nous  avons  C  =  75**  41'. 

Puis  les  formules  — : 7-   ^  — : — =r-  =   — : TT 

sin  A  sin  B  sin  G 

nous  donnent,  pour  les  éléments  du  triangle, 

6  =  i76%65, 
a  =  204",!  3. 
Maintenant  nous  avons,  puisque  8B  (la  quantité  que  nous 
devons  ajouter)  est  égal  à  -}~  ^o  minutes, 

G  +  -L  8G  =  75«  36', 
2 

G  +  BG         =75031'; 
car  8G  =  —  10'. 

La  formule  (12)  nous  donne 

—  80  =  o",076, 

8a  =  o",i53. 
La  formule  (14)  nous  donne 

86  =  o™,628. 
Donc,  en  nous  tenant  au  centimètre,  nous  aurons,  pour 
les  valeurs  des  côtés  inconnus, 

b  =  i76",8i  ;        a  =  204",76. 

2®  CAS.  On  donne  deux  côtés  et  V angle  compris. 

Supposons  d'abord  que  Terreur  est  commise  sur  l'un  des 
côtés;  nous  aurons  comme  données  exactes  c  et  A;  nous 
supposerons  commise  une  erreur  86  sur  6. 

Nous  aurons  alors  toujours 

G  +  B  ==  i8o«  —  A. 
Puis,  on  a  les  relations 

c-b  tgJ-(G_B) 


C  +  6  ^       I 

cotg  — 
2 
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I 


c-t-ib  tg— (G-B  +  28C) 


C+b    +    lb  .  I  A 

colg A 

On  délerminera  donc,  en  comparant  ces  deux  formules, 
la  valeur  de  8G,  et  par  suite  on  pourra  continuer  le  calcul 
comme  précédemment,  puisque  nous  aurons  toujours  la 
relation  8B  +  ^C  :=  o, 

et  que  nous  serons  ramenés  au  cas  précédent.  Nous  déter- 
minerons donc  a  au  moyen  de  la  formule  (12). 

Application  numérique. 

Supposons  c=  340",i6;  A  =  68®  17;  6=  53i",i8  avec 
une  erreur  par  défaut  de  o",o5. 
Un  premier  calcul  nous  donne 

B  =  73»  46',4, 
G  =  37*  56',6, 
a  =  5i3"',94.  * 

Il  faudra,  pour  obtenir  la  valeur  exacte,  augmenter  b  de 
o"o5;  nous  obtiendrons  alors  pour  l'accroissement  de 
Tangle  B  8B  =  o'2. 

On  voit  qu'il  n'en  résulte  pas  pour  la  valeur  de  a  une 
différence  de  un  centimètre. 

En  second  lieu  supposons  que  6  et  c  soient  constants» 
et  que  A  subisse  un  accroissement  8A.  Alors,  on  a  les 
formules  o*  =:  6*  +  c*  —  2&c  cosA, 

(a  +  la)*  =  6«  4-  c*  —  26c  cos  (A  +  8A), 
d'où  l'on  tire  par  soustraction,  en  vertu  de  l'équation  (2), 

(—  8a  ^   -j-  —  a8a  =  6c  sinf  A  +  —  8Aj  sin  — 8A(1S). 

Cette  relation  nous  donne  deux  valeurs  pour  — 8a;  l'une 

d'elles  est  positive,  c'est  la  seule  que  nous  prendrons  ; 
nous  calculerons  ainsi  la  valeur  Ae  a  '\-ia;  ensuite  nous 
déterminerons  la  variation  de  l'un  des  angles,  de  l'angle  G 
par  exemple,  par  la  formule 

sin  (A  +  8A)    ""    sin  (C  +  8G)  '  ^  ^ 

dans  laquelle  tout  est  connu,  excepté  8G. 
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Application  numérique. 
Soient  : 

c  =  34o»,i6;  b  =  53i",i8;  A  =  SS^i/, 

celte  dernière  ayant  une  erreur  de  12'  par  défaut. 

Nous  trouvons  d'abord 

B  =  730  46',4, 
C  =  370  56',6, 
a  =  5i3™,94. 
Pour  faire  le  calcul,  nous  déterminerons   d'abord  le  se- 
cond membre  de  l'équation  (18);  puis   nous   trouvons  tout 

calcul  fait  — 8a  =  o",6i, 

2 

d'oîi  8a  =  i"^,22. 

Donc  on  trouvera  a  =  5i5",i6. 

Enfin,  la  formule  (16)  nous  donne 

C  +  8C  =  37»  54', 
et  par  suite  B  +  SB  =  73^  37'. 

S*»  CAS.  On  donne  les  trois  côtés. 

Il  est  très-facile  de  déterminer  par  logarithmes  les  va- 
riations des  tangentes^  et  par  suite  les  variations  des  angles, 
puisque  l'on  a 

A    _  ]f  {p  —  b(p  —  c)         _L  =  l/(P  — c)(P-^^ 
^^  "F  ■"   r        P  (p  —  a)      ^  ^    ^  V      P  (P  —  b)     ' 

On  voit  qu'il  suffira,  dans  le  calcul  par  logarithmes, 
de  chercher  la  variation  du  facteur  (  p  —  a),  variation  qui 
est  égale  à  —  8a,  et  on  aura  les  variations  des  demi-angles. 
Or,  il  sera  facile  de  trouver  immédiatement,  par  une  simple 
lecture  de  la  table,  dans  la  partie  correspondante  à  (p  —  a) 
la  variation  logarithmique  provenant  de  la  variation  —  8a. 

Exemple.  On  donne 

a  =  257",35;     6  =  326"»  ,40;    c  =  i85'°,3o. 
L'erreur  commise  sur  le  terme  a  est  de  o",i5  par  excès. 
On  trouve  pour  la  valeur  donnée 

A  =  5io  54, 
B  =  93°  35',4, 
C  =  34«  3o',8. 
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Puis,  pour  la  yraie  valeur 

A  =  5i»  52',8, 

B  =  93"  36,4, 

C  =  34»  3i'. 
Le  calcul,  dans  ce  dernier  cas,  s'effectue  avec  beaucoup 
de  rapidité. 


NOTE  SUR  LA  DIVISIBILITE 

Par  Mawriee  d'Oeaf^e. 


La  détermination  des  caractères  de  divisibilité  des  nom- 
bres par  2,  3,  5,  9,  II,  constitue,  dans  les  cours  élémen- 
taires, l'objet  de  recherches  distinctes.  Il  est  même  rare 
qu'on  y  joigne  la  divisibilité  par  7,  qui  est  un  peu  plus 
difficile  à  établir. 

Nous  allons  exposer  la  méthode  générale  que  Ton  emploie 
pour  trouver  les  caractères  de  divisibilité  par  un  nombre 
quelconque,  quelle  que  soit  la  base  du  système  de  numé- 
ration employé. 

Nous  déduirons  ensuite  de  cette  règle,  comme  applica- 
tions, les  divers  caractères  de  divisibilité  que  l'on  déter- 
mine, d'ordinaire,  directement. 

Il  est  utile  d'établir  d'abord  le  théorème  suivant  : 

Tliéorème.  —  Les  divisions  des  nombres  a^,  a*,  a*,  .  •  . 
a*» ,  .  .  .  par  un  diviseur  quelconque  d  premier  avec  a  don^ 
nent  des  restes  périodiques. 

d  étant  premier  avec  a,  Test  aussi  avec  toutes  les  puis- 
sances de  ce  nombre,  donc  toutes  ces  divisions  fourniront 
des  restes. 

Ces  restes  étant  tous  entiers  et  inférieurs  à  d,  on  devra, 
au  bout  de  d  divisions  au  pluS;  retrouver  forcément  un  des 
restes  déjà  obtenus. 

Je  dis  maintenant  que  si  a*  et  a'  donnant  des  restes 
égaux,  en  supposant  i  >  fc,  a*  +  *  donnera  le    môme  reste 


-44  — 

que  a*  +  ^.  En  effet,  on  a 

a'  =  mult.  d  +  r  a*  =  muli.  d  +  r 

multipliant  les  deux  membres  de  chacune  de  ces   égalités 
par  a,  il  vient 

a'  +  1  =  mult.  d  -\'  ra         a*  +  <  =  mult.  d  +  »'ût 
o'  +  ^  et  a*  +  ^  donnant  tous   deux   le    même  reste  que  ra 
fournissent  bien  des  restes  égaux. 

On  retrouvera  donc  à  partir  de  a'  et  dans  le  même  ordre 
les  restes  obtenus  à  partir  de  a*  . 

Conséquence.  —  Considérons  alors  un  nombre  quelconque 
N  écrit  dans  le  système  de  numération  dont  la  base  est  ^. 
Si  nous  représentons  par  a^,  a^,  .   .   .    .  a»  les  différents 
chiffres  qui  composent  le  nombre  N,  nous  avons 

N  =  «oP*»  +  OiP*  +  .    .   .   .  onp^. 
Cherchons  les  restes  de  la  division   des  différents  nom- 
bres p®,  p*  .   .    .   .  p»  par  p.  Nous  avons 

P»  =  mult.  p  +  To, 
P*  =  mult.  p  +  Tj, 


p»»  =  mult.  p  +  ^«  • 
Par  suite, 

N  =  mult.  p  +  ttoro  +  oL^r^  -f  •    •    •    •  +  ^nVn  , 
ce  qui  montre  que  le  reste  de  la  division  de  N  par  p  est 
le  même  que  celui  de  la   division  de  aor^  +'airi  +  •    •    • 
+  a„  Vn  par  p. 

Donc,  pour  avoir  le  reste  de  la  division  d'un  nombre 
quelconque  par  p,  on  déterminera  les  restes  Tq,  r^,  .  .  . 
relatifs  au  nombre  p  jusqu'à  ce  que  Ton  en  trouve  un  déjà 
obtenu;  à  partir  de  là,  d'après  le  théorème  ci-dessus  dé- 
montré, ils  se  reproduiront  périodiquement  ;  puis,  on  mul- 
tipliera les  différents  chiffres  du  nombre  par  les  restes 
correspondants;  on  fera  la  somme  des  produits  ainsi  obte- 
nus et  on  divisera  cette  somme  par  p  ;  le  reste  fourni  par 
cette  dernière  division  sera  le  reste  cherché.  Par  suite  pour 
que  le  nombre  considéré  soit  divisible  par  p,  il  faut  et  il 
suffit  que  ce  dernier  reste  soit  nul. 
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Celte  règle  est  longue  à  énoncer,  mais  très-simple  à 
appliquer  comme  nous  allons  le  voir  dans  les  exemples 
suivants. 

Applications.  — Caractèi-es  de  diwsibilité  par  2,  5,  3,  9,  ii, 
7  dans  le  système  décimal. 

Nous  chercherons  d'abord  les  restes  de  la  division  de  10% 
10',  10*9. .. .  par  ces  différents  nombres  ;  résumons  les  résul- 
tats ainsi  obtenus  en  un  tableau  et  remarquons  que  nous  ne 
calculons  les  restes  que  jusqu'à  ce  que  nous  en  trouvions  un 
déjà  obtenu.  Pour  bien  signaler  ce  point  à  Tattention  du  lec- 
teur, nous  soulignons  d'un  trait  chacun  des  restes  oh  la 
deuxième  période  commence. 
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Divisibilité  par  2  et  5.  —  Il  faut  à  partir  de  la  droite  mul- 
tiplier les  chiffres  du  nombre  considéré  respectivement  par 

I,  o,  Oy En  faisant  la  somme  de  ces  produits  on  a  pour 

résultat  le  chiffre  des  unités  du  nombre.  Il  faut  donc  que  ce 
chiffre  soit  divisible  par  2  ou  5  pour  que  le  nombre  soit  lui- 
même  divisible  par  2  ou  5.  D'où  les  règles  connues  : 

!<>  Pour  quun  nambre  soit  divisible  par  2  il  faut  et  il  suffit 
que  son  dernier  chiffre  à  droite  soit  pair  ou  o, 

2®  Pour  qu*un  nombre  soit  divisible  par  5  il  faut  et  il  suffît 
que  son  dernier  chiffre  à  droite  soit  5  ou  o. 

Divisibilité  par  3  et  g.  —  Dans  ces  deux  cas,  r^,  ri,,... 
étant  tous  égaux  à  i ,  2a  condition  pour  que  le  nombre  considéré 
soit  divisible  par  3  ou  g  est  que  la  somme  des  chiffres  de  ce 
nombre  soit  divisible  par  3  ou  g. 
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Divisibilité  par  ii.  —  D'après  le  tableau  ci-dessus  formé, 
on  voit  que  la  condition  pour  qu'un  nombre  soit  divisible 
par  II  est,  en  représentant  par  S»  la  somme  des  chiffres 
de  rang  impair  et  par  Sp  la  somme  des  chiffres  de  rang  pair  : 

Si  -(-  10  Sp  =  mult.  II, 
ou  S»  -f"  I  ï  Sp  —  Sp  =  mult.  1 1 , 

ou  encore  Si  —  Sp  =  mult.  1 1 , 

ce  qui  est  bien  l'expression  de  la  règle  connue  :  Vexcès  de 
la  somme  des  chiffres  de  rang  impair  sur  la  somme  des  chiffres 
de  rang  pair  doit  être  divisible  par  1 1 . 

Divisibilité  par  7.  —  Si  nous  appelons  encore  a^,  a,,  .  .  . 
les  divers  chiffres  du  nombre  considéré,  le  tableau  nous 
donne  pour  condition  de  divisibilité  de  ce  nombre  par  7, 

*i  +  3a,  +  2a8  +  6a^  +  4^5  +  Sa,  +  «7  +  •  •  .  =  mult.  7 
ou 

«1  +  3a,  +  2a,  +  ja^  —  a^  -f-  7a,  —  3a,  +  ja^  —  la.^  +  a^ 
ou  encore  -f-  .   .    .  =  mult.  7 

<*i  4"  3a,  +  sa,  —  a^  —  3a,  —  2a,  +  «^  +  •  •  •  =  niult.  7 
d'oïl  la  règle  ;  on  divise  le  nombre  en  tranches  de  3  chiffres 
à  partir  des  unitéSy  on  multiplie^  dans  chacune  de  ces  tranches 
et  à  partir  de  la  droite,  les  chiffres  respectivement  par  i,  3,  2; 
la  somme  des  produits  correspondant  aux  tranches  de  rang  im- 
pair diminuée  de  la  somme  des  produits  correspondant  aux  tran- 
ches de  rang  pair  doit  alors  donner  un  résultat  divisible  par  7. 


CONCOURS  GENERAL  1869 


GlaBse  de  troiflièxne  (sciences). 

•^On  prend  un  point  dans  le  plan  d'un  polygone  quelconque.  On  joint  ce 
point  aux  sommets  du  polygone,  et,  de  ce  point  comme  centre  arec  ces 
droites  comme  rayons,  on  trace  des  arcs  de  cercle  d'un  même  nombre  de 
degrés  et  dans  le  même  sens;  on  joint  les  extrémités  de  ces  arcs. 

Prouver  qu'on  forme  un  nouveau  polygone  égal  au  premier. 

Classe  de  seconde. 

—  Les  lettres  aet  ^  désignant  deux  nombres  donnés  positifs  ou  négatifs, 
on  propose  de  déterminer  a  et  6  de  manière  que  db  et  ^  soient  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  que  prend  l'expression 
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I 

aa?  -\'  IX  '\'  h 

quand  on  fait  varier  a;  de  —  ao  à  +  oo.  On  eiaminera  si  le  problème  est 
tonjoars  possible. 

—  Des  prismes  tronqués  équivalents  ont  une  base  inférieure  commune 
et  les  arêtes  dirigées  suivant  les  mêmes  droites. 

Démontrer  que  les  plans  des  bases  supérieures  passent  tous  par  un  même 
point. 

.Classe  de  rhétorique. 

-^  Un  triangle  ABC  étant  inscrit  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  pris  pour 
unité,  on  mène  par  le  sommet  de  chaque  angle  une  perpendiculaire  à  la 
droite  qui  divise  cet  angle  en  deux  parties  égales.  On  obtient  ainsi  trois 
lignes  qui  déterminent  un  second  triangle  A'B'C  dont  les  côté»  B'C,  A'C, 
A'B'  passent  respectivement  par  les  trois  sommets  A,  B,  G  du  premier 
triangle.  Cela  posé,  on  demande  de  résoudre  le  triangle  ABC  sachant: 

!•  Que  dans  le  triangle  ABC,  le  rapport  du  côté  AB  à  la  somme  des 
deox  autres  est  égale  à  un  nombre  donné  \  ; 

2*  Que  dans  le  triangle  A'B'C  le  rapport  du  côté  A'B'  à  la  somme  des 
deux  autres  est  égal  à  un  non^re  donné  |i. 

On  indiquera  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfiaire  les  nombres 
donnés  pour  que  le  problème  soit  possible.  On  achèvera  ensuite  les  calculs 

en  supposant  X  «=  — -,  ji  «=  -rç. 

On  donne  un  corps  sphérique  A,  dans  l'intérieur  duquel  se  trouve  une 
cavité  sphérique  B.  La  densité  de  A  est  4  ;  son  rayon  o",5o. 

Le  rayon  de  la  cavité  B  est  o",i5.  La  distance  de  son  centre  6  au 
centre  a  de  A  est  o",2o  et  la  hauteur  de  6  au-^lessus  de  a  est  o",i8. 

On  demande  la  position  du  centre  de  gravité  du  corps  A.  —  On  demande 
en  outre  quelle  serait  la  position  de  ce  centre  de  gravité  si  l'espace  B, 
au  lieu  d'être  vide  avait,  une  densité  double  de  celle  de  A. 

Classe  de  philosophie. 

—  Caractères  de  divisilHHté  (Ttm  nombre  par  t,  5,  A,  5  et  9, 

—  Etant  donnés  trois  cercles  qui  ont  respectivement  pour  rayons  O^ySiS^ 
0^,4^,  0",260,  calculer  le  rayon  d'un  cercle  équivalent  à  leur  somme. 

Classe  de  philosophie  (sciences). 

—  Trois  sphères  étant  données,  on  peut  construire  une  infinité  d'autres 
sphères  qui  leur  soient  tangentes;  par  le  point  de  contact  de  chacune  de 
eelles-cl  avec  les  trois  sphères  données,  on  peut  faire  passer  un  plan: 
Prouver  que  les  plans  ainsi  construits  passent  par  une  même  droite. 

—  Sur  l'un  des  côtés  OX  d'un  angle  droit,  on  porte  une  longueur  arbitraire 
OM  et  on  prend  une  longueur  ON  qui  soit  à  OM  dans  le  rapport  d'une 
ligne  donnée  n  à  une  autre  ligne  donnée  m;  puis  on  joint  les  points  M 
et  N  à  un  point  fixe  donné  sur  l'autre  côté  OY.  On  demande  de  choisir  M 
de  façon  que  Tangle  MAN  soit  maximum. 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


FACULTÉ  DE  CLERMONT. 

JniUet  1874. 

—  Par  un  point  donné  mener  une  droite  qui  détermine  par  son  intersec- 
tion avec  les  côtés  d'un  angle  donné  un  triangle  d'aire  minima. 

Novembre  1874. 

—  Surface  totale  d'un  cône  circonscrit  à  la  splière  en  supposant  que  le 
diamètre  de  base  soit  égal  au  côté  du  cône.  —  Rapport  de  cette  surface  à 
celle  de  la  sphère. 

Novembre  1876. 

1.  —  Dans  un  triangle  dont  les  côtés  sont  a,  &,  c,  et  les  angles  A,  B,  C» 

démontrer  qu'on  aura  nécessairement  les  relations 

B— C  6  —  c  A 

sm  =5  — —  cos  — - 

2  0  2 

B  — G         b  +  c     ^      A 

cos = • sfn  — • 

2  0  2 

2.  —  On  demande  de  construire  un  triangle  rectangle  tel  que  le  volume 
engendré  par  la  révolution  autour  de  l'hypoténuse  soit  égal  au  i/8  de  la 
sphère  qui  aurait  cette  hypoténuse  pour  diamètre. 

3.  —  Parmi  toutes  les  cordes  de  même  longueur  inscrites  dans  un  demi- 
cercle,  quelle  est  celle  qui  en  tournant  autour  du  diamètre  engendre  la 
plus  grande  surface?  —  Quelle  est  en  second  lieu  la  longueur  de  la  corde 
qui  donnerait  la  plus  grande  surface  possible? 

AvrU  1876. 

—  Résoudre  l'équation 


I 


-  +  v/lT  +  v/  I  + 


X 


JiaUet  1876. 

—  On  fait  tourner  un  trapèze  successivement  autour  de  ses  deux  bases; 
quel  devrait  être  le  rapport  de  ces  bases  pour  que  les  volumes  obtenus  après 
une  révolution  complète  soient  dans  un  rapport  donné,  par  exemple,  comme 
3  est  à  4. 

—  Dans  un  triangle  isoscèle  ABC  fixe  et  invariable  dont  la  base  et  la  hau- 
teur sont  données,  on  inscrit  un  deuxième  triangle  abc  variable  dont  la  base 
est  parallèle  à  celle  du  premier.  On  demande: 

1*  Le  maximum  de  la  surface  du  triangle  abc; 

2*  Le  maximum  du  volume  qu'il  décrit  en  tournant  autour  de  sa  base 
abc. 
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'  Partager  une  demi-circonférence  ABCD  par  un  point  M  de  telle  sorte 
qae  les  segments  circulaires  ABM,  MCD  et  le  triangle  AMD  engendrent  en 
tournant  autour  du  diamètre  AB  des  volumes  en  progression  géométrique. 

—  Tous  les  côtés  de  longueur  connue  d'un  hexagone  régulier  sont  tan- 
gents à  une  sphère.  On  connaît  le  rapport  m  des  zones  déterminées  sur  la 
sphère  par  le  plan  de  fliexagone  régulier.  Quel  est  le  rayon  de  la  sphère  ? 

—  Circonscrire  à  un  cercle  donné  un  trapèze  isoscèle  de  surfiice  donnée. 
Cas  du  minimum. 

—  Une  droite  OA  de  longueur  inyariable  décrit  autour  de  OH  un  cône  de 
rérolution  dont  le  Tolume  et  là  surface  totale  yarient  avec  la  distance 
AB  ss  â;  du  point  A  à  Taxe  fixe.  On  demande  :  pour  quelle  valeur  de  x  le 
volume  est  maximum;  pour  quelle  valeur  de  x  la  surfoce  totale  est  égale  à 
celle  du  cercle  de  rayon  a. 

JXovemhee  1876. 

1 .  —  On  propose  de  circonscrire  à  un  rectangle  donné  an  triangle  isoscèle 
de  sarfaee  donnée.  Cas  du  minimum. 

2.  —  Une  ville  contracte  au  taux  de  5  0/0  un  emprunt  de  400,000  francs. 
On  calculera  la  valeur  de  l'annuité  qu'elle  devra  payer  pour  être  complè- 
tement libérée  après  20  annuités  égales. 

—  Étudier  la  variation  du  signe   et   de   la   grandeur   de  la   fraction 

— lorsqu'on  fait  varier  x  par  valeurs  réelles  et  d'une  manière 

3^  —  4X  +  4 

continue  de  —  oo  à  +  <^* 

Avril  1877. 

1.  —  Une  fraction  dont  les  termes  sont  des  nombres  premiers  entre  eux 
est  irréductible. 

2.  — La  tangente  trigonométrique  de  la  semme  de  deux  arcs  est  3;  la  tan- 
gente de  leur  différence  est  — ?-.  Quels  sont  ces  deux  arcs? 

—  Démontrer  le  théorème  qui  donne  le  volume  décrit  par  un  triangle 
tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  et  passant  par  un  sommet 
sans  traverser  la  surface  de  ce  triangle. 

Le  triangle  étant  isoscèle  et  l'axe  passant  par  le  sommet  opposé  à  la  base, 
quel  angle  doit  faire  avec  cet  axe  la  hauteur  du  triangle  pour  que  le 
volume  engendré  soit  égal  à  celui  que  l'on  obtiendrait  en  faisant  tourner 
le  triangle  autour  de  la  base? 

Session  d'octobre  1877. 

Un  hexagone  régulier  de  côté  a  tourne  successivement  autour  d'un  de 
ses  côtés  AB,  et  autour  d'un  axe  xy  qui  lui  est  extérieur  passant  par  un 
sommet  C  et  également  incliné  sur  CB  et  CD.  On  demande  de  calculer  pour 
chacune  de  ces  rotations  la  surface  et  le  volume  décrits  respectivement 
par  le  périmètre  et  la  surface  de  l'hexagone^ 

JaiUet  1878. 

4^*  Série.  —  On  donne  dans  un  plan  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon 
R  et  un  point  A  à  une  distance  d  de  ce  point.  On  demande  de  mener  a 

iOnRlIAL  ni  MATE.  1879.  ^ 
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A  une  sécante  telle  que  la  corde  interceptée  BC  soit  égale  à  une  longueur 
donnée  2i,  et  de  calculer  la  surface  engendrée  par  la  corde  BC  dans  sa  ré- 
volution autour  de  OA. 

y  Série.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et  l'angle  compris 
et  calculer  sa  surface,  données  :  A  =  38-2o';  b  sr'ySgS  m.;  c  =  4786  m. 

S*  Série.  —  Trouver  les  arêtes  x,  v,  s,  d'un  parallélipipède  rectangle 
connaissant  :  !•  la  surface  toUle  25  du  parallélipipède  ;  2»  la  somme  a  de 
ses  3  arêtes  ;  3»  le  rapport  m  de  deux  d'entre  elles. 

i*  Série,  —  Volume  du  segment  sphérique.  Évaluer  le  volume  du  segment 
détaché  dans  une  sphère  d'un  rayon  égal  à  5  mètres  par  2  plans  paraUèles 
menés  d'un  même  côté  du  centre  à  des  distances  respeclivement  égales  i 
I  mètre  et  à  2  mètres. 

5*  Série.  —  !•  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  donné  R  un  cône  ABC 
dont  le  volume  soit  dans  un  rapport  donné  m  avec  le  volume  du  segment 
inférieur  BC  déterminé  par  la  base  du  cône. 

2*  Démontrer  que  le  plus  petit  multiple  commun  de  deux  nombres  est 
égal  à  leur  produit  divisé  par  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

6*  Série,  —  Trouver  entre  quelles  limites  peut  varier  la  fraction 

Application  à  l'exemple  suivant  : 

3c»  -  i3a7  +  6 


bx^  —  170?  +  5 

7*  Série.  —  Résoudre  l'équation  cos  a?  =  m  tg  a;  ou  a;  est  l'inconnue  et 
m  une  quantité  donnée. 
Discussion. 

Octobre  1878. 

Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés  a,  b  et  l'angle  A  opposé  à 
l'un  d'eux. 
Application  a  =a  3,785  m.    b  s=  5,092  m.    A  »  35*  40' 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


QUESTION  116. 
•olUtloii  par  M.  Redss,  Collège  de  Belfort. 

Etant  donné  un  tHaiigle  ABC,  on  considère  lu  bissectrice 
de  Vangle  A  et  Von  joint  un  point  quelconque  M  de  cette  bissec- 
trice indéfiniment  prolongée  aux  sommets  B  e(  G.   On  propose 

MB 
d'étudier  la  variation  du  rapport   rrrr^-  * 
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Soit  ÂM  =  X.  Les  triangles  MBA,  MCA  donnent 


d'oii 


MB 
MG 


[C  =  ^^ 

f 


Xt  +    C*  —   2CX   COS 


X*  -\-  b*  —  2bx  COS 


A 


X*  -j-  C*  —  2CX  COS 


A 


Y 


a»*  -)-  6«  —  2bx  COS 


tel  est  le  rapport  dont  il  faut  étudier  la  yariation.  Égalant 
à  m  et  élevant  au  carré»  il  vient 

(m*  —  i)  ac*  —  2  (6m*  —  c)  xcos -|-  m'6'  —  c"  =  o, 

d'où  X  = 


A  A  A 

b^*  sin* h  [b^  -H  c*  —  26c  cos* )m'—  c*  sin* — 

2  22 


(m»  -  I) 

X  devant  être  réel,  la  quantité 
sans  le  radical  doit  être  positive. 
C'est  un  trinôme  entier  du  se- 
cond degré  en  m*  et  de  la  forme 

—  6*sin»  -(m*— m'«)(m*— m"*). 
2 

Il  sera  positif,  c'est-à-dire  de 
signe  contraire  à  celui  de  son 
premier  terme,  si  on  donne  à 
^ç  m'  une  valeur  quelconque  com- 
prise entre  les  racines.  Ainsi  la 
condition  de  réalité  est 

m'«  >  m*  >  m"* 

m'*  désignant  la  plus  grande 
racine. 

Résolvant  l'équation  obtenue 
en  égalant  à  o  la  quantité  sans 
le  radical,  on  a  : 
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(63  +  c»  -  25c  C08»  -)  -  V  (6»  +  C»  -  2&C  C08»  i-j^ -46^0^  sin*  ^ 


26*  sin   — 
2 


OU  en  simplifiant  le  radical 


(fti  -I-  c«  —  26c  cos« )  +  y  a«(6  —  c)« 

m*  =  ■ 


^  '    •    ^a\b  -  c] 


26*  sin* 

2 

fci  j_  c*  —  26c  cos* 0(6  —  c) 

'  2 


20"  sin*  

2 

Nous  supposerons  6  >  c,  sans  quoi  nous  aurions  pu  écrire 
a(c— 6)  et  la  plus  grande  racine  au  lieu  d'être  m'  aurait  été 
m".  Les  conclusions  auraient  été  contraires  à  celles  que 
nous  allons  établir. 

Si   dans  les  valeurs  de  m*  et  de  w""  nous  remplaçons 

cos*  —  et  sin*  —  par  leurs  valeurs  en  fonctions  des  côtés, 

2  % 

on  arrive  aux  expressions  plus  simples 

_    (g  +  6  —  c)  c  _    (g  +  c  —  6)  c 

'^    -    (a  +  c  -  6)  6  '  ^     ~    (a  +  6  _  c)  6  ' 
ou  encore 

C  .      C 

cos  sm  — ^ 

«'= J-'  "*"  =      .      B     ' 

COS  sin  — ^ 

2  2 


à  la  valeur  de  m*  =  m'",  c'est-à-dire  au  maximum  du  rapport 

T 


correspond  pour  x  la  valeur ^       ;  au  minimum  corres- 


pond.pour  x  la  valeur 


cos 
p  —  g 

cos 

2 


Gela  posé,  faisons  croître  ad  de  —  ooa?.  Sià  +  ^  =  —  «>» 


—  sa- 
le dénominateur  de  05  =  0,  alors  m  =  i.   On  peut  le  voir 
directement  en  mettant  l'expression  de  m  sous  la  forme 


b  A 

cos 

X  2 


qui  pour  x=^  ±  Sdonne  m 


=K?^- 


Quand  x  croit  de  —  8  à  o,  la  fonction  part   de   Tunité 
pour  atteindre  la  valeur  plus  petite -r- pour   x  =   o,   et   le 

c 

sm  — 

rapport  diminue  jusqu'à  sa  valeur  minimum ^    pour 

sin  — 

X  =  -^ — —^  puis  augmente, 
cos 

2 

Quand  le  point   M    est  venu   en   D,  c  .  a  .  d  .  quand 

X  =  — à/fecp  (p  —  o)  m  repasse  ^par  la  valeur  ■— . 

Cette  considération  seule  aurait  suffi  pour  montrer  à  priori 
qu'il  existe  à  l'intérieur  du  triangle  un  point  M  pour  lequel 
le  rapport  est  minimum  ou  maximum,  car  m  passe  deux  fois 

par  la  même  valeur  —  en  prenant  des  valeurs  intermédiaires 

plus    petites    ou  plus  grandes,  x   continuant  à   croître^ 

c 
cos  — 

m  augmente  pour  atteindre  sa  valeur  maximum   ^ 

15 

COS    

2 


quand   x    =   — ^T"»  °^*^^»  P^^  hypothèse,  C  <  B,  donc 


_   P 

cos 

c 
cos 


B 

cos  

2 


2 

I  et  comme  m  croit  d'une  manière  continue,  il 
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doit  y  avoir  entre  le  point  D  et  le  centre  du  cercle  circons- 
crit un  point  pour  lequel  m  =  i .  Il  suffit,  pour  trouver  la 
valeur  de  x  qui  le  détermine,  de  résoudre  Téquation 


ûc*  -|-  c'  —  2CX  cos  —  =  a;*  +  6*  2bx  cos 


A 


qui  donne  x  = 


_      b  +  c 


2   cos 


A 


M    est    la    perpendiculaire 


menée  au  milieu  de  BC. 

Si  nous  donnons  à  x  des  valeurs  supérieures  à  celle 
qui  rend  le  rapport  maximum,  m  diminue  de  plus  en  plus  et 
devient  à  la  limite  égal  à  l'unité  quand  x  =  -|-  oo  • 


€os|-A 


Le  tableau  suivant  et  la  courbe  ci-contre  permettent  de 
suivre  commodément  les  variations  de  la  fonction. 


x 

m 

X 

m 

00 

I 

croît 

décroît 

o 

c 

T 

sin  - 

m 

croit 

décroît 

p  —a 

2 

A 

oos   

2 

sin  - 

B 

2 

2  \j  bcp(p—a\ 
b  +  c 


-  S»  — 

c 

T 


croît 


croît 


croît 


croît 


2  cos 


cos 


A 


+  Q0 


COS 


cos 


B 


croît 


décroît 


Nota  :  M.  Sou,  du  collège  de  Libourne,  a  résolu  la  même  question. 


QUESTION  118. 
Solution  par  M.  Sou,  élève  du  collège  de  Libourne. 

Si  Von  abaisse  d'un  point  0  les  perpendiculaires  OD,  OE,  OF, 
sur  les  côiés  d*un  triangle^  on  a 

cotg  ADC  +  cotg  BEA  tF  cotg  CFB  =  o. 


Menons  la  hauteur  AH.  On  a 

,      .^^        DH         DH  .  a         DH  .  a 

cotg  ADG  =  -7T=r-  =  -7^= = — 

^  AH         AH  .  a  2S 


DH(BD+DC) 

2S 


d'un  autre  côté_^  __ 

AB*  =  AD*  +  BD*  +  2DH  .  BD 

AC*  =  ÂÎ)*  +  DG*  —  2DH  .  DC 
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d'oïl         2(BD  +  DC)DH  =  AB*  —  AC»  —  (BD*  —  DE*) 


par  suite 


de  même 


colg  ADC  = 
cotg  BEA  = 
cotg  CFB  = 


c«  —  6«  —  (BD*  —  PC*) 
a*  —  d^  —  (CE'  —  AE*) 

fet  —  Qi  —  (AF*  —  BF*) 
4S 


donc 


cotg  ADC  +  cotg  BEA  +  cotg  CFB 
BF*  +  CD*  +  ÀË*  —  ÂF*  —  BD*  —  CE* 

4S 


ajoutant  et  retranchant  au  numérateur  la  quantité 

OD*  +  (51*  +  OFS  on  trouve 
0Â«  -^  ÔB*  +  OC*  —  (ÂO*  +  ÔB*  +  OC)*  =  o 
donc        cotg  ADC  +  cotg  BEA  +  cotg  CFB  =  o. 

Nota.  —  M.  Reuss,  de  Belfort,  a  résolu  la  même  question. 


QUESTION  119. 
AoluUoB  par  M.  Jimenbz,  élève  du  Lycée  de  Bordeaux. 

Les  médianes  iun  triangle  forment  avec  les  côtés  qu'elles  di- 
visent en  deux  parties  égales  des  angles  comptés  dans  le  même 
sens  de  rotation  dont  la  somme  des  cotangentes  est  nulle. 

Soient  ABC  un  triangle,  AM,  BF,  CI  les  médianes  de  ce 

^  triangle.  Menons  la  hauteur  A. 

Puisque  M  est  le  milieu  de  BC, 

MH  =   °°  ~  ^^ 

2 

h  cotg  AMH 

_  h  cotg  B  —  A  cotg  G 

^       " 2 


ou 

de  même 


cotg  AMH  =  —  (cotg  B  —  cotg  C) 

2 


cotg  BIC  ou  —  cotg  AIC= (cotg  A  —  cotg  B) 
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cotg  AFB  ou  —  cogt  BFC  = (cotg  C  —  cotg  A)  ; 

faisons  la  somme,  on  a 

cotg  AMH  +  cotg  BIC  +  cotg  AFB  =  o. 

Noto.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Reuss,  de  Belfort;  Demor- 
UiD,  de  Douilens;  Sou,  de  Libourne. 


QUESTION  120. 

Sol«tlOA  par  M.  Rvuss,  de  BeltorL 

^i  Co7i  prend  dans  l'intéi^ieur  d'un  triangle  un  point  0  tel  que 

CAO  =  ABO  =  BGO  =  6 
on  a  cotg  6  =  cotg  A  +  <5otg  B  +  c^^g  G. 

Le  triangle  AOG  dans   lequel  AOC  =   i8o  —  (6  +  C 
—  6)  ou  A.OC  =  i8o  —  C  donne 

6        —      OC 
sin  G  sin  6 

De  même  BOG  donne 
a  OG 


ou 


sin   B  sin   (B  —  ô) 

Divisons  ces  deux  égalités  mem- 
<  bre  à  membre,  il  vient 
b  sin  B    _    sin  (B  —  0) 

a  sin  G  sin  6  ' 

sin  (B  —  e)  b 


sin  B  sin  0  a  sin  G 


Remplaçons  —  par  — : — —  puis  sin  B  par  sin  (A  -f-  G), 

.,    .     ,  sin  (B  —  0)  sin  (A  +  G) 

il  vient  ^  '    —  \       I      /   . 


sin  B  sin  6  sin  A  sin    G  ' 

or  le  premier  membre  est  égal  à    cotg  6  —  cotg  B  et  le 
second  à  cotg  A  +  cotg  G.  On  a  donc 

cotg  6  =  cotg  A  -f-  cotg  B  +  cotg  G. 

Nota,  — '  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Demortain ,  de  OouUena  ; 
Bemari,  de  Moulins. 
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QUESTION  121. 


SolatloB  par  M.  Thual,  élève  du  Lycée  de  Lorient. 

Étant  donné  un  triangle  ABC,  sur  chacun  de  ses  côtés  on 
construit  extérieurement  au  triangle  ABC  des  triangles  semblables ^ 
de  telle  manière  que  chacun  des  angles  adjacents  à  A  soit  égal  à 
G;  qus  chacun  des  angles  adjacents  à  B  soit  égal  à  A,;  et  que 
chacun  des  angles  adjacents  à  G  soit  égal  à  B.  Démontrer  que  les 
trois  cercles  cirtonscrits  à  ces  triangles  et  les  droites  gui  joi' 
gnent  chacun  des  sommets  du  triangle  ABC  au  sommet  opposé 
se  coupent  en  U7i  même  point  0,  tel  que  les  angles  OBC,  OBA, 
OAB  sont  égaux  entre  eux. 

D'après  les  hypothèses  on  voit  que  les  angles  E,  F,  D 

sont  respectivement  é- 
gaux  aux  angles  A,  B, 
G  du  triangle. 

Les  circonférences 
circonscrites  aux  trian- 
gles ABF  et  BGD  se  cou- 
pent en  B  et  0.  Les 
deux  quadrilatères  AOF 
et  BOGD  étant  inscrip- 
tibles,  on  a  AOB  =  A 
+  GetBCO  =  A-f-B; 

donc  AOC  =  4dr  —  2A 
—  B  —  G  =  2dr—  A  =  B  +  C. 

Le  quadrilatère  AOCE  est  alors  inscriptible  et  la  circon- 
férence circonscrite  au  triangle  AEG  passe  le  point  0. 

Je  dis  maintenant  que  les  droites  AD,  DE,  FG  se  cou- 
pent en  0.  Nous  avons  en  effet  : 

AOB  =  1850  —  AFB  =  A  -|-  G,  BOD  =  BGD  =  B 
et  AOB  -f-  BOD  =  A  -f  B  -f-  G  =  i8o«. 

Les  trois  points  A,  0,  D  sont  en  ligne  droite.  Même  dé- 
monstration pour  les  points  E,  0,B  et  F,  0,  G. 

Enfin  les  angles  OBG,  OGA,  OAB  sont  égaux.  En  effet. 


OBC: 

=  c 


OCB 
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-BOG  —  OGA  =    i8o 
=  OGA.  De  même  OGA 


A  -    B 
OAB. 


—  0GB 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Sou,  da  Libourne;  Fairre 
et  Gindre,  de  Lens-le-Saunier. 


QUESTION  12Î. 
SolatloH  par  M.  DE  LA  Laurencie,  élève  au  Lycée  de  Nantes. 

Étant  donné  un  point  A  entre  deux  parallèles ,  tracer  un 
triangle  rectangle  ayant  son  sommet  de  l'angle  droit  en  A.  et 
les  deux  autres  sommets  sur  les  deux  parallèles  de  manière  que 
sa  surface  soit  minima. 

Supposons  le  problème  résolu.  Soient  BG,  DB  les  deux 

parallèles  ;  HH'  leur 
perpendiculaire  com- 
mune passant  par  le 
point  A.  Soient  en  outre 
AH  =  a,  AH'  =  6, 
GA  =ar,EA=y,  HAG 
=  a,  H  AE  =  p. 
La  surface  du  triangle 

GAE  est  — =L..  Or  dans 


A 


le  triangle  rectangle  HAG  on  a 


X  = 


a 


y  = 


cos  a 
b 


ab 


de  même  ,   

cos  0 

La   surface    a    donc   pour  expression  « 

2  cos  a  cos  p 

Pour  que  cette   expression  soit  minima,  il  faut  que  lo  dé- 
nominateur soit  maximum.  Or  a  -f-  p  =  90®  =  constante  et 

cos  .  cos   B  =   C0M«TfP)+(C03(«-P) 

2 

COS  (a  -|~  P)    étant   constant,  cos  a  cos  p  sera  maximum 
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^ire  quand  cos  (a  —  B)  =  i; 
QUESTION  !?•  ^  =  p  ^  450. 

,,/  ie  triangle  de  surface  minima 
Solatton  par  M.  Thual,  ér  y^y^e  au  point  A  avec  AH  et  AE 


Étant  donné  un  triangle  .  ,.        „„  ^.^  ».     ^.     , 

^      .^      w   •  .  -«?ine  question  :  MM.  dOcagne,  collège  Chaplal; 

c<mstruîtexténeuremntr    ,M^^^  ^^  Moulins;  Hugot,  de  Lyon;  Huet,  dOr- 

de  telle  manière  que  Ch     ^^'///^"'™®  ®^  Martin,  de  Passy  ;  Jâcquot,  de  Nancy; 

C;  que  chacun   des       /^^'  ^^J**''  ^^  Moulins;  Sou,  de  Libourne, 


chacun  des  angle        "^ 


trois  cercles  ci 

gnmt  choeur  OUESTIONS    PROPOSÉES 

se  coupent  

OABso- 

D''  ab  -^^^  donne  un  cercle,  un  diamètre  AB  et  une  droite 

^^^yendiculaire  à  AB.  La  polaire  d'un   point  M  de  XT 

00  ce*'®  droite  en  N,  et  sur  MN  comme  diamètre,  on 

féerie  un  cercle.  Démontrer  qne,  si  Ton  fait  varier  le  point 

^  5ur  XY,  tous  les  cercles  tels  que  MN  ont  pour  axe  radical 

IQ  diamètre  AB. 

147.  —  On  considère  une  ellipse.  Soit  F  et  F'  les  foyers 

de  cette  ellipse.  Par  ces 
points,  et  dans  la  même 
direction,  on  mène  deux 
rayons  vecteurs  paral- 
lèles rencontrant  la  cour- 
be, le  premier  en  A,  le 
second  en  A'.  On  mène 
les  tangentes  en  A  et  A', 

tangentes  qui  se  rencontrent  en  I.  La  figure  ainsi  tracée 

jouit  des  propriétés  suivantes. 

I.  Les  triangles  F'IA,  FIA'  sont  rectangles  au  point  I. 

IL  L'angle  FIF'  est  moyen  arithmétique  entre  les  angles 
F'AF,  FAT. 

III.  Quand  on  fait  varier  la  direction  des  parallèles  FA  et 
F'A',  le  point  I  décrit  le  cercle  dont  le  diamètre  est  le  grand 
axe  de  Tellipse. 
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Voiles  FA.  FA'  rencontrent  Tellipse  sous  deux 
^  la  tangente  de  leur  somme,  multipliée  par  la 
tangentes,  est  un  produit  constant,  quand  on 
Ttion  des  parallèles  FA,  F'A'. 

*n 
i  X  IF  AF 


lA'  X  IF'  AT' 

^  appelle  B  le  point  de  rencontre  des  diagonales 
^oze  AFA'F',  le  lieu  du  point  B,  quand  on  fait  varier  la 
.iCCtion  des  parallèles  AF,  A'F',  est  une  ellipse  homofocale 
à  la  proposée,  et  normale  à  la  droite  BI. 

YII.  La  distance  du  point  B  au  point  I  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  distances  de  ce  point  B  aux  deux 
foyers  F  et  F'. 

YlII.  Si  du  point  F  on  abaisse  sur  AI  la  perpendicu- 
laire FD,  et  du  point  F'  la  perpendiculaire  F'D\  la  somme 
des  carrés  des  inverses  de  ces  perpendiculaires  est  cons- 
laiite  quand  on  fait  varier  la  direction  des  parallèles   FA, 

FA'. 

IX.  On  a  IF  X  IF'  =  20  X  IB. 

X.  La  droite  10  est  parallèle  aux  droites  FA,  F'A',  et 
la  somme  des  inverses  des  rayons  vecteurs  FA,  F'A'  est 
constante.  '  (De  Longchamps.) 

Ans.  —  Bien  qv£,  en  général^  notis  ne  publiions  que  des  solih 
tims  télèvesy  st,  dans  le  courant  de  Vannée^  nous  n*avons  pas 
repu  de  solutions  de  ce  genre^  nou^  publierons  volontiers  une 
soMon  tune  autre  personne,  pourvu  que  cette  solution  soit 
Mument  complète  et  surtout  très-élémentaire. 

148.  —  Deux  cercles  se  coupent  sous  un  angle  de  120^. 
On  mène  un  cercle  tangent  à  la  fois  à  la  tangente  com- 
mune et  aux  deux  cercles  donnés.  On  a,  entre  les  rayons 
r  et  r  des  cercles  donnés  et  le  rayon  x  du  cercle  tangent 

la  relation  -r==:  =  +    ,  (Perrin.) 

V  4X        V  3r         v3r' 

140.  —  Deux  circonférences  sont  tangentes  extérieure- 
ment. Sur  la  ligne  des  centres  comme  diamètre,  on  décrit 
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une  circonférence,  et  l'on  mène  la  circonférence  A  tangente 
aux  trois  circonférences  ainsi  obtenues.  Si  R  et  r  sont  les 
rayons  des  deux  premières,  D  le  diamètre  de  la  circon- 
férence A,  on  a  la  relation  -t=-  =  -=r — | ,    Chercher 

ce  qui  arrive  si  les  circonférences  sont  tangentes  intérieu- 
rement. (Perrin.) 

150.  —  Une  droite  AD  rencontre  deux  circonférences  0  et 
0'  de  telle  sorte  que  les  cordes  interceptées  AB  et  CD  soient 
égales  entre  elles.  Trouver  :  1°  le  lieu  géométrique  du  mi- 
lieu de  AD  ;  2®  l'enveloppe  de  la  droite  AD.  En  déduire  le 
problème  suivant  :  mener  par  un  point  donné  dans  le  plan 
de  deux  circonférences  une  droite  telle  que  les  cordes  in- 
terceptées soient  égales.  (Julliard.) 

151.  —  Soit  ABC  un  triangle,  0  un  point  de  son  plan. 
On  mène  les  droites  AO,  BO,  GO,  qui  coupent  les  côtés  en 
A',  B',  G'  ;  on  coupe  le  triangle  A'B'G'  par  une  transversale 
a^Y  (a  est  le  point  oli  cette  transversale  rencontre  B'G',  etc.)  ; 
les  droites  Aa,  Bp,  Gy  rencontrent  les  côtés  du  premier 
triangle  en  trois  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

152.  —  On  a  une  circonférence  fixe  0,  et  un  point  fixe 
A;  par  le  point  A,  on  fait  passer  une  circonférence  variable, 
qui  coupe  la  circonférence  0  sous  un  angle  constant;  dé- 
montrer que  la  circonférence  variable  a  pour  enveloppe  une 
circonférence. 
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RSVUE  DE  l'enseignement  SECONDAIRE  SPÉCIAL  ET  DE  l'EnSKIGNS^ 

Ment  professionnel.   —  Cette  Reviie  parait  le  45  de  chaque 
mois  à  la  librairie  Hachette. 

Nous  venoDS  de  recevoir  le  premier  numéro  d'une  publication  mensuelle 
qui  se  propose  de  rendre  à  renseignement  spécial,  créé  en  France  par  la 
loi  de  1865,  le  service  de  mettre  ceux  qui  s'en  occupent  au  courant  de 
tout  co  qui  peut  intéresser  cet  ordre  d'enseignement  en  France  et  à  l'étran- 
ger. Comme  notre  publication,  la  nouvelle  Revue  traitera  des  sujets  de  com- 
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position  ou  d'examen  se  rattachant  à  son  objet  particulier;  en  outre,  elle 
contient  es  actes  oificiels  concernant  renseignement  spécial,  et  des  ques 
lions  de  pédagogie  traitées  par  des  hommes  au  courant  de  cet  enseigne- 
ment nouveau.  Nons  croyons  cette  Revue  appelée  à  rendre  de  grands  ser- 
Tiœs,  et  c'est  pour  cela  môme  que  nous  nous  permettons  une  légère  critique 
à  propos  d'nn  article  de  mécanique.  Les  programmes  de  l'enseignement 
spécial,  même  le  programme  de  l'agrégation,  ne  comportent  pas  l'emploi 
du  ealeal  intégral,  et,  si  la  nouvelle  publication  veut  être  sérieusement 
ntHe,  elle  ne  doit  pas  sortir  de  son  programme,  indiqué  par  son  titre  même. 
Elle  doit  donc  chercher  à  traiter  les  questions  qu'elle  aborde  par  les 
méthodes  indiquées  dans  les  programmes  officiels  de  l'enseignement  spécial, 
et  montrer  que  l'on  peut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  à  propos  de  la 
mécanique  de  MM.  Mondiet  et  Thabourin,  faire  un  cours  élémentaire,  et 
pourtant  assez  complet  pour  bien  faire  comprendre  à  l'industrie  les  notions 
de  mécanique  dont  elle  a  besoin.  A.  M. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Jnlliard  nous  a  communiqué  un  théorème  intéressant  sur  les  sections 
coniques;  mais  comme  sa  démonstration  est  un  peu  longue  et  qu'elle  s'ap- 
puie sur  des  considérations  qui  sortent  du  cadre  des  mathématiques  élé- 
mentaires, nous  en  donnons  un  autre  qui  exige  seulement  la  connaissance 
des  propriétés  des  pôles  et  polaires. 

Théorème.  —  Soit  ABC  un  triangle  circonscrit  4  une  conique,  et  dont 
les  côtés  sont  tangents  en  M»  N,  P,  et  soit  0  un  point  quelconque  du  plan. 
On  joint  OB,  OC  qui  coupent  en  H  et  K  la  corde  de  conUct  NP;  les  droites 
OM,  BK,  CH  concourent  au  même  point  I. 

DÉMONSTRATION.  —  Je  prolonge  BG  jusqu'à  la  rencontre  de  NP  en  S  ;  le 
point  M  appartient  à  la  polaire  du  point  S  par  rapport  à  la  conique  et 
aussi  à  la  polaire  du  point  S  par  rapport  à  l'ensemble  des  droites  AB,  AC. 
Donc  M  est  conjugué  harmonique  de  S  par  rapport  aux  points  B  et  G,  et 
par  snite  H  est  snr  la  polaire  de  S  par  rapport  à  OB,  OG.  Mais  le  point  I, 
intersection  de  GH,  BK,  appartient  à  la  même  polaire  ;  donc  la  droite  OM 
passe  au  point  I. 

M.  JuUiard  applique  son  théorème  au  problème  suivant  :  Connaissant 
trois  tangentes  à  une  conique  non  tracée  et  deux  des  points  de  contact, 
trouver  le  point  de  contact  de  la  troisième  tangente.  -*  La  solution  est 
immédiate  si  Ion  donne  les  points  N,  P,  il  suffit  de  prendre  un  point  quel- 
conque 0,  de  joindre  OB,  OG,  puis  CH  et  BK  et  enfin  01  qui  passe  au 
point  M.  On  peut  aussi  prendre  la  polaire  de  S  par  rapport  à  l'angle  BAC  ; 
celte  polaire  passe  également  au  point  M.  On  n'a  pas  même  besoin  de  cons- 
truire le  point  S;  il  suffit  de  joindre  CP,  BN  qui  se  coupent  en  V  et  de 
joindre  AI'.  Cette  construction  est  du  reste  bien  connue,  car  ce  n'est  qu'une 
application  du  théorème  de  Brianchon  étendu  au  triangle  circonscrit. 

J.  K. 
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M.  Combler,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  nous  fait  remarquer 
qu'il  s'est  glissé  une  erreur  dans  l'énoncé  du  premier  théorème  signalé 
par  M.  Dostor,  dans  le  numéro  précédent  (voir  page  48).  —  En  effet,  pour 
que  l'énoncé  ainsi  établi  soit  exact,  il  faut  que  les  termes  extrêmes  fassent 
partie  de  la  progression   arithmétique;   or  si  r  est  de  la  forme  (4p  +  2], 

f 
—  sera  impair,   et  si  n  est  pair,  [n  —  i)  sera  impair;  donc,  comme  une 

2 

puissance  quelconque  de  n  est  paire,  les  termes  extrêmes  seront  impairs, 
et  la  progression  peut  ne  contenir  que  des  termes  pairs;  donc  on  ne  pourra 

f 
pas   trouver  les  deux  nombres  impairs  n«  —  *  —  (n  —  i)  —  et  n«— * 

r 
+  (n  —  i)  — —  dans  la  progression.  —  Du  reste,  la  somme  d'un  nombre 

2 

quelconque  de  nombres  pairs  ne  peut  jamais  être  égale  à  la  puissance  en- 
tière d'un  nombre  impair,  quel  qu'il  soit. 

n  faut,  d'après  cela,  modifier  l'énoncé  de  la  proposition  énoncée  de  la 
manière  suivante  :  On  pmit  toujours  trouver  des  progressions  arithmétiques, 
dont  la  r(Uson  est  paire ,  et  telles  que  la  somme  de  n  termes  œnsécutifs  soit 
une  puissance  exacte  de  n  ; 

En  effet  si  l'on  a,  en  appelant  n  le  premier  terme,  la  relation 

a-  1        n  —  I 
X  -h  pr  ^  n         


2 

[c'est  la  condition  pour  que  le  premier  des  termes  donnés  soit  un  terme  de  pro- 
gression), je  dis  que  l'on  pourra  trouver  un  terme  de  rang  q  +  i  telqueo;  4-  qr 

soit  égal  k  n r. 

'  2 

En  effet,  si  l'on  a  les  deux  égalités  x  +  pr  =z  n r. 

2 

6-1  n—  I 

X  +  qr  ss  n r, 

2 

on  aura,  en  retranchant  membre  à  membre,  et  supposant  6  >  a»  et  ç  >  p, 

,  ,  6-1  a-l  a-l/6  —  a  \ 

'  (?  —  P)  »'  =»  —  n  =  n  in  "~  '  ) 

et  on   pourra  prendre  r  =s  2(1,  d  étant  diviseur  de  n,  et  alors  9  —  p  sera 
un  nombre  entier. 
Le  théorème  IV  pourrait  amener  à  une  étude  analogue. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURG£T. 


IMpaiHlRIB  GtlITRALB  DK8  CHBiniS  DB  FBB.  —  A.  CBAIX   ET  C>*, 
BDB  BBRCftBB,  «0,  A  PABI8.  .—  1  AI  0-0. 
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THÉORIE  DE  L'INCOMMENSURABILITÉ 

RÉDIGÉS    D'aPAÉS    LES    NOTES    PRISES    AU    COURS    DE    M.    SONGATLO 

Professeur  au  Collège  Chaptal,  examinateur  d'admission 

à  rÉcole  centrale 

Par  Maurice  é^Oe^gne,  élèfe  au  Collège  Chaptal,  bachelier  6s  sciences, 


I.  Définition  de  la  limite.  —  On  appelle  limite 
d'ane  quantité  yariable  une  quantité  fixe  dont  la  quantité 
variable  se  rapproche  indéfiniment,  de  telle  façon  que  leur 
différence  puisse  devenir  et  rester  moindre  que  toute 
quantité  donnée,  aussi  petite  que  Ton  veut. 

Si  la  quantité  variable  A  est  constamment  inférieure  à 
la  quantité  fixe  L,  mais  qu'elle  s'en  rapproche  de  manière 
à  ce  que  la  différence  L  —  A  devienne  et  reste  plus  petite 
que  toute  quantité  assignable,  le  nombre  L  est  dit  limite 
supérieure  de  la  variable  A. 

Si,  au  contraire,  la  quantité  variable  A  est  constamment 
supérieure  à  la  quantité  fixe,  mais  s*en  rapproche  indéfi- 
niment de  telle  façon  que  la  différence  A — L  puisse  devenir 
et  rester  plus  petite  que  toute  quantité  assignable,  la 
quantité  L  est  dite  limite  inféHeure  de  la  variable  A. 

Dans  le  premier  cas,  la  quantité  A  est  dite  (yi^oissante^  et 
dans  le^  second,  décroissante, 

Thôorôme  I.  —  Lorsqu'une  quantité  variable  A  croit  constam" 
ment  en  restant  inférieure  aune  quantité  fioce  Q,  elle  a  une  limite, 

La  première  condition,  celle  de  la  croissance  continue,  est 
remplie.  Pour  la  Seconde,  si  nous  considérons  les  quantités 
de  même  espèce  que  Q,  qui  lui  sont  inférieures,  nous  voyons 
qu*il  y  en  a  de  plus  petites  que  certaines  valeurs  de  A,  et 
d'autres,  au  contraire,  toujours  plus  grandes  que  les  diverses 
valeurs  de  la  variable.  Par  suite,  la  plus  petite  des  quantités 
de  même  espèce  que  Q  supérieures  aux  valeurs  de  la  variable 
constitue  une  limite  L  :  car,  d'une  part,  la  variable  peut 

JOURNAL  DR  HATE.  1879.  & 


—  06  — 

prendre  toutes  les  yaleors  des  quantités  de  même  espèce 
que  A  inférieures  à  L,  et  de  l'autre,  on  peut  choisir  ces 
quantités  aussi  rapprochées  de  L  qu'on  yeut. 

On  démontrerait  de  même  que  :  lorsqu'une  quantité  variable 
décroU  constamment  en  restant  supérieure  à  une  quantité  fixcy 
elle  a  une  limite. 

Théorème  II.  —  Lorsque  deux  quantités  variables  A.  et  B 
sont  constamment  égales  et  que  Vune  déciles  À  offre  une  limite 
L,  Vautre  B  offre  aussi  une  limite  et  cette  limite  est  égale  à  L. 

Appelons  en  effet  a  et  b  un  couple  de  valeurs  égales  des 
quantités  variables  A  et  B.  Par  hypothèse,  A  croit  ou  décroit 
constamment,  et  comme  B  est  constamment  égale  à  A,  elle 
croit  ou  décroit  de  même. 

De  plus  L  —  a  ou  a  —  L  peut  devenir  moindre  que  toute 
quantité  donnée  aussi  petite  qu'on  veut;  il  en  est,  par  suite, 
de  même  de  L  —  6  ou  6  —  L. 

La  quantité  B  répond  donc  bien  aux  deux  caractères  qui 
déterminent  une  limite,  et  le  second  caractère  montre  bien 
que  L  constitue  cette  limite. 

II.  Plus  grande  commune  mesure.  —  Défini- 
tion de  rincommensurabilité.  —  On  appelle  commune 
mesure  de  deux  quantités,  une  troisième  quantité  de  même 
espèce  contenue  un  nombre  exact  de  fois  dans  chacune 
d'elles. 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  la  plus  grande  com— 
mune  mesure  de  deux  quantités  A  et  B.  Pour  cela  on 
retranche  de  la  plus  grande  A  la  plus  petite  B  autant  de 
fois  qu'on  le  peut.  Si  B  se  trouve  ainsi  contenue  un  nombre 
exact  de  fois  dans  A,  on  en  conclut  que  B  constitue  la  plus 
grande  commune  mesure  cherchée;  mais,  le  plus  souvent, 
il  se  produit  un  reste,  c'est-à-dire  qu'après  avoir  retranché 
un  certain  nombre  de  fois  la  plus  petite  quantité  B  de  la 
plus  grande  A,  il  reste  encore  une  certaine  partie  R  de  A, 
inférieure  à  B. 

Je  dis  maintenant  que  la  plus  grande  commune  mesure 
entre  B  et  R  est  la  même  que  celle  entre  A  et  B« 

En  effet,  appelons  G  la  partie  de  A  qu'on  obtient  en  por- 
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tant  sur  cette  quantité  qu'on  peut  considérer  comme  une 
longueur,  la  quantité  B  autant  de  fois  qu'on  le  peut;  et 
soit  a  la  plus  grande  commune  mesure  entre  B  et  R.  a 
étant  contenue  un  nombre  exact  de  fois  dans  R,  Test  aussi 
dans  G,  et  comme  par  hypothèse  elle  est  contenue  un  nom- 
bre exacè  de  fois  dans  R,  elle  le  sera  par  suite  dans  A: 
donc  c'est  une  commune  mesure  entre  A  et  B.  C'est  la 
plus  grande;  en  effet,  supposons  que  A  et  B  admettent  une 
commune  mesure  ^  plus  jgrande  que  a.  Cette  quantité  ^ 
contenue  exactement  dans  B,  Test  dans  C,  et  comme  elle 
Test  dans  A,  elle  le  serait  dans  R.  Ce  serait,  donc  une 
commune  mesure  à  B  et  à  R  supérieure  à  a;  or  a  étant, 
par  hypothèse,  la  plus  grande  commune  mesure  entre  B  et 
R,  cette  commune  mesure  p  entre  A  et  B  ne  peut  donc 
exister  et  nous  sommes,  par  suite,  amenés  à  chercher  la  plus 
grande  commune  mesure  entre  B  et  R.  Nous  opérerons  donc 
sur  ces  quantités  comme  nous  venons  de  le  faire  sur  A  et  B, 
et  nous  continuerons  la  même  opération  jusqu'à  ce  que 
nous  arrivions  à  un  reste  Rn  contenu  un  nombre  exact  de 
fois  dans  le  précédent  Rn-i. 

Rn  est  alors  la  plus  grande  commune  mesure  cherchée. 

Mais  on  conçoit  (ju'en  continuant  indéfiniment  cette  opé- 
ration, on  puisse  n'arriver  jamais  à  un  reste  contenil  un 
nombre  exact  de  fois  dans  le  reste  précédent;  en  un  mot,  il 
peut  se  faire  que  deux  quantités  n'admettent  pas  de  com- 
mune mesure.  Ces  deux  quantités  sont  alors  dites  incommen- 
surables l'une  par  rapport  à  l'autre. 

Or  mesurer  une  quantité  c*est  chercher  la  plus  grande 
commune  mesure  qui  existe  entre  elle  et  l'unité  choisie; 
si  cette  commune  mesure  n'existe  pas,  la  quantité  sera 
incommensurable  avec  l'unité  ou,  tout  simplement,  incom- 
mensurable. 

Mais  le  résultat  de  la  mesure  d'une  quantité,  lorsque  cette 
mesure  est  possible,  donne  naissance  à  un  nombre.  Les  gran- 
deurs incommensurables  ne  seraient  donc  pas  susceptibles 
d'être  représentées  par  des  nombres.  On  conçoit  cependant 
que  l'on  puisse  établir  certaine  relation  entre  ces  grandeurs 
et  l'unité.  C'est  cette  relation  que  nous  allons  définir. 
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QUESTION  121. 


SolatloB  par  M.  Thual,  élève  du  Lycée  de  Lorient. 


Étant  donné  un  triangle  ABC,  sur  chacun  de  ses  côtés  on 
construit  extérieurement  au  triangle  ABC  des  tnangles  semblables^ 
de  telle  manière  que  chacun  des  angles  adjacents  à  A  soit  égal  à 
G;  que  chacun  des  angles  adjacents  à  B  soit  égal  à  A;  et  que 
chacun  des  angles  adjacents  à  G  soit  égal  à  B.  Démontrer  que  les 
trois  cercles  ciftonscrits  à  ces  triangles  et  les  droites  qui  jot" 
gnent  chaxyun  des  sommets  du  triangle  ABC  au  sommet  opposé 
se  coupent  en  un  même  point  0,  tel  que  les  angles  OBC,  OBA, 
OAB  sont  égaux  entre  eux. 

D'après  les  hypothèses  ou  voit  que  les  augles  E,  F,  D 

sout  respectivement  é- 
gaux  aux  angles  A,  B, 
G  du  triangle. 

Les  circonférences 
circonscrites  aux  trian- 
gles ABF  et  BCD  se  cou- 
pent en  B  et  0.  Les 
deux  quadrilatères  AOF 
et  BOCD  étant  inscrip- 
tibles,  on  a  AOB  =  A 
+  CetBCO  =  A  +  B; 

donc  AOC  =  4dr  —  2A 
—  B  —  C  =  2dr—  A  =  B  +  C. 

Le  quadrilatère  AOCE  est  alors  inscriptible  et  la  circon- 
férence circonscrite  au  triangle  AEC  passe  le  point  0. 

Je  dis  maintenant  que  les  droites  AD,  DE,  FC  se  cou- 
pent en  0.  Nous  avons  en  effet  : 

AOB  =  i85^  —  AFB  =  A  +  C,  BOD  =  BCD  =  B 
et  AOB  +  BOD  =  A  -[-  B  +  C  =  i8o«. 

Les  trois  points  A,  0,  D  sont  en  ligne  droite.  Môme  dé- 
monstration pour  les  points  E,  0,B  et  F,  0,  C. 

Enfin  les  angles  OBC,  OCA,  OAB  sont  égaux.  En  effet. 


OBG 
=  G 


i8o*»- 
0GB 
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-BOG  —  OCA  =    i8o 
=  OGA.  De  même  OCA 


A  -    B 
OAB. 


—  OCB 


Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Sou,  de  Libonrne;  Fairre 
et  Gindre,  de  Lens-le-Saunier. 


QUESTION  122. 
fikilaUoM  par  M.  DB  LA  Laurencib,  élève  au  Lycée  de  Nantes. 

Étant  donné  un  point  A  entre  deux  parallèles ,  tracer  un 
triangle  rectangle  ayant  son  sommet  de  Vangle  droit  en  k  et 
k's  deux  autres  sommets  sur  les  deux  parallèles  de  manière  que 
sa  surface  soit  minima. 

Supposons  le  problème  résolu.  Soient  BG,  DE  les  deux 

parallèles  ;  HH'  leur 
perpendiculaire  com- 
mune passant  par  le 
point  A.  Soient  en  outre 
AH  =  a,  AH'  =  6, 
CA  =x,EA=y,  HAC 
=  a,  H  AE  =  p. 
La  surface  du  triangle 

CAE  est  -^.  Or  dans 

2 

le  triangle  rectangle  HAG  on  a 


x  = 


y  = 


cos  a 
b 


ah 


de  même  ,   

cos  3 

La   surface    a    donc   pour  expression  ^ 

'^  2  cos  a  cos  p 

Pour  que  cette  expression  soit  minima,  il  faut  que  le  dé- 
nominateur soit  maximum.  Or  a  -(-  p  ^  90®  =  constante  et 
cos  a  cos  B  =  coM''TfP)  +  (co3(«-P)^ 

2 

cos  (a  -|~  ^)   étant   constant,  cos  a  cos  p  sera  maximum 
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De  plus  ^  "*" —  surpassant  —  de  — ,  et  —  devenant  in- 

q  9  9         9 

animent  petit  quand  g  devient  infiniment  grand,  il  en  résulte 

que  —  et  ^  "^ —  tendent  vers  la  même  limite  et  que,  par 
9  9 

suite,  -î-in —  a  aussi  pour  limite  a,  {A  suivre.) 


ELEMENTS  DE  LA  THEORIE  DU  LAVIS 

Par  M,  PUlet,  professeur  de  lavis  à  l'École  Polytechnique. 


Généralités.  —  La  théorie  des  ombres  a  pour  but, 
connaissant  la  position  d'une  ou  plusieurà  sources  de  lumière 
directe,  de  déterminer  sur  la  surface  des  corps  les  portions 
de  ces  surfaces  qui  sont  éclairées  et  celles  qui  sont  dans 
l'ombre. 

La  théorie  du  lavis  a  pour  objet  d'étudier  les  différences 
d'éclat  ou  de  couleur  que  présentent  ces  surfaces  en  ayant 
égard  : 

1°  A  la  manière  dont  leurs  différents  éléments  reçoivent 
la  lumière  directe  ou  les  reflets; 

2<>  Aux  positions  que  ces  éléments  occupent  par  rapport 
au  spectateur. 

Elle  donne  la  marche  à  suivre  pour  rendre  ces  différences 
sur  les  dessins  à  l'aide  de  couleurs,  couleurs  parmi  lesquelles 
nous  rangerons  l'encre  de  Chine  ou  tout  autre  ton  servant  à 
produire  les  effets  de  l'ombre. 

La  théorie  du  lavis  sera  basée  sur  l'étude  de  trois  principes  : 

1®  Le  principe  des  orientations; 

2^  Le  principe  des  couleurs; 

3®  Le  principe  des  distances. 

Principe  des  orientations.  —  L'orientation  d'un  plan 
ou  d'un  élément  plan  de  surface  dépend  de  la  position  qu'oc- 
cupe ce  plan. 


—  71  — 

^^  Par  rapport  aux  corps  lumineux,  2^  par  rapport  aux 
rayons  visuels  qui  émanent  du  spectateur. 

Rayons  Imnineiiz  et  rayons  visuels.  —  Dans  le 
dessin  géométrique,  les  rayons  lumineux  sont  parallèles  et 
ont  leurs  deux  projections  inclinées  à  45^  sur  la  ligne  de 
terre. 

Le  spectateur  est  supposé  placé  à  l'infini,  soit  au-dessus 
du  plan  horizontal,  soit  en  avant  du  plan  vertical,  cela 
dépend  de  la  projection  qu'il  regarde.  Dans  tous  les  cas, 
les  rayons  visuels  sont  perpendiculaires  au  plan  sur  lequel 
se  fait  la  projection. 

Corps  dépolis  et  corps  poUs.  —  La  lumière,  en  frap- 
pant la  surface  d'un  corps,  peut  être  renvoyée  de  deux 
manières  différentes  suivant  que  ce  corps  est  dépoli  ou  poli. 
Dans  le  premier  cas,  la  lumière  est  diffusée  dans  tous  les 
sens  ;  dans  le  second  cas,  elle  est  réfléchie  spéculairement. 

Expérience  sur  les  corps  dépolis.  —  On  prend  un 
plan  parfaitement  dépoli,  une  plaque  recouverte  de  plâtre, 
par  exemple,  ou  de  papier  blanc  non  glacé  que  l'on  éclaire 
par  la  lumière  solaire. 

Ce  plan  s'éclaire  uniformément  et  parait  d'une  teinte 
blanche  parfaitement  unie. 

On  prend  un  tube, 
noirci  intérieurement 
au  noir  da  fumée  pour 
éviter  les  réflexions 
intérieures,  et  à  l'aide 
de  ce  tube  on  regarde 
le  plan  dans  toutes  les 
directions. 

L'extrémité  ouverte 
parait  un  rond  blanc 
d'un  certain  éclat, 
dont  il  est  impossible 
de  saisir  les  variations 
quand  on  change  l'inclinaison  du  tube,  excepté  lorsque  l'on 
est  très-près  de  l'incidence  rasante,  auquel  cas  il  se  produit 
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un  assombrissement  dû  aux  aspérités  de  la  surface  qui 

se  recouvrent  les  unes  les  autres  et  qui  présentent  chacune 

leur  partie  dans  l'ombre. 
Ces  effets  sont  les  mêmes  que  ceux  qui  se  produisent 

avec  une  plaque  de  métal  rougie  au  feu  et  devenue  source 

de  lumière. 

On  peut  faire  Texpérience  d'une 
manière  plus  concluante.  On  prend 
un  prisme  de  plâtre  dont  l'une  des 
arêtes  est  bien  vive  et  on  l'éclairé 
de  telle  sorte  que  deux  de  ses  faces 
ÂB,  kG,  paraissent  également  écla- 
tantes. 

Avec  le  tube  précédent,  on  re- 
garde l'arête  A,  et  quelle  que  soit 
la  direction  du  tube,  les  deux 
faces  paraissent  également  lumi- 
neuses. 

Conséquences.  —  1®  Un  élément  plan  d'une  surface 
dépolie  se  conduit,  une  fois  éclairé  par  une  source  de  lumière, 
comme  un  corps  lumineux  par  lui-môme. 
3**  L'intensité  des  rayons  émis  par  la  surface  est  propor- 
tionnelle   au   cosinus   de 
l'angle  fait  par  les  rayons 
émis  avec  la  normale  à  la 
surface.  Nous  nommerons 
cet  angle  l'angle  d'émis- 
sion. En  effet  :  soit  Q  la 
quantité  de  rayons  émis 
normalement  par  un  élé- 
ment de  surface  égal  à  A;  Q'  la   quantité    émise  par  le 
même  élément  sous  l'incidence  a. 

Les  premiers  forment  un  cylindre  dont  la  section  droite 
est  MN  =  A. 

Les  seconds  en  forment  un  autre  de  section  droite 
M'N'  =  MN  cos  a  =  A  cos  a.  Puisque,  vu  sous  ces  deux 
directions,  l'élément  parait  également  éclatant,  c'est  que  les 


M 

N 

y^' 

A 

A 

B 
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quantités  de  royons  reçus  sur  l'unité  de  surface  en  section 
droite  sont  égales  dans  les  deux  cas. 
Ces  quantités  sont  : 

Q  Q' 

-T—  pour  la  direction  normale,  et  -r dans  la  i^  direc- 

A  A  cos  a 

tion. 

Q  Q' 

On  a  donc  :  -7—  =  -7— -^ —       Q'  =  Q  cos  a;    c.  g.  f.  d. 

A        A  cos  a  ^ 

3®  L'éclat  apparent  d'une  surface  dépolie  ne  dépend  pas 
de  la  position  du  spectateur,  mais  uniquement  de  l'intensité 
de  la  source  lumineuse  et  de  l'angle  sous  lequel  la  lumière 
directe  frappe  cette  surface. 

4®  Sur  une  surface  dépolie,  éclairée  par  une  source  unique 
de  rayons  lumineux,  les  lignes  d'égal  éclat  apparent  sont 
les  lignes  d'égal  éclairement. 

Éclairement  total.  —  Éclairement  unitaire  ou 
spécifique  d'une  surface  plane.  —  L'éclairement  total 
d'une  surface  plane  égale  à  A  est  la  quantité  totale  Q  de 
lumière  reçue  par  cette  surface. 

L'éclairement  unitaire  ou  spécifique  serait  la  quantité  de 

lumière  — r—  reçue  par  l'unité  de  surface. 

Al 

L'éclairement  spécifique  est  important  à  considérer.  Une 
surface  dépolie  nous  semblera  également  éclatante  si  son 
éclairement  unitaire  ou  spécifique  est  le  môme  partout. 

Théorème.  —  L'éclairement  unitaire  d'un  élément  de 
surface  est  proportionnel  au  cosinus  de  l'angle  d'incidence 
des  rayons  lumineux. 

En  effet,  soit  ABGD  un  prisme  à  section  droite  carrée,  ser- 
Tant  d'enveloppe  à  toute  une  série  de  rayons  lumineux  en 
quantité  Q,  un  premier  plan  P,  normal  aux  rayons  lumineux, 
recerra  une  quantité  de  lumière  représentée  par  Q. 

Soit  A  la  section  droite  du  prisme,  l'éclairement  unitaire 

du  plan  P  sera  :  E  =  -^. 

Un  plan  P'  incliné  sur  le  plan  précédent  d'un  angle  k  sera 
coupé  par  le  prisme  suivant  une  section  de  surface  égale 
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à  .  La  quantité  de  lumiëre  reçue  sera  toujours  Q  et 

COS    OL  g^ 

réclairement  unitaire....  E.  = r . 

A 

On  a  donc  :  E|  =  E  cos  a  ;  c.  q.  f.  d. 

Conséquence.  —  Sur  une  surface  dépolie»  les  lignes 
d'égal  éclairement  et  par  suite  d*égal  éclat  sont  les  lignes 
d*égale  incidence. 

Rayons  de  reflets  ou  indirects.  —  Si  la  lumiëre 
solaire  était  unique,  si  elle  ne  donnait  pas  lieu  à  des  reflets, 
tous  les  points  dans  l'ombre  seraient  absolument  noirs.  Or, 
il  n'en  est  rien  ;  ces  points  sont  dans  des  demi-teintes  d'éclat 
variable.  Les  ombres  sont  donc  éclairées  par  des  rayons 
indirects  que  nous  nommerons  rayons  de  reflets  et  dont  nous 
allons  étudier  la  nature  et  les  efi'ets. 

Les  rayons  de  reflets  ou  indirects  peuvent  provenir  de  la 
masse  d'air  environnante  ou  des  objets  situés  dans  le  voi- 
sinage. 

Nous  ne  nous  occuperons  de  celte  seconde  espèce  de 
reflets  que  dans  le  dessin  d'architecture,  et  nous  admettrons 
ici  que  les  objets  que  nous  représentons  sont  comme  des 
aérostats  isolés  au  milieu  de  l'atmosphère  et  à  une  distance 
assez  grande  de  la  terre  pour  ne  pas  en  éprouver  les  reflets. 

Courbe  représentative  des  reflets  atmosphé- 
riques. —  Sans  chercher  à  les  justifier  théoriquement, 
nous  admettrons  les  résultats  qui  suivent;  ils  ne  sont  pas 
complètement  exacts,  mais  nous  en  tirerons  des  consé- 
quences simples  se  rapprochant  suffisamment  de  la  réalité. 

Lorsqu'on  regarde  le  ciel  avec  une  lunette  dont  l'objectif 
est  remplacé  par  un  verre  dépoli,  l'éclat  maximum  de  ce 
verre  a  lieu  lorsque  l'on  fixe  le  soleil.  Lorsque  la  direction 
s'en  éloigne,  l'éclat  diminue  très-rapidement,  si  bien  que 
pour  un  angle  de  3o®  du  soleil,  l'éclat  est  environ  quatre 
fois  plus  faible  que  pour  un  angle  de  3®.  Cet  éclat  passe 
par  un  minimum  qui  répond  environ  à  un  angle  de  90®, 
augmente  ensuite  faiblement,  et  repasse  par  un  maximum 
relatif  pour  un  angle  de  iSo^',  c'est-à-dire  par  le  point  du 
ciel  directement  opposé  au  soleil. 
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Soit  M  un  élément  plan  très-petit  sur  lequel  agissent 
toutes  les  sources  de  lumière  directe  ou  indirecte  émanant 
du  soleil  ou  de  l'atmosphère.  Si  de  ce  point  nous  menons 
des  rayons  yecteurs  dans  toutes  les  directions,  et  si  nous 
portons  sur  ces  rayons  des  longueurs  proportionnelles  aux 
intensités  lumineuses  dont  nous  venons  de  parler,  nous 
aurons  une  courbe  représentative  qu'il  suffira  de  faire  tour- 
ner autour  de  SM  pour  avoir 
la  surface  représentative  des 
éclairements  dus  à  la  lumière 
directe  et  aux  reflets  atmos- 
phériques sur  un  plan  qui 
serait  chaque  fois  normal  aux 
rayons  vecteurs. 

Cette  courbe  présente  deux 
maxima  :  le   premier,   très- 
considérable,  correspond  aux 
rayons  directs  SM  ;  le  second, 
beaucoup  moins  intense,  cor- 
respond aux  rayons  inverses 
S'M  ;  et  un  minimum  que  l'expérience  seule  pourrait  déter- 
miner et  que  nous  ferons  correspondre,  pour  simplifier,  aux 
directions  ME,  ME'  perpendiculaires  sur  le  rayon  direct. 

Rayon  atmosphérique  piincipaL  —  Les  choses  se 
passeront  donc  à  peu  près  comme  si  nous  avions  deux  soleils, 
Tun  dirigé  suivant  la  direction  MS,  qui  serait  le  plus  lumi- 
neux et  qui  nous  enverrait  les  rayons  directs;  l'autre  dirigé 
suivant  MS'  et  qui  nous  lancerait  des  rayons  que  nous 
appellerons  rayons  atmosphériques  principaux. 

Il  faudrait  y  joindre,  cependant,  une  infinité  d'autres 
sources  de  lumière  symétriquement  placées  par  rapport  à 
la  ligne  SS'  et  envoyant  des  rayons  dont  les  effets  sur  un 
plan  donneront  en  se  totalisant  des  éclairements  repré- 
sentés en  grandeur  par  les  rayons  vecteurs  MD,  ME  nor- 
maux aux  plans.  Nous  nommerons  ces  rayons  indirects  les 
Tayons  atmosphériques  ordinaires. 

Conséquences.  —  i^  Si  nous  masquons  le  soleil  à  un 
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élément  de  surface,  cet  élément  sera  éclairé  par  les  rayons 
indirects  qui  lui  viendront  du  ciel  ; 

9f^  Plus  il  y  aura  de  rayons  indirects  qui  seront  masqués, 
plusTombre  sera  noire,  et  inversement; 

3^  De  deux  éléments  placés  dans  l'ombre,  celui  qui  sera 
normal  au  plus  grand  rayon  vecteur  sera  le  plus  éclairé  ; 

4®  L'ombre  portée  par  un  corps  sur  un  autre  diminue  d'in- 
tensité lorsque  la  distance  relative  augmente:  en  effet, lorsque 
l'objet  qui  porte  ombre  est  placé  près,  il  masque  un  plus 
grandnombre  de  rayons  atmosphériques  que  lorsqu'il  est  loin  ; 
8^  La  ligne  d'ombre  propre,  ayant  ses  éléments  normaux 
à  la  direction  des  rayons  vecteurs  les  moins  intenses,  sera 
plus  noire  que  tout  autre  élément  de  surface  pris  dans 
l'ombre  propre,  sans  être  cependant  complètement  noire  ; 

6®  Lorsqu'une  surface,  courbe  possède  une  de  ses  régions 

dans  l'ombre  portée  par  une  autre  surface,  cette  région  ne 

reçoit  plus  ni  les  rayons  directs  ni  les  rayons  atmosphériques 

voisins  des  rayons  directs  et  qui  sont  les  plus  intenses. 

Prenons  deux  éléments  desurface^  l'un  voisin  de  l'incidence 

normale  m  et  l'autre  m' voisin 
de  la  ligne  d'ombre  propre  : 
Pour  fixer  les  idées  imagi- 
nons que  l'écran  E,  qui  pro- 
jette une    ombre   soit  très- 
grand.  L'élément  m  reçoit  les 
rayons  atmosphériques  com- 
pris entre  le  plan  mp  et  le 
plan    tangent   viq,   lesquels 
viennent    le    frapper    très- 
obliquement,    et   l'éclairent 
très-peu. 
L'élément  m',  à  son  tour,  re- 
çoit lesf  rayons  bien  plus  nombreux,  compris  entre  m'p  et  ntq 
parmi  lesquels  un  grand  nombre  le  frappent  normalement. 
L'élément  m'  sera  donc  plus  éclairé  que  m. 

Conclusions.  —  (A)  Dans  l'ombre  propre,  un  élément 
n  sera  d'autant  plus   éclairé  par  l'ensemble   des  rayons 


\\ 


—  T7  — 

atmosphériques  qu'il  l'eût  été  davantage  par  le  rayon 
atmosphérique  principal  supposé  existant  seul. 

(B)  Dans  l'ombre  portée,  un  élément  m  ou  m'  sera  d'autant 
plus  sombre  qu'il  eût  été  plus  clair,  si  cette  ombre  portée 
n'eût  pas  existé. 

(G)  Les  lignes  d'égales  teintes  dans  l'ombre  portée  seront 
les  mêmes  que  si  cette  ombre  n'existait  pas  ;  seulement  les 
zones  qu'elles  sépareront  seront  d'autant  plus  noires  qu'elles 
eussent  été  plus  éclairées  sans  l'existence  de  cette  ombre 
portée. 

(D)  Dans  l'ombre  propre,  les  lignes  d'égales  teintes  se  tra- 
ceront en  faisant  l'hypothèse  d'un  soleil  fictif,  existant  seul 
et  directement  opposé  au  soleil  réel.  Par  conséquent,  si  le 
corps  est  dépoli,  les  lignes  d'égales  teintes  étant  les  lignes 
d'égale  incidence,  on  les  obtiendra  en  continuant  le  tracé  de 
celles  qui  correspondent  à  la  partie  éclairée  de  la  surface  et 
comme  si  les  rayons  directs  étaient  susceptibles  de  les 
atteindre. 

Iiignes  d'égales  teintes  sur  une  sphère  dépolie 

(Ëpure).  —  Le  rayon  lumineux  a  été  rendu  parallèle  au 
plan  vertical,  nous  désignerons  par  cp  l'angle  qu'il  fait  avec 
la  ligne  de  terre. 

On  a  tang  cp  = 

2 

Le  plan  MN  d'incidence  normale  est  le  point  le  plus 
clair.  Les  lignes  d'égale  incidence  et  par  suite  d'égales  teintes 
s'obtiendront  en  coupant  par  des  plans  perpendiculaires 
au  rayon  lumineux.  Le  nombre  de  ces  plans  est  arbitraire 
ainsi  que  leurs  distances  relatives. 

On  a  pris  7  plans  équidistants,  ce  qui  correspond  à  des 
angles  d'incidence  dont  les  cosinus  décroissent  en  pro- 
gression arithmétique. 

Les  lignes  ainsi  obtenues  ont  été  désignées  par  des 
nombres  positifs  dans  la  partie  en  lumière  et  par  des  nom- 
bres négatifs  dans  celle  qui  est  dans  l'ombre.  La  ligne 
d'ombre  propre  est  la  ligne  de  teinte  n^  0. 

En  prenant  pour  nouvelle  ligne  de  terre  la  droite  à  45®, 
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Xi  yi  la  sphbre  se  présente  comme  si  elle  était  en  pro- 
jection verticale  avec  le  rayon  lumineux  ramené  à  45^. 

En  prenant  x^  y,  pour  ligne  de  terre,  on  voit  la  sphère 
en  projection  horizontale. 
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RuABQUK.  —  Dans  une  sphère  dépolie,  la  zone  la  plus 
claire  est  très-yoisine  du  contour  apparent. 

(il  suivre.) 

NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  €>ofliMer,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées. 


La  note  gui  suit,  en  s*appUquant  à  quelques  problèmes  dont  la  solution 
géométrique  est  connue^  a  pour  but  simplement  de  montrer  le  secours  que 
peut  rendre  le  calcul  dans  Fétude  des  solutions  des  problèmes  de  géométrie^  et 
comment  on  peut,  dans  certains  cof,  déterminer  les  éléments  d'une  figure 
qu'on  ne  pourrait  construire  avec  la  règle  et  le  con^pai,  diaprés  les  seules 
données. 

I.  Théorème.  —  Soient  a,  b,  c  les  côtés  d'un  triangle 
rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante; 

s  sa  surface  ; 

a'  b'  c'  les  hauteurs  de  ce  triangle  respectivement  opposées 
aux  côtés  a,  6,  c. 

Je  suppose  qu'il  soit  possible  de  construire  un  triangle 
avec  a\  b'  et  c'  pour  côté  (ce  qui  n'a  pas  toujours  lieu),  et 
je  désigne  par  s'  la  surface  de  ce  second  triangle  en  môme 
temps  que  j'appelle  a"^  6\  c"  ses  trois  hauteurs. 

Avec  a" y  b%  (f  pour  côtés,  je  décris  un  troisième  triangle 
ayant  pour  hauteurs  correspondantes  a'*,  b"*,  c'';  puis  ayec  les 
trois  hauteurs  de  ce  troisième  triangle  pour  côtés,  j'en  cens* 
truis  un  quatrième  et  ainsi  de  suite  indéfiniment;  je  dis  : 

1^  Que  tous  les  triangles  de  rang  impair  sont  semblables  entre 
eux,  que  tous  les  triangles  de  rang  pair  sont  également  semblables 
entre  euao,  mais  non  auœ  premiers, 

9^  Que  la  série  des  surfaces  de  tous  ces  triangles  s,  s',  s"^  etc.  » 
forme  une  progression  géométrique  décroissante. 

En  effet  on  a  :  29  ^=z  aa'  =  66'  =  cd 

2s'  =  aV  =  bV  =  c'(f 

s  a'  b"  c"  ,,, 

et  par  suite  —  = =  -r-  = (1) 

s  a  b  c 

Donc  le  troisième  triangle  construit  avec  a",  b^  et  c^  pour 

côtés  est  semblable  au  premier  construit  avec  a,  b  et  c  pour 
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côtés,  et  si  on  appelle  s'^  la  surface  de  ce  troisième  triangle, 

on  aura  :  —  =  (^-^  j  .  (2) 

Les  surfaces  des  triangles  semblables  étant  entre  elles 
comme  les  carrés  des  côtés  homologues,  la  comparaison  des 
équations  (1)  et  (3)  donne 

5'*  a"«  b" 


5*  O*  S 

d'oll  S'«   =  55" 

La  surface  5'  est  donc  moyenne  proportionnelle  entre  celle 
du  triangle  précédent  et  celle  du  suivant. 

Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré. 

La  raison  de  cette  progression  dépend  du  rapport  des 
côtés  du  triangle  qui  sert  de  point  de  départ. 

n.  Théorème.  Soient  a,  h,  c  les  trois  côtés  d'un  triangle; 

s  sa  surface  ; 

a',  V,  c  les  trois  lignes  médianes  correspondant  aux  côtés 
a,  6,  c; 

s'  la  surface  d'un  second  triangle  construit  avec  les  trois 
lignes  médianes  du  premier  triangle,  pour  côtés  a",  6",  c" 
les  trois  lignes  médianes  de  ce  second  triangle; 

s'^  la  surface  d'un  troisième  triangle  construit  avec  a",  6",  c" 
pour  côtés  ; 

«"'  la  surface  d'un  quatrième  triangle  construit  avec  les 
trois  lignes  médianes  du  précédent  et  ainsi  de  suite  indéfi- 
niment. 

Je  dis  : 

1®  Que  tous  les  triangles  de  rang  impair  sont  semblables  entre 
eux,  que  tous  les  triangles  de  rang  pair  sont  également  semblables 
entre  eux^  mais  non  aux  autres  ;  que  le  rapport  de  similitude  d'un 
triangle  au  suivant  dans  chaque  série  est  constant  et  égal  à  3/4. 

2®  Que  la  série  des  surfaces  s,  s',  s",  s'", . . .  forme  une  progres- 
sion géométrique  dont  la  raison  est  3/4. 

En    vertu  d'un  théorème  connu  on  a  dans  le  premier 

!4a  *  =  26*  +  2c*  —  a* 
46'*  =  2a*  +  ^c*  —  ^*  (^) 

4c'»  =  20"  -j-  26"  —  c* 
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de  même  que  dans  le  second 

.4a'»  =  26'»  +  2C*  —  a'* 
et  en  Tertu  des  équations  (1) 

40-»  =  a»  +  cS  — — +  a»  +  ft»--£.__È! ^-L^ 

*  2  2  3     •"  4 

d'oh  o»,  =  _!_„.       a'=  —  a 

16  4 

on  aura  de  même  6*  =:  _  5 

4 

4 

Donc  le  troisième  triangle  est  semblable  au  premier 
comme  il  l'est  au  cinquième,  etc.,  et  le  rapport  de  simili- 
tude d'un  triangle  de  la  série  impaire,  ou  de  la  série  paire  au 
précédent  est  bien  égal  à  3/4. 

Pour  calculer  la  surface  s  on  se  servira  de  la  formule 

s  =  -1.  v/  4a'«6'i  _  (a'«  +  ft'»  _  c'«)  ' 
4 
dans  laquelle  on  remplacera  o'S  6'*  et  c'«  par  leur  valeur 
tirée  des  équations  (1)  et  on  aura 

^  —  l]/  (^^'  +  2c'  — a«)(2a«+2c«--6')"        (5c«— g^  — 6^* 

4*^  4  Te 

et  en  effectuant  les  calculs 
«'  =  -y^  n/  9  (—  o*  —  6*  —  c*  +  2a»6*  +  2a«c«  +  26V) 

5  =  — —  \/ 4a«6*  —  (a«  +  6»  —  c»)  *  =  —  5 

4 
mais  le   rapport  de  similitude  du  triangle  «"  au  triangle  s 

étant  3/4  OD  a  ;       5'  =  — 5_-  ^  —  —  ^'^ 

16  4 

La  série  des  surfaces  s,  s\  s", forme  donc  une  pro- 
gression géométrique  dont  la  raison  est  3/4. 

La  somme  des  surfaces  s  -j-  s'  -\-  s"  -\- prolongée 

indéfiniment  a  donc  pour  limite 

s 

=  45. 


3_ 

4  {A  suivre.) 
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MÉLANGES 


HISTOIRE  DES  MATHEMATIQUES 

Par  le  D'  Henri  0ater,  de  Zttrleh,  tradaite  par  M.  A.-G.  Mblon. 

[Suitef  voir  tome  II  page  311.) 


LA  SCIENCE  CHEZ  LES  GRECS 

Son  importation,  —  Ses  progrès  Jusqu'à  la  fondation  de  l'Éoole 

d'Alexandrie. 

Les  sciences  appliquées,  nous  Tavons  déjà  fait  remarquer, 
ne  jouissaient  pas,  à  l'école  platonicienne^  de  la  même 
faveur  que  les  sciences  abstraites.  Par  suite,  Tastronomie 
n'a  pas  fait  de  progrès  sensibles  dans  la  période  qui  s'est 
écoulée  depuis  Platon  jusqu'à  Aristarque.  La  spéculation 
philosophique  avait  encore  des  racines  trop  profondes  pour 
que  les  efforts  isolés  de  quelques  hommes  pussent  ébranler 
son  ancienne  domination.  Le  grand  Platon  lui-même  était 
un  adepte  zélé  du  mysticisme  pythagoricien,  et,  partant, 
un  ennemi  déclaré  de  toute  conception  plus  réelle,  plus 
tangible.  Nous  n'approfondirons  pas  ici  ses  opinions  spé- 
ciales sur  l'essence  des  choses  de  la  nature,  opinions  qu'il 
a  fait  connaître  dans  plusieurs  de  ses  ouvrages,  particuliè- 
rement dans  le  Timée;  elles  n'ont  aucune  importance  sérieuse 
au  point  de  vue  du  développement  ultérieur  de  l'astronomie. 
Nous  nous  bornerons  à  un  rapide  examen  des  théories  du 
mathématicien  déjà  cité  Eudoxos  de  Knide, 

Ce  dernier  résida  longtemps  en  Egypte;  et,  d'après  Séné- 
que  {Quœst.  nat.y  1.  YII),  il  rapporta  de  ce  pays  la  connais- 
sance des  mouvements  planétaires.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  est 
certain  qu'Eudoxos  a,  le  premier,  cherché  à  expliquer  le 
mouvement  irrégulier  des  planètes;  les  Ioniens  et  les 
Pythagoriciens  ne  l'avaient  pas  encore  étudié  de  près  ;  ils 
avaient  attribué  à  chaque  planète  une  sphère  de  rotation 
déterminée,  unique.  Aristole  {Métaph.,  XII,  8)  nous  expose 


—  sa- 
les essais  A*Eudoxos  pour  expliquer  ces  irrégularités.  Il 
a^ait,  à  cet  effet,  supposé  quatre  sphères  dans  lesquelles  la 
planète  se  mouvait  en  même  temps  :  la  première  sphère 
était  celle  des  étoiles  fixes;  c'était  celle  qui  produisait  le 
mouyement  diurne;  la  seconde  déterminait  le  mouvement 
dans  récliptique  et  donnait  la  longitude  ;  la  troisième  avait 
son  axe  également  perpendiculaire  à  Técliptique»  mais  elle 
tournait  dans  une  direction  opposée  à  la  direction  de  la 
seconde  sphère,  ce  qui  devait  expliquer  le  mouvement 
rétrograde  ;  et,  enfin,  la  quatrième  servait  à  expliquer  les 
changements  en  latitude.  Pour  les  mouvements  du  soleil 
et  de  la  lune,  Eudoxos  n'admettait  que  les  deux  premières 
et  la  dernière  sphère.  Ces  hypothèses  d'Endoxos,  bien  que 
difficiles  à  comprendre  et  correspondant  peu  aux  phéno- 
mènes naturels,  trouvèrent  un  crédit  assez  considérable 
chez  les  astronomes  de  Tépoque  ;  elles  ont,  dans  tous  les 
cas,  beaucoup  contribué  à  Tédification  de  la  théorie  à'HijH 
parque.  Eudoxos  aurait  été  aussi  un  habile  observateur;  on 
montrait  à  Knide,  longtemps  après  sa  mort,  la  tour  où  il 
avait  fait  ses  observations. 

Â  cette  époque,  les  sciences  physiques  reçurent  une  impul- 
sion puissante  et  subirent  une  réforme  féconde  de  la  part 
d'un  des  plus  grands  philosophes  de  tous  les  temps,  du 
génie  universel  de  l'antiquité,  d'ilm/oto,  élève  de  Platon. 
Cet  homme  célèbre  naquit  en  l'an  384  avant  J.-G.  à  Stagira^ 
en  Macédoine.  Il  déploya  dès  sa  jeunesse  un  grand  zèle  à 
s'instruire  et  à  pousser  ses  investigations  dans  toutes  les 
parties  de  la  science  humaine.  La  renommée  de  Platon 
l'attira  à  Athènes  dans  sa  dix-septième  année.  Il  profita 
pendant  vingt  ans  des  enseignements  de  Platon;  "puis,  après 
la  mort  de  ce  philosophe,  il  se  rendit  à  l'appel  de  Philippe 
de  Macédoine  qui  lui  confia  l'éducation  de  son  fils  Alexandre. 
Aristote  exerça  une  grande  influence  sur  l'esprit  et  le  carac- 
tère du  fils  de  Philippe.  Lorsqu' Alexandre  entreprit  la  cam- 
pagne de  Perse,  Aristote  se  retira  à  Athènes  et  y  fonda  au 
Lycée  la  célèbre  école  péripatéticienne,  tandis  que  les 
élèves  de  Platon,  sous  la  conduite  de  Xénocrate,  occupaient 
l'Académie. 
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Des  persécutions  qu'il  s'attira  par  ses  théories  et  provo- 
quées par  la  défaveur  de  son  ancien  élève,  le  grand 
Alexandre,  le  forcèrent,  dans  un  âge  avancé,  à  quitter 
Athènes  et  à  se  retirer  à  Ghalkis  dans  Tîle  à*Eubœa  où  il 
put  s'adonner,  sans  trouble,  à  ses  études  favorites  jusqu'à 
sa  mort  qui  arriva  en  l'an  321  avant  J.-G. 

Le  principe  de  la  philosophie  naturelle  d'Aristote  consiste 
à  rassembler  les  observations  et  les  expériences  afin  de 
remonter,  par  déduction  logique,  aux  principes  des  choses. 
Et  cette  voie  aurait  été  vraiment  la  seule  bonne  pour  con- 
duire à  la  connaissance  des  phénomènes  et  des  lois  de  la 
nature,  si  les  subtilités  dialectiques  de  sa  métaphysique 
ne  l'avaient  souvent  fait  aboutir  aux  théories  les  plus 
bizarres.  Il  voulait  aussi  transporter  dans  le  domaine  des 
sciences  naturelles  la  logique  rigoureuse  des  mathématiques 
pures,  et  il  commit  la  faute  grave  de  subordonner  la  ma- 
tière, les  faits  matériels,  à  la  forme.  Ses  conclusions  har- 
dies, souvent  «  géniales  »,  souvent  étranges,  furent  rarement 
bien  comprises,  et  fournirent  à  la  postérité  prétexte  aux 
interprétations  les  plus  diverses.  C'est  ainsi  que  les  théories 
du  premier  et  du  plus  grand  empirique  de  Tantiquité  eurent 
la  singulière  fortune  de  rester  pendant  des  siècles  les  lois 
fondamentales  de  la  théologie  scolastique  du  moyen  âge,  et 
que  la  gloire  d'avoir  donné  définitivement  la  victoire  et  la 
suprématie  aux  sciences  de  la  nature  ne  se  rattache  pas 
au  nom  d'Aristote.  Mais  son  grand  mérite  reste  toujours 
d'avoir,  par  son  intelligence  claire  et  pénétrante  ainsi  que 
par  sa  logique  rigoureuse,  porté  l'unité  et  l'ordre  dans  le 
grand  chaos  des  sciences,  et  d'avoir  ainsi  prescrit  à  cha- 
cune d'elles  sa  voie  précise  et  certaine. 

C'est  dans  les  écrits  «  Iltpi  toO  oûpavou  »,  «  npoêÀiQjxaTQc  [xiriya- 
vixQc  »,  et  a  'Axpodcdeiç  ^udixa^  »,  qu'Aristote  a  consigné  ses  opi- 
nions sur  l'astronomie,  la  mécanique  et  l'histoire  naturelle. 

Nous  serions  entraînés  trop  loin  si  nous  voulions  examiner 
de  presses  nombreuses  propositions  et  théories.  Nous  n'ajou- 
terons que  quelques  mots  pour  caractériser  sa  philosophie. 
Dans  le  livre  «  Ilepl  toO  oupavoO  »,  Aristote  s'exprime  comme  il 
suit  sur  la  forme  sphérique  du  ciel  et  de  l'univers  :  «  Le 
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cercle  étant  la  plus  parfaite  de  toutes  les  surfaces  parce 
qu'il  n'est  limité  que  par  une  seule  ligne,  fermée  en  elle- 
même,  la  sphère  est  aussi  le  plus  parfait  de  tous  les  corps, 
car  elle  se  produit  par  la  rotation  du  cercle.  Mais  le  ciel  doit 
avoir  la  forme  la  plus  parfaite;  donc  il  est  sphérique.  d  En 
outre,  il  n'admet  en  dehors  du  ciel  aucun  espace  yidor  ce  qui 
est  aussi  pour  lui  une  preuve  de  la  forme  sphérique  du  ciel, 
parce  qu'un  corps  anguleux,  dans  sa  rotation,  ne  remplirait 
pas  partout  le  même  espace.  —  Au  sujet  de  la  forme  sphé- 
rique de  la  terre,  Aristote  reste  plus  volontiers  sur  le  terrain 
de  l'observation.  Ici  il  fut  le  premier  qui  présenta  comme 
preuves  les  raisons  admises  encore  aujourd'hui,  a  Si  l'on 
s'avance,  dit  Aristote,  vers  l'occident  ou  vers  le  septentrion, 
les  étoiles  se  lèvent  devant  nous  de  plus  en  plus  haut;  par 
conséquent  la  terre  est  recourbée  dans  les  deux  directions.  9 
Il  conclut  en  outre  la  forme  sphérique  de  la  terre  de  ce  fait 
que,  dans  les  éclipses  de  lune,  l'ombre  de  la  terre  est  tou- 
jours circulaire.  Enfin  il  en  donne  comme  cause  la  tendance 
des  parcelles  pesantes  de  la  terre  à  tomber  vers  le  centre  de 
celle-ci;  c'est  pourquoi  elles  doivent  être  situées  à  égale 
distance  autour  de  son  centre,  et  former  une  sphère. 

La  théorie  du  mouvement  appartient  aux  spéculations  les 
plus  subtiles  de  la  métaphysique  d'Aristote,  mais  nous  ne 
développerons  point  les  grandes  et  étranges  séries  d'argu- 
mentations et  de  conclusions  de  notre  philosophe;  ce  serait 
fatigant  pour  le  lecteur.  Pour  terminer,  nous  nous  borne- 
rons à  citer  sa  démonstration  de  la  perfection  du  monde.  «Les 
choses,  dit-il,  dont  le  monde  se  compose,  sont  toutes  des 
corps  solides  ;  elles  ont  donc  trois  dimensions.  Mais  trois  est 
le  plus  parfait  des  nombres  :  il  en  est  le  premier,  car  un 
n'est  pas  encore  un  nombre  et  au  lieu  de  dev>x  on  peut  dire 
un  couple  (1)  ;  mais  trois  est  le  nombre  par  lequel  nous  pou- 
vons désigner  tout  ;  en  outre,  le  nombre  trois  a  un  commen- 
cement, un  milieu  et  une  fin.»  —  Cette  dialectique  desophiste 
serait  bien  propre  à  diminuer  considérablement  à  nos  yeux 


(1)  Beide;  à\uf(ù  en  grec.  Le  français  n'a  pas  de  synonyme  comme  l'ailc- 
maittd  et  le  grec. 
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la  gloire  d'Aristote,  si  nous  n'apercevions  dans  d'autres 
directions  l'éclat  de  son  esprit  pénétrant  et  lucide. 

Les  mathématiques  pures  n'étaient  considérées,  dans 
l'école  d'Aristote,  que  comme  une  science  auxiliaire;  c'est 
pourquoi  cette  école  n'a  pas  donné  à  cette  science  d'accrois- 
sement remarquable.  Aristote  était  d'ailleurs  très-versé 
dans  les  mathématiques,  témoin  les  nombreux  passages  de 
ses  écrits  dans  lesquels  il  s'appuie  sur  des  théorèmes  mathé- 
matiques ou  bien  les  discute.  Les  principes  fondamentaux 
exercèrent  aussi  son  talent  dialectique,  et  l'on  doit  à  sa 
logique  rigoureuse  l'avantage,  qui  ne  saurait  être  estimé 
trop  haut,  d'une  démonstration  plus  claire. 

Bien  que  nous  ne  puissions  attribuer  à  Aristote  ou  à  ses 
élèves  aucun  progrès  essentiel  en  mathématiques,  cependant 
deux  d'entre  eux  ont  fait  une  œuvre  utile  :  ils  ont  exposé 
le  développement  historique  de  la  science  jusqu'à  cette 
époque,  et,  par  là,  ils  ont  contribué  indirectement  à  la 
réunion  des  éléments  par  Euclide.  Ces  deux  disciples  ont 
déjà  été  cités  plusieurs  fois;  ce  sont  Théophraste  à'Erèse^ 
et  Eudème  de  Rhodes.  Tous  deux  ont  écrit  une  histoire  de  la 
géométrie  et  de  l'astronomie  jusqu'à  Aristote  ;  malheureu- 
sement ces  deux  ouvrages  sont  perdus.  C'est  particulière- 
ment à  ces  dernières  sources  que  puisèrent  les  auteurs  qui 
ont  écrit  sur  les  découvertes  astronomiques  et  mathéma- 
tiques des  philosophes  grecs.  C'est  à  Eudème  que  nous 
devons  les  quelques  rayons  de  lumière  qui  nous  permettent 
parfois  de  jeter  un  rapide  coup  d'œil  dans  la  période  téné- 
breuse qui  précède  Euclide. 

Il  nous  reste  à  citer  trois  hommes  qui  vivaient  à  l'époque 
d'Aristote  et  qui  se  sont  distingués  dans  l'astronomie  et  la 
géographie.  Ce  sont  Dikoearchos  de  Messine,  Autolykos  de 
Pitomœa,  et  Pytheas  de  Massilia  (Marseille). 

Le  premier  est  connu  pour  ses  mesures  de  hauteur  de 
diverses  montagnes  par  des  procédés  géométriques,  et  pour 
sa  géographie  de  la  Grèce.  Nous  avons  à'Autolykos  deux 
ouvrages  d'astronomie  sur  l'ascension  et  la  déclinaison  des 
étoiles,  et  sur  la  sphère  mobile  ;  ils  ont  été  traduits  et 
expliqués  par  divers  commentateurs.  Le  plus  célèbre  est 
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PytheaSf  né  dans  la  colonie  grecque  de  Marseille;  il  se  fit 
dans  ranticjtLilé  une  grande  renommée  par  ses  voyages 
fabuleux.  On  rapporte  qu'il  pénétra,  dans  le  nord  de  l'Europe, 
jusqu'à  nie  de  Thulé  qui  est  aujourd'hui  généralement  dési 
gnée  sous  le  nom  d'Islande.  Il  se  distingua  aussi  en  astro- 
nomie par  les  observations  qu'il  fit  à  Marseille  ;  il  arriva  à 
déterminer  les  latitudes  de  plusieurs  stations  d'une  manière 
assez  précise.  Strabon,  dans  ses  écrits,  parle  de  ce  savant 
en  plusieurs  endroits  et  fait  de  son  mérite  un  grand  éloge. 
Lorsque  la  nation  grecque  eut  son  indépendance  ravie  par 
les  rois  de  Macédoine,  Philippe  et  Alexandre,  les  sciences  se 
retirèrent  toujours  davantage  de  son  sein.  Athènes  ne  fut 
pas  le  centre  autour  duquel  gravitèrent  les  forces  vives  de 
l'empire  macédonien.  Aussi  l'Egypte,  avec  sa  nouvelle  ville 
Alexandrie,  s'éleva-t-elle  rayonnante  au-dessus  de  tous  les 
autres  États  que  fit  naître  le  partage  de  l'empire,  et  la  Grèce 
fut  éclipsée  et  reléguée  au  dernier  plan,  dans  l'obscurité. 
L'étude  rationnelle  des  sciences  positives  fit  place  en  Grèce 
à  une  philosophie  spéculative  toujours  plus  profonde  et  plus 
nuageuse,  tandis  que  sous  la  direction  de  Ptolémée  elle  fut 
cultivée  avec  le  plus  grand  éclat,  et  atteignit  cette  élévation 
admirable  qui,  durant  seize  siècles,  laissa  bien  au-dessous 
d'elle  la  culture  européenne. 

(A  suivre.) 


CONCOURS  ACADEMIQUES 


ACADÉMIE  DE  GAEN 

GonconrB  de  1867. 

—  Résoudre  le  système  d'éqaation  ax  +  by  =  x 

X  y 

dans  lesquelles  a  et  6  désignent  des  quantités  positives.  Discuter. 

—  ProuYer  que,  si  Ton  mène  la  bissectrice  de  chacun  des  angles  exté- 
rieurs d'un  triangle  et  que  Ton  prolonge  chaque  bissectrice  jusqu'au  côté 
opposé  à  l'angle,  les  trois  points  d'intersection  sont  en  ligne  droite. 
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Gonoours  de  1868. 

—  Prouver  qne,  si  trois  circonférences  ont  nne  corde  commune,  si  d'un 
point  de  l'une  d'elles  on  mène  des  tangentes  aux  deux  autres,  le  rapport  de 
ces  tangentes  est  constant. 

Concours  do  1869. 

P  Q 

—  Résoudre  l'équation 7 h  —r —  =  *"• 

coséc  X  sec  X 

—  Etant  données  deux  circonférences  sécantes ,  on  mène  les  quatre 
tangentes  aux  points  d'intersection;  puis  on  projette  le  centre  de  chacune 
des  circonférences  sur  chacune  de  ces  tangentes,  ce  qui  donne  huit  points 
qui  se  réduisent  à  six  ;  démontrer  que  ces  six  points  sont  sur  une  même 
circonférence. 

Gonoonrs  de  1870. 

—  Inscrire  dans  un  quadrilatère  donné  un  parallélogramme  de  surfiace 
donnée,  et  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  diagonales  du  quadrilatère. 

•»  On  a,  dans  un  plan,  deux  circonférences  de  centres  G  et  G',  qui  se 
coupent  aux  points  I  et  J.  D'un  point  quelconque  de  IJ,  on  mène  une  tan- 
gente MA.  à  la  circonférence  C,  et  une  tangente  MA'  à  la  circonférence  C. 
On  joint  les  points  de  contact  A  et  A'  par  la  corde  AA',  qui  rencontre  les 
circonférences  B  et  B'.  Démontrer  que  les  rayons  GA,  G'B'  sont  paraiièles, 
ainsi  que  les  rayons  GB  et  G'A'. 

—  ,-.„  U  ,0™.-  -î.  X  ^  .-s-,  4...  U,-.  „  .,  0.  .,  ^ 
présentent  des  nombres  quelconques. 

Gonooors  de  1872. 

—  Etant  données  deux  tangentes  à  une  circonférence,  mener,  par  un  point 
de  la  circonférence,  une  tangente  limitée  aux  deux  premières,  telles  que  la 
partie  comprise  entre  les  deux  tangentes  soit  d'une  longueur  donnée. 

—  Résoudre  le  système  a?'  +  y'  +  a*  =  14. 

xy  +  XX  ^  yz  =:  7, 
X  +  y   -^  s  =  6. 

Gonconrs  de  1873. 

—  On  donne  un  cercle  et  deux  tangentes  rectangulaires.  Mener  une  troi- 
sième tangente  telle  que  le  triangle  formé  par  ces  trois  tangentes  ait  une 
surface  donnée.  Maximum  et  minimum  du  triangle. 

—  Inscrire  et  circonscrire  une  sphère  à  une  pyramide  triangulaire.  Gal- 
culer  les  rayons  de  ces  sphères  :  1*  dans  le  cas  d'une  pyramide  triangulaire 
régulière  dont  les  arêtes  sont  a  et  6;  2*  dans  le  cas  d'un  tétraèdre  régulier. 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


CAEN  1862. 


—  Troarer  les  dimensions  d'un  parallélépipède  rectangle  connaissant  la 
somme  des  douze  arêtes,  la  somme  des  faces  latérales  et  la  somme  des 
bases. 


DIJON  1873. 

—  Une  droite  étant  donnée  par  ses  traces,  on  demande  de  construire  les 
traces  du  plan  passant  par  cette  droite  et  faisant  un  angle  donné  avec  le 
plan  qui  la  projette  sur  le  plan  horizontal. 

—  Par  un  point  pris  dans  le  plan  d'un  angle  droit,  on  mène  une  droite 
mobile  rencontrant  les  deux  côtés  de  cet  angle.  Quel  est  de  tous  les  triangles 
rectangles  que  l'on  peut  former  de  cette  manière,  celui  qui  a  Taire  minima? 

—  Calculer  les  longueurs  des  bissectrices  intérieures  des  trois  angles  d'un 
triangle  rectangle  en  fonction  des  côtés  de  l'angle  droit. 

—  Couper  un  tronc  de  cône  à  bases  parallèles  par  un  plan  parallèle  aux 
bases  de  façon  que  la  surface  latérale  soit  coupée  en  deux  parties  équiva- 
lentes. 

—  On  donne  nne  circonférence  de  rayon  R  et  une  droite  située  à  une 
distance  d  du  centre;  construire  un  carré  dont  un  côté  soit  une  corde  de 
la  circonférence  et  dont  le  côté  opposé  soit  sur  la  droite.  —  Discuter. 

—  Construire  un  triangle  isoscèle  connaissant  la  base  a  et  la  longueur  6 
des  médianes  aboutissant  aux  extrémités  de  celte  base.  Exprimer  la  valeur 
commune  de  ces  côtés  en  fonction  de  a  et  b, 

—  Les  traces  d'un  plan  font  avec  la  ligne  de  terre  des  angles  de  3o* 
et  45*.  On  demande  les  angles  formés  par  ce  plan  avec  les  plans  de  pro- 
jection et  avec  un  plan  de  profil. 


GRENOBLE  1855. 

—  Un  couYoi  parti  à  8  h.  3 o  m.  du  matin  d'une  des  extrémités  d'un 
chemin  de  fer  de  471  kilomètres,  doit  mettre  6  h.  40  m.  pour  atteindre 
l'autre  extrânité;  on  veut  qu'un  autre  convoi  parti  à  9  h.  40  m.  rejoigne  le 
premier  à  356  kilomètres  du  point  de  départ;  quelle  doit  être  la  vitesse 
moyenne  de  ce  second  convoi? 

—  En  supposant  que  la  terre  soit  une  sphère  parfaite,  trouver  le  rapport 
de  la  zone  torride  à  la  surface  de  la  terre  ;  on  sait  que  les  tropiques  sont 
à  23*  27'  de  réquateur. 
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MARSEILLE  18S8. 

—  Ëtant  donnés  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  sayoir  : 

AB  =  1750- 
BC  =  i520- 
AC  =  lÔGo" 
trouver  la  longueur  de  la  bissectrice  de  Tangle  A. 

—  Un  triangle  équilatéral,  un  carré  et  un  cercle  ont  chacun  un  périmètre 
de  4  mètres.  Trouver  le  rapport  de  leurs  surfaces. 


MARSEILLE  i8S9. 

—  Peut-on  augmenter  d'une  même  quantité  les  lignes  i ,  2,  3  de  manière 
à  rendre  possible  la  construction  d'un  triangle  rectangle?  Avec  les  résultats 
obtenus,  calculer  les  angles  de  ce  triangle. 


MARSEILLE  1860. 

—  Une  bille  va  de  A  en  B,  après  avoir  touché  la  bande  CD  d'un  billard; 
on  donne  AB  =  2  mètres.  Les  distances  des  points  A  et  B  à  la  bande  CD 
sont  respectivement  i  mètre  et  i",  5o.  Trouver  la  longueur  du  chemin  que 
parcourt  la  bille. 

—  On  fait  tourner  un  rectangle  autour  de  ses  deux  côtés.  Les  deui 
volumes  sont  respectivement  40000  et  5oooo  mètres  cubes.  Trouver  la  dia- 
gonale du  rectangle. 


NANCY  1887. 

1.  —  Une  sphère  creuse  en  cuivre  ayant  o",  35  pour  diamètre  de  surface 
extérieure  est  successivement  pesée  pleine  de  mercure  et  pleine  d'eau  ;  le 
rapport  du  premier  poids  au  deuxième  est  égal  à  5, 20.  On  demande  le 
volume  de  la  couche  sphérique.  —  Densité  du  cuivre,  8,78;  densité  du 
mercure,  i3,6o. 

9.  —  Étant  donné  un  cercle  de  3",  5o  de  rayon,  on  mène  une  corde 
dont  la  longueur  est  i",75.  On  demande  en  centimètres  carrés  les  aires  des 
deux  surfaces  suivant  lesquelles  le  cercle  est  ainsi  partagé. 

3.  —  Mener  une  tangente  commune  &  deux  circonférences.  En  appelant  r 
et  r'  les  rayons  de  ces  circonférences,  on  donne  r  =  o,o3,*  r'  =  o,o5.  On 
demande  quelle  doit  être  la  distance  des  centres  pour  que  la  tangente 
commune  fasse  un  angle  de  3o«  avec  la  ligne  des  centres.  On  examinera 
le  cas  de  la  tangente  commune  intérieure  et  de  la  tangente  coomiune 
extérieure. 


—  91  - 

NANCY  1838. 

1.  —  Partager  graphiquement,  à  l'aide  d'une  circonférence  concentrique, 
l'aire  d*un  cercle  de  rayon  donné  en  deux  parties  qui  doivent  être  entre 
elles  comme  les  nombres  3  et  4.  —  En  supposant  le  rayon  de  la  circonfé- 
rence donnée  égal  à  2",5o,  calculer  le  rayon  de  la  circonférence  donnée  à 
un  centimètre  près. 

3.  —  Dans  un  cercle  dont  le  diamètre  est  égal  à  5",  on  a  inscrit  un 
rectangle  dont  l'un  des  côtés  est  égal  à  4".  Par  les  sommets  de  ce  rec- 
tangle, on  mène  des  tangentes  qui  forment  un  quadrilatère  circonscrit  au 
cercle;  on  demande  la  surface  de  ce  quadrilatère,  ainsi  que  ses  angles. 


NANCY  1860. 

1.  —  Un  mobile  descend'  un  plan  incliné,  en  parcourant  une  distance 
égale  i  35".  La  projection  de  ce  chemin  sur  un  plan  horizontal  est  égale 
à  18".  Le  coefficient  de  frottement  est  0,20.  On  demande  le  temps  que 
mettra  le  mobile  à  parcourir  la  distance  de  35". 

2.  —  La  surface  d'une  sphère  est  32  mètres  carrés  ;  déterminer  le  volume 
d'un  segment  dont  la  base  est  déterminée  par  un  plan  sécant  mené  à  une 
distance  du  centre  égale  à  o",5o. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


QUESTION  123. 

Mol«tion  par  M.  Gordbac,  élève  à  l'École  Lavoisier  (Paris). 

Dans  le  cctë  douteux  du  triangle,  si  Von  connaît  A,  a,  b  e^  que 
Von  considère  les  deux  solution  : 

!•  Les  centres  des  deux  cercles  inscrits  et  des  cercles  ex-ins- 
crits  touchant  le  côté  c  sont  sur  une  même  circonférence  ; 

<2^  Le  produit  des  rayons  des  deux  cercles  inscrits  et  des  deux 
cercles  ex-inscrits  touchant  le  côté  b  est  égal  au  produit  des 
surfaces  des  deux  triangles  ; 

3^  La  somme  des  rayons  des  deux  cercles  inscrits  et  des  cercles 
ex-inscrits  touchant  le  côté  a  est  égale  au  double  de  la  hauteur 
commune  aux  deux  triangles. 

(Tucker  —  Educational  Times.) 
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l©  Dans  le  quadrilatère  inscrîpiible  0|B'0\A,  l'angle  OjEA 
est  égal  à  Tangle  Ofi\k. 

Mais  les  angles  ÀBK,  GBB'  sont  égaux  comme  opposés  par 

le  sommet  el  comme  le  triangle 
CBB'  est  isoscèle,  Tangle  ABK 
est  égal  à  Tangle  CBB'  et  par 
suite  la  moitié  de  cet  angle  ou 
ABO'  est  égal  à  O^BA  et  par 
suite  à  OiO'jA. 

Dans  le  quadrilatère  inscrip- 
tible  OAO'B  Tangle  AOO'  est 
égal  à  l'angle  ABO'  et  par  suite 
à  AO'iOi.  Donc  son  supplément 
O'OOi  est  égal  au  supplément 
de  O'O'iOi  et  le  quadrilatère 
OO'OiO'i  est  inscriptible. 

R  =  p  tg  -—  ,  dans  le  triangle  ABC 


«  »  • 


(^V" 


2»  On  a    r  = 


et 


r  = 


B 


P 

S' 

P'  ' 


2 

B' 
R'  =  p'  tg  — ,  dans  le  triangle  AB'C 

donc  Ig  —  =  cotg 


mais  —  est  le  complément  de 

2  2  ^2^2 

et  on  a  rr'RR'  =  SS' 

3®  On  a  les  relations  suivantes  entre  r,  le  rayon  du  cercle 

inscrit  dans  ABC,  r    celui  da  cercle  inscrit  dans  ABC,  R 

celui  du  cercle  ex-inscrit  au  triangle  ABC,  le  long  de  BC  et 

R'  celui  du  cercle  ex-inscrit  au  triangle  AB'C  le  long  de  B'C. 

r  r  R  R'  A 

=  -r-  =  -z^  =  tg  — - 


P 


d'oti 


p  —  a 
r 


ou 


p  —  a  p  —  a  p 

r  4-  r'  -f-  R  -f  R- 

p—  o+p'  —  <ï  +  P  +  P 

S 

r  +  r '  +  R  -|-  R'    p         2p  (p  —  a) 

2  (p  —  a)  -(-  2p'  p  —  a 


hc 


Mais  dans   le  triangle  ABC,  a*   =  6*   -f"   c'  —   2c.  AH 

=  fti  -j.  c*  —  2C  (c  +  BH) 

d'oîi     (6«  +  c*  +  26c)  —  o«  =  2bc)  +  2C  (c  +  BH) 


d'oh 

ou  encore 

on  a  donc 
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(6  -|_  c)*  —  o«  =  2c  (6  +  c  +  BH) 
4P  (p  —  a)  =  2C  (6  +  c  +  BH) 

,.  _|-  r'  +  Q  +  R'  A 


2  (P  —  «)  +  2p'  6  +  c  +  BH 

mais  2p'  a  -|-  6  -j-  ^  +  ^BH) 

d'où  2(p  —  a)  +  2p'  ==  2(6  +  c  +  BH) 

Donc  celle  expression  devienl 

r  -f-  r  4-  R  4-  R'    _  2A 

6  +  c  +  BH        ~6  +  c  +  BH 
et  enfin  r  +  r'  +  R  +  R'  =  2A. 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Sou,  de  Liboume,  et^d'Ocagne, 
du  collège  Chaptal,  qui  nous  a  envoyé  une  bonne  solution  quoique  un  peu 
longue. 


QUESTION  128. 
flolnlloii  par  M.  Dbslais,  élève  au  Lycée  du  Mans. 

On  donne  un  cercle  G,  un  diamètre  DD'  et  une  corde  EK 
perpendiculaire  à  ce  diamètre.  On  prend  stir  la  circonférence 
un  point  0,  que  Von  joint  aux  extrémités  D,  D',  K  et  K'  du 
diamètre  et  de  la  corde  donnés.  Démontrer  que  la  somme  des  pro- 
jections  OD  et  OD'  sur  OK  est  égale  à  OK  et  la  différence  des 
projections  égale  à  OK'.  (Duval.) 

Les  projections  de  OD  et  de 
OD'  sur  OK  sont  OA  elOB.  On 
voit  donc  que  pour  démontrer 
la  première  partie  du  problème, 
il  suffit  de  prouver  que  OB 
=  AK. 

Du  centre   G  abaissons    sur 
OK  la  perpendiculaire  CM.  Les 
triangles  lAD,  IGM  étant  sem- 
blables, on  a 
AI  —  IM  AM 


Al 
ID 


IM 
IG 


"~     DI  —  IG  GD 

De  même,  à  cause  des  triangles  semblables  IBD'  et  IGM, 
IB  IM  IB  +  IM  BM 


on  a 


ID' 


IG 


ID'  +  IG 


GD' 
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AM  BM 

Donc  -™-  =  -^^  et  comme  CD  =  CD' 

AM  =  BM  et  par  suite  JiK  =  OB. 
La  différence  des  projections  est  AB.  Prolongeons  DA  en 
Dp  ADj  =  BD'  et  par  suite  D'D^  est  égale  et  parallèle  à 
AB.  De  plus  arc  OD'  =  arc  KD^,  arc  KD  =  arc  K'D,  par 
suite  arc  D^D'  =  arc  OK'  et  C^D'  =  OK'  ou  AB  =  OK'. 

Nota.  —  Ont  résola  la  même  question  :  MM.  Legay,  de  Tarbcs  ;  ChaTanon, 
de  Lyon;  Lacroix,  pensionnat  Saint-Louis,  à  Saint-Etienne;  d'Ocagne,  col- 
lège Cbaptal;  Vermand,  de  Saint-Quentin;  RouUeau,  Gélinet,  d'Orléans; 
Longueville,  de  Charleville  ;  Bûcheron,  de  Moulins. 


QUESTION  126. 
Solution  par  M.  Bohpard,  Collège  Stanislas. 

Etant  données  deux  circonférences  tangentes  extérieurement  au 

point  A,   mener  par  ce  point  deux  cordes  dont  les  segments 

AB,  AC  situés  respectivement  dans  les  deux  circonférences  soient 

rectangulaires  et  égaux  entre  eux.  (Halle.) 

Ou  sait  que  si  Ton  mène  deux  droites  rectangulaires  par 

le  point  de  contact  de 
deux  circonférences 
tangentes,  les  rayons 
aboutissant  au  point  où 
chacune  coupe  respec- 
tivement chaque  cir- 
conférence, sont  paral- 
lèles, et  par  suite  la 
droite  BC  passe  par  le  centre  de  similitude  externe.  BA  étant 
égal  à  AC,  Tangle  ABC  vaut  45®.  Soit  donc  D  le  centre  de 
similitude  externe  de  ces  deux  circonférences.  Sur  AD  dé- 
crivons un  segment  capable  de  45®  qui  coupe  la  circonfé- 
rence 0  en  un  point  B.  Par  A  menons  la  perpendiculaire 
AB.  Les  droites  AB  et  AC  seront  les  droites  demandées. 

Nota.  ^  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Ailleret ,  de  Versailles; 
d'Ocagne,  collège  Chi^>tal;  Chavanon,  de  Lyon;  Huet,  d'Orléans;  Tessier; 
d'Angers;  Combebiac,  de  Montauban;  Vermand,  de  SaintrQuenlin;  Genin, 
de  Gharleyille;   Raspilaire,   de    Saint-Étienne;  Plomet,  Collège  Stanislas, 
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I^olne,  dePassj;  SchmiU,  de  la  Rochelle;  Hoc,  de  Loogwj;  Ginilq,  lycée 
FonUnes ;  Monceau,  d'Orléans;  Cordeau,  École  LaYoisier;  Gelînet,  d'Orléans; 
Dapnis»  de  Grenoble;  Perrot,  d'Angers;  Legay,  de  Tarbes. 

M.  Vigneau,  du  lycée  d'Angonléme,  nous  a  adressé  ^g^ement  une  bonne 
solution  de  cette  question  généralisée. 


QUESTION  127. 
Solatlola  par  H.  Raspilairx,  cours  des  mineurs,  Saint-Etienne. 

Étant  donnés  deux  points  A  et  B  situés  d'un  même  côté  de  la 
droite  CD,  trouver  sur  cette  droite  un  point  M  tel  qu*en  le  joi- 
gnant aux  deux  points  A  et  B,  Vangle  AMG  soit  le  double 
(feBMD. 

Soit   M  le  point  cherché 

sur  la  droite,  tel  que  ACM 
—  2  BMD.  Si  l'on  mène  la 
perpendiculaire  indéfinie  BE 
et  la  bissectrice  de  l'angle 
DMH,  le  point  B,  ou  ces 
deux  droites  se  coupent,  sera 
le  centre  d'un  cercle  tangent 
à  CD  et  à  AM  prolongée  d'où 
l'on  peut  déduire  facilement 
la  construction. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Genin,  de  Gharleville; 
Objois,  de  Moulins;  Tissier,  d'Angouléme;  Ailleret,  de  Versailles;  Glin, 
lycée  Corneille  à  Rouen;  Perot,  à  Angers;  Roulleau,  Huet  et  Gelinet  à 
Orléans;  Cordeau  et  Joly,  école  Lavoisier;  Faivre  et  Gindre,  à  Lons-ie- 
Saulnier;  Hoc,  à  Longwy;  Corbeau,  à  Saint-Quentin;  Chesne,  à  La  Flèche; 
Bûcheron,  ft  Moulins;  Bompard,  collège  Stanislas. 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


153.  —  Étant  donné  un  cercle  0,  et  un  point  extérieur 
P,  mener  par  le  point  P  une  sécante  PAB^  de  façon  que 
la  partie  intérieure  AB  soit  vue  du  centre  0  sous  un  angle 
égal  à  l'angle  que  fait  la  sécante  PAB  avec  le  diamètre  PO. 

{De  Longchamps.) 
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154.  —  On  donne  un  cercle  0  et  une  droite  DD';  soit 
AC  une  tangente  quelconque  de  ce  cercle,  tangente  qui 
rencontre  en  A  la  droite  donnée  DD'.  On  mène  les  bissec- 
trices des  angles  en  A,  et  on  projette  le  centre  du  cercle 
sur  ces  bissectrices;  on  demande  :  1®  le  lieu  de  projection 
du  centre  sur  les  bissectrices  ;  2°  le  lieu  du  point  B  oîi  la 
tangente  variable  AG  rencontre  la  projetante  du  point  0 
sur  les  bissectrices.  (De  Longchamps.) 

155.  —  Étant  donné  un  parallélogramme  ABGD,  on  pro- 
longe AB  d'une  longueur  BB',  et  AD  d'une  longueur  égale 
DD'  ;  on  construit  avec  AD'  et  AB'  un  parallélogramme  ;  soit 
G'  le  quatrième  sommet  de  ce  parallélogramme  ;  démontrer 
que  les  droites  B'D,  BD'  se  coupent  sur  la  droite  GG'. 

{De  Longchamps.) 

156.  —  Sur  deux  côtés  consécutifs  d'un  carré  ABGD,  on 
décrit  des  circonférences  ayant  pour  diamètre  ces  côtés,  et 
l'on  mène  des  tangentes  MQ,  NQ  parallèles  aux  côtés  du 
carré.  Démontrer  que  le  rayon  du  cercle  0,  tangent  aux 
deux  premiers  et  à  MQ,  NQ,  est  égal  au  double  du  côté 
du  carré,  diminué  de  deux  fois  le  côté  du  triangle  équila- 
téral  inscrit  dans  l'un  des  cercles  précédents.     (PeiTin.) 

157.  —  Une  droite  de  longueur  et  de  direction  constantes, 
appuie  ses  extrémités  sur  deux  sphères  données.  On  de- 
mande la  courbe  décrite  par  chaque  extrémité  sur  la  sphère 
correspondante.  (Amigues.) 

158.  —  Soit  0  le  centre  d'un  cercle,  ABG  un  triangle 
circonscrit,  A',  B',  G'  les  points  de  contact  des  côtés  BG,  GA, 
AB  ;  si  on  désigne  par  R  le  rayon  du  cercle,  par  S  et  S' 
les  aires  des  triangles  ABG,  A'B'G',  on  a 

S* 

^^  ^  ^*        OA'B'  .  OA'G'  .  OB'G' 

(Amigues.) 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 


IMPRIMERIE   CEN1RALE   DES  CHEMINS  DE   FER.   —   A.   CIIAIX   ET  r.>^ 
RUE   BERGÈRE,   20,   A   PARIS.    —   4198-9. 
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THÉORIE  DE  L'INCOMMENSURABILITÉ 

RiDIGis  DAPRÂS  LES  NOTBS  PRISES  AU  COURS  DB  M.  SONGÀYLO 

Professeur  au  Collège  Chaptal^  cxaminatear  d'admission 

à  TÉcole  centrale 


Par  Maurice  é'Oûtkgm»,  élève  aa  Collège  Chaptal,  bachelier  es  sciences. 

[Suite;  voir  page  65.) 


IV. — Application  à  la  racine  carrée.  —Théorème. 

—  Lorsqu'un  nombre  entier  A  n'est  pas  carré  parfait  d'un  nom- 
bre entier^  sa  racine  est  incommensurable.  En  effet,  si  celle 
racine  n'était  pas  incommensurable,  elle  serait  égale  à  une 

fraction  — r-  qu'on  pourrait  toujours  supposer  irréductible 

et  on  aurait     A  =  (-7-)  =  -75-- 

Or,  b  étant  premier  ayec  a,  &*  l'est  aussi  avec  a*.  Par  suite 

a* 

ne  peut  donner  un  nombre  entier  et  l'égalité  précé- 


6* 
dénie  est  impossible. 

Il  résulte  de  là  que  la  recherche  des  racines  conduira  le 
plus  souTent  à  des  nombres  incommensurables. 

Gomment  donc  pourra-t-on  définir  la  racine  dans  ce  cas? 
Pour  établir  cette  définition,  nous  allons  faire  sur  l'exemple 
actuel  des  raisonnements  analogues  à  ceux  que  nous  venons 
d'exposer  d'une  manière  générale. 


I 


Extraire  la  racine  carrée  de  A  à  près,  c'est  chercher 

n 

le  plus  grand  multiple  de dont  le  carré  soit  contenu 

dans  A. 

Supposons  alors  qu'on  ait  extrait  la  racine  carrée  de  A  avec 
les  approximations 

I        1  I 

'  •  ^^^^^^""  •  •   •   «   . 
n        n*  nP 

JOURRiO.  DB  HATB.  1879. 
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el  soient  les  racines   approchées  par  défaut,  et  par  excès 
correspondantes  : 

m  m  {X  it.' 


n  n*  nP  nP  +  ^ 

Nous  allons  faire  voir  que   Tapproximation  ainsi  définie 
entraîne  la  croissance  ou  le  stationnement  de  la  racine. 
En  effet,  on  a,  par  définition. 


et 


\  nP   J  \      nP       J 

(lïFTr)   <  ^  <  (  \p  +  i  ) 


ou  u.»    <   A7l«P    <    (jx  +    f)*  (1) 

jjl'«  <   A;iV  +  2     <   (a'  +   I  )»  (2) 

"Multiplions  Texpression  (1)  par  n*,  nous  avons 

{x*n*  <  An2/>  +  >   <  (fx  +  i)*w*  (3) 

L'inégalité  (2)  exprime  que  [à'  est  la  racine  à  une  unité 
près  par  défaut  de  kn^P  +  *  ;  (x'  est  donc  le  plus  grand  nom- 
bre entier  dont  le  carré  soit  contenu  dans  ce  nombre. 

fxn  est  un  nombre  entier  dont  le  carré  est  contenu  dans 
An^P  4-  2  ^  mais  ce  n'est  pas  nécessairement  le  plus  grand,  car 
dans  (3)  la  différence  entre  les  racines  des  membres  extrêmes 
est  égale  à  n,  quantité  généralement  plus  grande  que  i . 

Il  résulte  donc  des  inégalités  (2)  et  (3)  que  Ton  a 

li.'  >_  fi.n 

ou  divisant  do  part  et  d'autre  part  nP+* 

71 P+^  —  7lP  ^    ^ 

En  comparant  de  même  les  derniers  membres,  on  voit 
que  {x'  -j-  I  est  le  plus  petit  nombre  entier  dont  le  carré 
soit  supérieur  au  nombre  intermédiaire. 

On  a  donc,  comme  précédemment, 

1^'  +  I   <  (l^  +  0  " 
^!L±J^<J^±1-        (S) 

L'inégalité  (4)  prouve   que  les  racines   approchées  par 
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défaut  vont  en  croissant  en  pouvant  cependant  rester  station- 
naires  par  intervalles,  et  comme  de  plus  elles  sont  toutçs 
inférieures  à  une  racine  par  excès  quelconque,  elles  admet- 
tent une  limite.  De  même,  les  racines  par  excès  qui,  d'aprës 
l'inégalité  (S),  décroissent  ou  stationnent,  tout  en  restant 
supérieures  à  une  racine  par  défaut  quelconque,  admettent 
une  limite. 

De  plus,  la  différence  —  entre  une  racine  par  défaut  et 

la  racine  par  excès  correspondante  pouvant  devenir  plus 
petite  que  toute  quantité  assignable,  les  deux  limites  sont 
les  mêmes. 

C'est  cette  limite  commune  que  l'on  appelle  racine  du 
nombre  A. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  pris  pour  dénomina- 
teurs des  fractions  exprimant  les  diverses  approximations, 
les  puissances  successives  d'un  certain  nombre  n;  faisons 
voir  que  pour  obtenir  la  limite  cherchée,  il  suffit  de  faire 
croître  le  dénominateur  de  la  fraction  considérée  d'une 
manière  quelconque. 

Pour  cela  prenons  la  racine  carrée  à  une  approximation 

—  du  nombre  A.  Soient  —  et les  racines  correspon- 

q  9        9 

dantes  par  défaut  et  par  excès, 


(7)'  <  -^  <  i^i 


on  a 

?/  \      9 

ou  multipliant  par  n»P 

— --  <  AnV  <  ^ — î— ^^ 6) 

D'autre  part,  nous  avons  obtenu  plus  haut 

|A«  <  An'P  <  Ca  +  i)«  (7) 

atiP 
L'expression   (6)  nous  montre   que  le  carré  de  —  est 

contenu  dans  kn^P  ,  et  l'expression  (7)  que  An'P  est  inférieur 
au  carré  de  fx  +  '•  ^^^  suite, 

anP  ,  a        jA  +  î  /qv 

—  <  îx  +  I       ou  -  <  '     \  (8) 

q  q  nP 
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(a  A-  i)  nP 
En  comparant  de  même  fx  à  -^ — • — - —  on  a  rinégaliié 

(a  +  i)nP  a  +  I         a 

^    ^    ^ —  >  îx      ou  —2—-  >  Jl  (9) 

q  q-  nP  ^  ' 

Nous  pouvons,  laissant  q  fixe,  faire  yarier  p;  alors  les 

IX    -f-    I  [X 

fractions  i-— ! —  et  -^  tendent,  d'après  la  première  partie 

de  la  démonstration,  vers  une  même 'limite  L,  racine  de  A. 
On  a  donc,  d'après  (8)  et  (9),  en  remarquant  que  lors- 
qu'on passe  à  la  limite  les  inégalités  peuvent  se  changer 

a 
en  égalités,  --  <  L 

9  — 

et  - — >  L  ou  —  >  L 

q         —  7    —  q 

a  I 

Par  suite,  L  > >  L 

—     q    —  q 

Si  maintenant  on  fait  varier  q  d'une  manière  quelconque, 
mais  de  façon  à  le  rendre  plus  grand  que  toute  quantité 

donnée  aussi  grande  qu'on  voudra, tendra  verso  et,  par 

conséquent;  à  la  limite,  on  aura 

lim =  L 

C'est  là  ce  que  nous  nous  proposions  d'établir. 
On  pourrait  répéter  les  mêmes  raisonnements  que  ceux  qui 
précèdent  pour  une  racine  quelconque. 

Y.  —  Calcul  des  nombres  incommensurables.  — 

PoxïtV addition eildi soustraction  aucune  difficulté  ne  seprésente. 
On  prend  des  valeurs  aussi  approchées  qu'on  veut  des  nom- 
bres incommensurables  à  ajouter  ou  à  retrancher,  et  on 
opère  sur  ces  valeurs  suivant  les  règles  connues.  On  obtient 
ainsi  une  valeur  approchée  de  la  somme  ou  de  la  différence. 
Mais,  dans  la  multiplication,  on  cherche  un  nombre  qui 
se  compose  avec  le  multiplicande  comme  le  multiplicateur 
avec  l'unité.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  il  faudrait  cher- 
cher un  nombre  qui  se  composât  avec  un  nombre  incom- 
mensurable comme    un    autre   nombre  incommensurable 
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avec  runité.  Or,  comme  on  ne  peut  composer  un  nombre 
incommensurable  avec  Tunité,  la  définition  se  trouve  eu 
défaut. 

Il  faut  donc  définir  la  multiplication  des  nombres  incom- 
mensurables, et  leur  division,  opération  inverse  de  la  pre- 
mière. 

Midtiplication.  —  Soient  A  et  B  les  nombres  dont  il  faut 
faire  la  multiplication  ;  considérons  les  valeurs  approchées, 
a  et  b  par  défaut,  a^  et  bi  par  excès.  Nous  allons  démontrer 
que  les  produits  ab  et  a^bi  sont  une  limite  commune,  lorsque 
a,a|,&,&i,  tendent  vers  leurs  limites. 

1®  Ils  ont  une  limite.  En  effet,  le  produit  ab  va  cons- 
tamment en  croissant  ;  d'ailleurs,  il  reste  toujours  inférieur 
à  a^b,,  par  suite,  d'après  le  théorème  I  sur  les  limites,  il 
a  une  limite. 

De  même  a^bi,  décroissant  constamment  en  restant  supé- 
rieur à  abt  admet  une  limite. 

2^  Ces  limites  sont  les  mêmes. 

Posons  ai  =  a-f-a    bi  =  6  +  p 

Nous  avons  alors 

fli^i  —  ab  =  (a  +  a)  (b  +  P)  —  «b 
=  ab  +  ap  +  ap 

Lorsqu'on  fait  tendre  a,  a^,  b,  b^,  vers  leurs  limites,  nous 

sayons,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  précédemment,  que  a 

et  Oi  tendent  vers  la  même  limite  ;  de  même  pour  b  et  b^  ; 

par  suite  a  et  p  tendent  vers  o,  et,  à  la  limite  la  différence 

ttjbj  —  ab  devient  nulle  ;  les  deux  produits  ont  donc  bien 

une  limite  commune.  C'est  cette  limite  qui  constitue  lepro- 

dxut  des  nombres  incommensurables  considérés. 

Corollaire.  —  Dans  un  produit  de  facteurs  incommensu- 
rables on  peut  intervertir  l'ordre  des  facteurs. 

Considérons,  en  effet,  les  valeurs  approchées  a,  b,  c  des 
facteurs  incommensurables  A,  B,  C  ;  a,  b,  c,  étant  des  nom- 
bres finis,  on  a  abc  =  cab 
et  si  on  prend  d'autres  valeurs  de  plus  en  plus  approchées 

des  limites,  a^,  bi,  c^,        a„  b„  c„ on  a  encore 

a^  bj  Cl  =  Cl  a^  b^ 
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flj  6,  c,  =  c,  a^  6, 


Lorsqu'on  passe  à  la  limite  on  peut  admettre  que  les 
deux  produits  constamment  égaux,  le  sont  encore,  et  comme 
les  produits  abc,  cba  tendent  respectivement,  d'après  ce 
qui  vient  d'être  dit,  vers  ABC  et  CBA,  on  a,  à  la  limite, 

ABC  =  CBA 

Exemple  :     ^1^2    =  V2   .  -ït. 

Division.  —  Soient  D  le  dividende,  d  le  diviseur,  tous  deux 
incommensurables.  Considérons  les  valeurs  approchées,  A  et  0 
par  excès,  Aj  et  B^  par  défaut. 
On  a  :  A  >  D  >  A^ 

8  >  d  >  ôj 

Supposons,  d'autre  part,  que  A  =  ôjÇ  (i) 

et  A^  =  B^i  {^) 

A  étant  plus  grand  que  A|,  et  8^  plus  petit  que  0,  ces  deux 
raisons  s'ajoutent  pour  donner  q  >  q^. 

Faisons  tendre  A,  A^,  8,  8^  vers  leurs  limites.  Dans  l'éga- 
lité (1)  A  décroit,  8^  croit,  donc  g  décroit;  de  môme,  dans  (2j 
Al  croit,  8  décroit,  donc  ç^  croit.  Il  en  résulte  que  q  croit 
constamment,  et  comme  il  reste  toujours  inférieur  à  g^,  il 
admet  une  limite  ;  de  même  g^  décroit  constamment  en 
restant  supérieur  à  g,  il  a  donc  aussi  une  limite. 

Ces  limites  sont  égales.  Pour  le  démontrer  posons 

A^  =  A  —  a  8^  =  8  —  p 

Remplaçant  Aj  et  8,  par  ces  valeurs  dans  (1)  et  (2),  il 
vient  A  =  (8  —  p)  g 

A  —  a  =  8gi 

Retranchant  ces  deux  dernières  inégalités  membre  à 
membre,  il  vient     a  =  8  (g  —  g^)  —  pg 

ou  Mî  —  9i)  =  a  +  Pg 

Lorsqu'on  passe  à  la  limite,  a  et  p  tendant  vers  o,  le 
second  membre  de  l'égalité  tend  vers  o  et  comme  8  n'est 
pas  nul  lim.  g  —  g^  =  o 

Ainsi  à  la  limite,  g  =  gi  ou  -rr-  =  —^r- 

ôj  0 
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de 


Le  quotient  cherché  sera^  par  saite,  la  limite  de 


ou 


a 


Des  grandeurs  incommensurables  en  géomé- 
trie. —  Disons  enfin  un  mot  de  Tincommensurabilité  en 
géométrie. 

Les  propriétés  métriques  des  figures  conduisent  parfois 
à  la  considération  de  grandeurs  incommensurables  ;  c'est- 
à-dire  qu'il  peut  se  faire  que  certains  éléments  d'une  figure 
n'admettent  entre  eux  aucune  commune  mesure. 

Nous  citerons  de  ces  grandeurs  incommensurables  deux 
exemples  bien  connus  :  la  circonférence  de  cercle  et  le 
diamètre  ;  la  diagonale  du  carré  et  le  côté. 

Pour  faire  voir  comment  on  peut  déterminer  géométri- 
quement rincommensurabilité  de  deux  grandeurs,  nous  allons 
démontrer,  à  priori,  par  la  seule  comparaison  de  ces  deux 
lignes,  que  la  diagonale  du  carré  est  incommensurable  avec  le 

côU  C*). 

Menons    la   diagonale  AC  du 

carré  ABCD  et  prolongeons -la 
au  delà  du  point  A.  De  A  comme 
centre,  avec  AB  pour  rayon,  dé- 
crivons une  demi-circonférence 
qui  détermine  sur  AG  et  son  pro- 
longement les  points  M  et  N. 

Pour  démontrer  que  AG  est  in- 
commensurable   avec  AB,   nous 
allons  essayer  de  mesurer  la  pre- 
mière de  ces  lignes  à  Taide  de  la  seconde.  Formons  donc 

le  rapport  -^ . 

Nous  avons  AG  =  AM  -f-  MG  =  AB  -f-  MG 

AG  ,    ,      MG  ,    ,       1  ,,, 

Donc  -T^îT-  =  i  +  -7-5-  =  1  +  -T^T-  'S) 


AB 


AB 


AB 


MG 


i")  Nous  tenons  la  démonstration   suivante  de  M.  Hauser,  professeur  de 
mathématiques  spéciales  au  collège  Cliaptal.  —  M.  G. 
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Nous  sommes  donc  amenés  à  déterminer  le  rapport 
Or  IB*  =  CB*  =  CM  X  CN, 


ÂB 


MG 


d'où 


AB  GN 


MG  AB 

Mais  GN  =  NA   +  AM  +  MG 

=  2AB  +  MG 
Donc 


MG  AB  '       AC  '      AB 

MC 
Par  suite,  si  nous  portons  cette  valeur  dans  (1)  nous  avons 

AC     _  j 

AB     ~  ^  +   2  +  1 


AB 


MG 

AB 

Nous  sommes  donc  de  nouveau  amenés  à  évaluer 


MG 
Or  nous  connaissons  cette  valeur;  elle  nous  est  fournie  par 

régalité   (2)   et  nous   introduirons  ainsi   encore   une    fois 

AB 
•  ■- •     ,  qu'il  faudra  encore   remplacer  par  sa  valeur,  etc. 
MC 

Nous  pourrons  ainsi  pousser  l'opération  indéfiniment  sans 
jamais  arriver  à  un  résultat  fini,  car  nous  retomberons  tou- 
jours sur  le  rapport  ■  .  Ainsi  le  rapport       _  ■  se  pré- 
Mu  AB 

sente  sous  la  forme 

AC    _  j 

AB    ""  '  "^    2  +  I 


2   -f-    I 

■ 

et  si  loin  que  l'on  pousse  l'opération,  on  ne  pourra  arriver 
à  évaluer  exactement  ce  rapport;  il  résulte  de  là  que  les 
longueurs  AG  et  AB  sont  incommensurables  entre  elles,  ce 
que  nous  proposions  de  démontrer. 


—  105  — 


ELEMENTS  DE  LA  THEORIE  DU   LAVIS 

Par  M.  Plllet,  professeur  de  layis  à  l'École  Polytechnique. 

[Suite;  voir  page  70.) 


Corps  polis.  Loi  de  la  réflexion.  —  Les  corps  polis 
sont  ceux  qui  renvoient  spéculairement  la  lumière,  c'est-à- 
dire  dans  une  direction  donnée.  On  sait  que  le  rayon  inci- 
dent et  le  rayon  réfléchi  sont  dans  un  même  plan  contenant 
la  normale  à  la  surface  réfléchissante  et  que  l'angle  d'inci- 
dence est  égal  à  l'angle  de  réflexion. 

Intensité  du  rayon  réfléchi.  —  L'intensité  du  rayon 
réfléchi  yarie  :  1®  avec  la  nature  de  la  surface  réfléchissante  ; 
2®  avec  l'angle  de  réflexion. 

.^  Cette  dernière  variation  est  assez  considérable  pour  cer- 
taines substances.  Pour  d'autres  (et  les  surfaces  métalliques 
sont  de  ce  cas),  l'intensité  du  rayon  réfléchi  varie  très-peu 
avec  l'incidence.  Cette  intensité  est  toujours  plus  grande 
sous  l'incidence  rasante  que  sous  l'incidence  normale. 

Nous  admettrons  que  les  corps  polis  que  nous  allons 
étudier  sont  des  métaux  et  que  l'intensité  du  rayon  réfléchi 
est  indépendante  de  l'incidence.  Cette  intensité  variera 
donc  seulement  avec  celle  de  la  source  lumineuse. 

Aspect  d'un  plan  parfaitement  poli,  éclairé  par 
des  rayons  parallèles,  dirigés  dans  .une  seule 
direction  et  regardé  à  l'aide  de  rayons  visuels 
parallèles^  c'est-à-dire  l'œil  étant  à  l'inflni.  —  Les 

rayons  se  réfléchissent  d'après  la  loi  connue.  Si  les  rayons 
visuels  sont  parallèles  aux  rayons. réfléchis,  tous  les  points 
du  plan  paraissent  lumineux,  sinon  ils  seront  obscurs  et 
le  plan  ne  semblera  pas  exister. 

Aspect  d'un  plan  poli,  éclairé  par  des  rayons 
parallèles  venant  dans  toutes  les  directions,  l'œil 
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étant  à  Tlnflnl.  —  C'est  le  cas  de  la  lumière  solaire 
jointe  aux  lumières  indirectes  émanant  de  l'atmosphère. 
L'œil  ne  recevra  des  rayons  directs  ou  indirects  que  ceux 
qui,  après  la  réflexion,  auront  pris  la  direction  du  rayon 
visuel. 

Si  ce  sont  les  rayons  de  reflets  les  plus  intenses  qui  sont 
renvoyés  à  l'œil,  le  plan  paraîtra  très-lumineux  et  d'un 
éclat  uniforme,  et  inversement. 

Aspect  d'une   sphère    polie    éclairée   par   des 

rayons  lumineux  paral- 
lèles, dirigés  dans  une 
direction  unique,  l'œil 
étant  à  l'infini.  —  On  mè- 
ne le  rayon  lumineux  central 
RG,  le  rayon  visuel  CO,  la 
bissectrice  de  leur  angle  CX, 
au  point  de  sortie  de  cetle 
bissectrice  N,  un  rayon  in- 
cident R'N'  sera  réfléchi  sui- 
vant NO',  c'est-à-dire  dans 
la  direction  de  l'œil.  Le  point 
N  sera  le  point  brillant  de 
la  sphère  polie. 

Ce  point  seul  sera  brillant. 
Tous  lés  autres  seront  obs- 
curs et  l'existence  de  la  sphère  ne  se  révélera  que  par  ce  . 
point  brillant. 

Aspect  d'une  sphère  polie ,  éclairée  par  des 
rayons  pat'allèles  venant  de  toutes  les  directions, 
l'œil  étant  à  l'inlini.  —  C'est  le  cas  d'une  sphère  éclairée 
par  la  lumière  solaire  directe  et  par  toutes  les  lumières 
indirectes. 

Chaque  direction  de  rayon  donnera  son  point  brillant. 
Comme  elles  sont  en  nombre  infini,  il  y  aura  de  ces  points 
brillants  sur  toute  la  surface  de  la  sphère;  seulement  ils 
n'auront  pas  le  même  éclat.  Pour  avoir  des  lignes  d'égales 
teintes,  si  nous  admettons,  ce  qui  est  faux,  que  la  variation 
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de  Vangle  d'incidence  ne  modifie  pas  l'éclat  des  rayons 
rèHécWs,  il  faudra  : 

1**  Classer  les  rayons'  indirects  d'après  leur  différence 
d'éclat,  ce  qui  se  ferait  à  l'aide  d'une  courbe  représentative 
analogue  à  celle  que  nous  avons  étudiée  plus  haut  ; 

2^  Grouper  les  rayons  d'égale  intensité.  Us  formeront 
une  série  de  cônes  de  révolution  ayant  tous  pour  axe  le 
rayon  lumineux  direct  ; 

3^  Chercher  sur  la  sphëre  le  lieu  des  points  brillants  des 
rayons  d'égale  intensité.  Pour  une  série  de  rayons  d'égale 
intensité  les  points  brillants  auront  le  même  éclat  et  leur 
lieu  géométrique  sera  une  ligne  d'égale  teinte. 

Lignes  d'égales  teintes  sur  une  splière  parlalte- 

ment  polie.  —  Soit  OS  le  rayon  direct  ;  mu,  mu une 

série  de  rayons  indirects  d'égale  intensité  et  disposés  sui- 
vant les  génératrices  d'un  cône,  dont  l'axe  SO  est  le  rayon 
central  direct. 


Les  points  d'incidence  u^u  se  trouvent  sur  un  cercle  de 
la  sphère,  puisque  les  rayons  d'égale  intensité  forment  un 
cône  de  révolution. 

Soit  OV  le  rayon  visuel,  K  son  point  de  sortie  sur  la 
sphère. 
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Cherchons  le  point  brillant  de  la  direction  mu.  Menons 
la  bissectrice  Oa'  de  l'angle  uOV. 

Le  triangle  uOK  est  isoscële,  puisque  Ot^  et  OE  sont  deux 
rayons  de  la  sphère.  Le  point  a  est  le  milieu  de  la  droite  Eu. 

Si  Ton  prolonge  Oa  jusqu'en  b'  rencontre  avec  la  sphère, 
6'  sera  le  point  brillant  de  la  direction  mu.  Mais  le  lieu  des 
points  a'  est  un  cercle  homothétique  du  cercle  uu',  par  rap- 
port au  point  E.  Le  plan  de  ce  cercle  est  parallèle  au  plan 
du  cercle  uu',  et  situé  à  une  distance  du  point  E,  sortie  du 
rayon  visuel,  qui  est  moitié  de  celle  du  premier. 

Le  lieu  des  points  brillants  b'  sera  donc  dans  Tintorsec- 
tion  de  la  sphère  el  du  cône  ayant  le  cercle  aa'  pour  direc- 
trice et  le  centre  0  pour  sommet. 

Épore.  —  Par  une  rotation,  le  rayon  lumineux  est 
supposé  rendu  parallèle  au  plan  horizontal  et  projeté  à 
l'angle  <p  sur  ce  dernier. 

Soit  OS,  OS'  le  rayon  direct.  Prenons  une  série  de  rayons 
indirects  d'égal  éclat  ;  ils  formeront  un  cône  ayant  OS  pour 
axe.  La  ligne  des  points  d'incidence  sera  le  cercle  ut, 
projeté  horizontalement  en  ligne  droite  et  perpendiculaire- 
ment au  rayon  direct.  Ge  cercle  peut  être  considéré  comme 
l'intersection  de  la  sphère  et  du  plan  vertical  qui  aurait  ut 
pour  trace  horizontale. 

E  est  le  point  de  sortie  du  rayon  visuel. 

Joignons  ^E,  t'E,  uE,  et  prenons  le  milieu  de  ces  lignes; 
nous  aurons  en  t' i  u\  le  cercle  homothétique  du  premier, 
qu'il  faut  prendre  pour  directrice  d'un  cône  ayant  son 
sommet  au  point  0. 

Si  nous  décrivons  la  sphère  ayant  OE  pour  diamètre,  ce 
cercle  u  t'  peut  être  considéré  comme  l'intersection  de  cette 
sphère  par  un  plan  parallèle  au  premier. 

Nous  aurons  donc  les  lignes  de  teinte  en  prenant  la  petite 
sphère  OE;  la  coupant  par  des  plans  perpendiculaires  au 
rayon  lumineux:  prenant  les  cercles  ainsi  formés  pour  bases 
de  cônes  ayant  leurs  sommets  au  centre  de  la  sphère  et 
cherchant  les  intersections  de  ces  cônes  avec  la  sphère  pri- 
mitive. 
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Les  courbes  en  projection  horizontale  seront  des  coniques, 
puisque  ce  plan  de  projection  est  parallèle  à  un  plan  dia- 
métral commun  aux  deux  surfaces. 

Le  calcul  montre  que  toutes  les  lignes  d'égales  teintes 
dans  cette  hypothèse  se  projetteront  horizontalement  suivant 
des  hyperboles  ayant  mêmes  asymptotes. 

La  connaissance  d'un  point  seulement  suffira  pour  les 
tracer  par  points.  On  en  déduira  ensuite  les  courbes  en 
projection  Terticale. 

L'épure  en  projection  verticale  une  fois  faite  en  prenant 
xj/i  pour  ligne  de  terre,  la  sphère  se  présentera  dans  la 
position  ordinaire  d'une  élévation  ;  en  prenant  xjf^  on  la 
verra  en  plan. 
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On  ne  s'étendra  pas  davantage   sur  Tétude  d'une  sphère 
polie  placée  dans   les   conditions  précédentes,  conditions 


ex 


X 


tout  à  fait  en  dehors  de  celles  qui  se  présentent  ordinaire- 
ment. 

Nous  avons  admis  eu  efTet  : 

i°  Que  rincidence  ne  modifiait  pas  Téclat  du  rayon  réflé- 
chi (ce  qui  n'est  pas  exact)  ; 

2®  Que  la  sphère  était  isolée  au  milieu  de  l'atmosphère  et 
placée  très-loin  de  la  terre  ; 

3^  Que  réclat  des  diverses  parties  du  ciel  était  conforme 
à  la  loi  figurée  par  la  courbe  représentative. 

Or  les  nuages  modifieront  cet  éclat,  et  les  objets   qui 
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euloureni  le  corps  poli  viendront  s'y  réfléchir  et  former 


image. 


Lorsque  Ton  voudra,  dans  un  dessin,  rendre  Taspect 
d'un  corps  parfaitement  poli,  on  devra  figurer  à  sa  surface 
les  images  des  objets  environnants.  La  géométrie  donnerait 
le  moyen  de  trouver  ces  images  brillantes;  mais  les  épures 
seraient  fort  compliquées,  et  il  serait  oiseux  pour  un  cas  si 
rare  dans  la  pratique  de  faire  une  pareille  étude.  Il  sera 
préférable,  si  le  cas  se  présente,  d'agir  comme  les  peintres, 
de  faire  poser  le  modèle  et  de  le  copier.  On  remarquera  seu- 
lement que  la  ligne  d'ombre  propre  est  encore  dans  ce  cas 
une  ligne  d'égale  teinte. 

Corps  mi-polis.  — Les  corps  mi-polis  participei^t,  comme 
propriétés,  des  corps  polis  et  des  corps  dépolis. 

Les  lumières  intenses  s'y  réfléchissent  plus  qu'elles  ne 
s'y  diffusent,  et  les  lumières  faibles  font  le  contraire. 

Une  lumière  intense  donnera  donc  lieu  sur  leur  surface 
a  une  image  brillante,  comme  s'ils  étaient  polis.  Nous  cher- 
cherons ce  point  brillant  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus, 
c'est-à-dire  pour  la  bissectrice  de  l'angle  du  rayon  lumineux 
central  et  du  rayon  visuel  central. 

Nous  tracerons  l'ombre  propre  comme  si  la  surface  était 
dépolie  et  nous  adopterons  comme  lignes  de  teintes  une 
série  de  courbes  passant  graduellement  du  point  brillant  à 
la  ligne  d'ombre  propre.  \ 

Épure.  —  Nous  avons  adopté  la  construction  convention- 
nelle suivante,  s'appliquant  à  un  observateur  qui  regar- 
derait la  projection  horizontale.  00'  est  le  centre  de  la  sphère. 
Le  rayon  lumineux  est  rendu  par  une  rotation  parallèle  au 
plan  vertical  et  projeté  à  l'angle  ©  sur  ce  plan. 

Le  point  brillant  situé  sur  le  méridien  de  front. 

Le  rayon  visuel  est  perpendiculaire  au  plan  horizontal. 
On  a  mené  le  rayon  lumineux  NO'  qui  passerait  par  le 
centre.  La  bissectrice  O'S'  a  donné  en  S'S  le  point  brillant. 

L'ombre  propre  est  déterminée  par  le  grand  cercle  M'T' 
perpendiculaire  au  rayon  lumineux. 
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Pour  simplifier,  un  &  pris  pour  lignes  de  teintes  des 
courbes  planes,  mais  c'est  par  pure  convention. 
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On  a  mené  le  plan  tangenl  S'W  au  point  brillant  et  l'on 
a  pris  l'intersection  projetée  tout  entière  en  W  de  ce  plan 
tangent  et  du  plan  d'ombre  propre. 

Les  lignes  de  teinte  seront  les  sections  faites  par  des  plans 
non  plus  parallèles  mais  passant  tous  par  la  ligne  W  per- 
pendiculaire au  plan  vertical. 

Comme  pour  la  sphère  dépolie,  on  a  pris  sept  plans  divi- 
sant Thémisphère  éclairé  en  8  zones. 

A  cet  effet,  l'arc  TS'  a  été  partagé  en  8  parlies  égales. 
Ces  lignes  ont  été  affectées  de  nombres  positifs.  On  a  pro- 
longé le  même  tracé  dans  l'hémisphère  ombré  et  les  lignes 
ont  été  affectées  de  nombres  négatifs. 

On  remarquera  que  dans  une  sphère  polie  ou  mi-polie 
le  point  brillant  est  beaucoup  plus  éloigné  du  contour  appa- 
rent que  dans  une  sphère  dépolie.  Le  contour  apparent  est 
plus  sombre  sur  la  sphère  mi-polie  que  sur  Tautre. 

Échelles  de  teintes.  —  Ayant  tracé  les  lignes  de 
teintes  sur  une  sphère  polie  ou  mi-polie,  il  sera  facile  d'en 
déduire  les  lignes  de  teintes  sur  des  cylindres  ou  sur 
des  cônes  de  révolution  placés  dans  des  positions  quel- 
conques. 

11  suffira  de  circonscrire  à  la  sphère  le  cylindre  ou  le 
cône,  de  déterminer  la  ligne  de  contact^  de  prendre  les 
points  de  rencontre  de  cette  ligne  avec  les  courbes  de 
teintes  et  de  faire  passer  par  ces  points  les  génératrices  des 
cônes  ou  des  cylindres  dont  on  veut  faire  le  lavis. 

Les  échelles  de  teintes  que  nous  adoptons  sont  au  nombre 
de  quinze.  Les  unes  s'appliquent  aux  corps  mi-polis  qui 
sont  ceux  que  l'on  rencontre  le  plus  souvent  dans  le  dessin 
de  machines;  les  autres  aux  corps  dépolis  (pierres,  bois...), 
que  l'on  rencontre  en  architecture  *. 


*  Voir  ces  échelles  dans  Ja  Théorie  des  ombres  et  du  laviSj  leçons  pro- 
fessées à  Vécole  Turgoty  par  J.  PiUei.  Librairie  Delagrave. 
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FORMULE.  .P'AIfPROXiMAT|Q>-  » .  ^n   .  '  :t 

Par  M.  F.  J|çlrii.le^. . 


,1     :,  I'.    -»■' • .     .  r  '», 


«'  :.       î?»J, 


[    I  ■.'-'  '-i    (|    r    ■';)  .  ni  "»■•'(■    "      (*..  1    'L'ci    •>:'!:,!  >.  I 


'    "  ■     1!' .  -.  '  ■  : 


,,.La.foriï^^ile,,dpuJ..il  ya  ^tre  que3tu)»  c^t.  pac^.ç  pafticu- 
IXqv.  à*\xïk^  autre  fprjxiulc.  gèuéralo  ..ci  très-:ancienne,  .puisp 


IÇ] 

pouf  le  cas  de  Ja;  racine  carrée.  \    '  '        .    .  , 

,    Soit  N  =  a*  4-  ce  uu  HomLre  dont.on  connaît  une  valeur 

•    '    •  •  ...      ' I '        I  - 1 -    t.   I  - ■  •  ,  , 

approcjiéç. <iei  la.racipp..,]PQ6ops  \a'^^.ip..=  a  +  ;f.;;  élevons 


Êii  ncgli^eatit'i 'au'  dénoili'rnaltetirj^ffùrài  ;^•^  --:— '  ,-  ei? 

2a 

qui  ,est  ;la  jTroxpiule  4'^pp.roxim.ation  connue. en , arillimétîtjue. 
,Si  i^  su^jLiiU!<?  c^ttp  valeur  appfpchee  à  .la  place  de  5,.  au 
^éuAp^iuçitéur,  J'obUeAi^fai:  P9ur;.^ecpnd^  ,9ppvp;fi^aliojii, 


•"  '  ■'    '•    *     'la  'f^   '^  '  ••    '  4^*:Tlt. "^    '  .,.    •  '»    '  .  .  .  , 

.  Sôil  eTeBreurj-de  oette:Pxprj8çsiQA  de  ;5, .en  «sprte  que  , 

.  Yai  4-  a?  ='a  +      ^    ,        -f  c   •    '  (f) 

on  tire  successivemeul  dQtceilfeîéqi^aiio^^:,.    ,r   i  ,:    ,    ,.  ,. 

r- — ; 4a'  +  3ax 

4a*  -j-  a? 

_  (4a'  4-  X-)  Va'  +  g?  —  (4a»  +  3ax) 

4a»  +  X 
(40»  4-  x)  «  (fl»  +  a?)  —  (4a»  +  3aa?)  a 

(40*  +  a?)  )  (4e^  4*  œ)  va* ."4^  a;  4r  (4a3  4-  Sa»)  (  «  -, 


reconnaître  dans  Taccolaclp  du  dénominateur,  le  cube  de 

AïoyéhtfaW -quW  l'^tfàe^liod  (i)  dévièni  Une  îdlèlnCîté.  të-s 
trois  termes  de  son  second  memfchrè^^erôntclêsîghé'd'aitisi': 
la  racine  approchée,  la  correctioji  çt  Terreur. 

Afin  d'arriver  à  une  limite  supérieure  de  e  plus  simple 
que  son  elf^ression'  resàote,  je  sùp^sèrai^'  J|)0Uf '^vécifaer, 
que  a  est  un  entier  au  moins  légal  à  lo  et  approché  à  une 
demi-unité  près.      ['■  ■ 

:  H^-  caS):  Lb  i^ine  est:  approchée  par^dpfaut/iAiloTS  ^  est 
positif.  En  le  négligeant  au  déçominateur,  dans  l'expression 
de  e,  j'augmente  cette  valeur  et  j'ai  évidêiiinièii.t 

:-;^  cas  :  I*a  racine  e»t  approobéd  par  excès»  Faitsanti  c^bs- 
traction  du  signe  de  x  et  de  celui  de  e,  l'on  a  dans  ce*c<f8 

(4a*  —  x)  (Va'  -^'x    +  af 
ou  bien  sous  une  autre  forme 

de»     . 

3 


■  .1  .  •  * 


e  =  -  -       -       - 


d  i.    A      «    ■ .      \    t»    ■      I     If  »•■•  >—  -->>     *    •   l'jl 


A  la  place  du  rapport  variable  -—  je  puis  metfc^ei  um 

fqi^  .ppur_toute3r -sa,pLu^  grande^  yal,çur..po3aiblq,  c6ri;es7- 
pondant  à  la  plus,  jgran^ç  id.ç  x  par  rapport  à  a,  c.  à  d.  à 

a et  à  la  pMis  petite  de  a,  c.  à  d.  10.  En  définitive, 

41  •  •  t     .       •      •    ^  ,      ' 

. .  •        "      î     ».  1      -1      ' .  •  •  i  •        •  •    ■      ','.;.      ;  •    V.'      • .     •  ■  '    u  I        >  â 

I  .... 

»     .  ■      •  •    «  '  ■  i ,     •  ; .  I  Qf  -iM  -M    *  '  '     1  :  :  •  • .  ■     '  \'    M  ; .  !  *  '      r  ••■.•.  m 

X       '  A,  1    3q 

si  te  trempteoe  j— ^  par  >>  »  """  -^ — '  la      •■ -'^''^g  <feu*  dèr- 
,     .    a*  '  109  .400  ,        . 

Qief;5  facteurs  d!^,dénominûtçur  devieA^^P^jt;  OQ^^M^^i.Çt 
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aussi  petits  que  possible.  J'aurai  alors^  tous  calculs  faits, 

^  ^    28,9a» 
Eq  comparant   cette  limite   à  celle   relative  à  la  racine 
approchée   par  défaut,  on  voit   qu'on  peut  se  borner  à  la 
seconde,  et  même  écrire  plus  simplement,  quel  que  soit  le 
non^bre  des  chiffres  de  a 

ce' 

Je  mels  cette  inégalité  sous  la  forme  suivante 

^  ^    3,5a*    Klâ) 

et  je  remarque  que  est,    à    peu    près,    la    correction 

même  de  la  racine  approchée  ayant,  dans  nos   conditions, 
0,5  pour  plus  grande  valeur.  Ainsi,  quel  que  soit  a,  on  aura 

0,5*     I       o,o36 

^  '^3,5  a«  ""  28  a*  ""      a» 

Soit  n  le  nombre  des  chiffres  de  a  supposé  entier;  en  sorte 

que  a  >   i  o"  -  ^ 

1             'L         ^  o,o36            3,6 
et  par  suite  e  < = , 

^  I02n  -  3  loSn  ' 

OU  plus  simplement,  et  pour  tous  les  cas; 

Donc,  V erreur  de  la  correction  est  au  plus  de  4  unités  de 
r ordre  décimal  2n  à  partir  du  dernier  chiffre  de  la  racine  ap- 
prochée. 

Il  7  a  avantage,  dans  la  pratique,  à  mettre  la  formule  sous 
une  autre   forme,  en  y  remplaçant  x  par  N   —   a*  ;  elle 

devient  alors      VW    =  a  H r-^^ — .    ^^     . 

'        3o"  +  N 

Le  procédé  ordinaire  de  l'extraction  de  la  racine  carrée 
donne  immédiatement  le  moyen  de  former  le  carré  de  la 
racine  approchée.  Tout  comme,  si  Ton  reconnaît  que  la 
racine  approchée  par  défaut  le  serait  à  plus  d'une  demi- 
unité,  il  est  bien  facile  de  modifier  le  résultat  de  manière 
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que  le  nombre  a  soit  la  racine  approchée  par  excès  à  une 
demi-unité  près,  d'en  former  le  carré,  ainsi  que  la  quan- 
tité négative  N  —  a*. 


QUESTION  D'EXAMEN 


On  sait  que  les  trois  systèmes  d'équations  fondamentales 
données  dans  les  cours  de  trigonométrie  pour  la  résolution 
des  triangles  quelconques  peuvent  se  déduire  les  uns  des 
autres,  et  que,  en  réalité,  il  n'existe  que  trois  équations 
entre  les  côtés  et  les  angles;  on  peut  se  croire  en  droit 
d'en  conclure  que,  trois  quelconques  des  six  quantités  pré- 
cédentes étant  données,  on  peut  en  déduire  les  trois  autres. 
Or,  on  sait  par  la  géométrie  que,  si  Ton  se  donne  les  trois 
angles  d'un  triangle,  celui-ci  n'est  déterminé  que  d'espèce, 
mais  non  pas  de  grandeur;  en  d'autres  termes,  les  côtés 
sont  indéterminés,  mais  le  rapport  de  deux  d'entre  eux  au 
troisième  est  connu.  Il  est  donc  utile  de  montrer  qu'il  n'y 
a  pas  contradiction  entre  la  géométrie  et  la  trigonométrie; 
on  pourrait  le  voir  facilement  en  ramenant  tous  les  systèmes 
au  premier,  ou  à  la  proportionnalité  des  sinus  aux  côtés  ; 
il  n'y  a  que  deux  équations  pour  déterminer  trois  quantités 
(car  on  suppose  que  les  angles  donnés  sont  bien  les  angles 
d'un  triangle,  c'est-à-dire  que  leur  somme  est  égale  à 
i8o**).  Mais  on  peut  aussi  chercher  à  démontrer  directement 
sur  l'un  quelconque  des  systèmes  qu'il  est  indéterminé  ; 
c'est  ce  que  nous  allons  faire  ici. 

Pour  cela,  nous  admettrons  comme  une  relation  déjà 
connue  l'égalité  suivante,  qui  a  lieu  entre  les  trois  angles 
d'un  triangle  : 

ces*  A  -f-  cos*  B  +  cos'  G  +  ^cos  A  cos  B  cos  G  =  i 
Considérons  d'abord  le  système 

a  =  6  cos  G  4"  c  cos  B 
b  =  ceosA  +  <»cosG 
c  =  a  cos  B  -|"  ^  cos  A 


—  «8  — 

'  ÎTotts^  votiloris  prduvèi*  qtte  Cfe  èystëme  de  trois  écfaatio'ns 
se  réduit^  à' dètis:;' pour  cela  nous  allons  àivîset  letoïit  par 
rpar  exemple,  il  vient 

=  —  cos  C  -f"  c^s  B 


+  — cos  c 


c  c 

c  c 

I  =  —  COS  B  H cos  A 

c  '     c 


On  tire  facilement  des  deux  premières,  par  élimination, 
les  valeurs  suivantes  :      . 

—  sîn*G  =  cosAcosG+coBB 
,  .  c  '  . 

.  — ^  sin*  G  ==  cos  B  cos  G  +  cos  A= 

.   •  •   .  .  .•■■  -  rP-  ...  •  .  -^    '  -    ' 

En  multipliant. la  troiçième  équation  par  sin'Cj  qui  n'est 

d  h 

pas  nul,  et  remplaçant  —  sin*  C,  — ^  sin*  G  par    les  valeurs 

précédentes  que  nous  avons  déduites  des   deux  premières, 
on  a   sin^G  =  cos'^B  +  cos*  A  +  2çps  A  cos  B  cos  C 

Ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'égalité  fonda^mentale  que 
nous  avons  admise;  on  voit  donc  que  la  troisième  équa- 
tion est  vérifiée  d'elle-même,  ou  qu'elle  est  une  conséquence 
des  deux  autres. 
Gonsidérons  maintenant  le  système 

a*  =  6'  +  ^*  "^  26c  cos  A 
6«  ==  c*  -f"  ^*  —  2cacosB 
c*  =  a*  +  *'  —  2^*  cos  G 
En  ajoutait  lô  troisième   équation  successivement  aux 
deux  premières,  on  obtient  le  système  suivant: 

a  =  &cosG  +  ccosA 
h  =  c  cos  k  -\-  a  cos  B 

c*=  a*  +  ^*  —  2^^  c^s  G 

Des  deux  premières  on  tirera,  comme  précédemincnl. 

.  .■     * 

— •'  sia*G^=cosAcosG4-cosB 
c 

— i-  sin*G=cosBcosC -|-cos  A 
c 


Divisons  les  deux:.jn<QiBbfes:  de  la  troisième  par  c*,  ei 
multiplions   ensuite  v.pdr  si^^  Gf  U  Viendra,  en  remplaçant 

—  sin'  C,  —  sin^C  parles  valeurs  qui  précèdent,  effectuant 

C  c  11'.  «  t 

'  —  ♦  ''•!  't'  ■''  -«.  -r-.' •Tl 

les  calculs,  après  réduction 

^   3in*Q.=î=,  cos*;5.  (»  -rr  cos*'C)  -4-  cos«  A  (i  —  cos*C) 
....   ,    .       ,4r  2C0^  A  çoç  B  cqs.G  (r  -7-  cos?  Ç) 
ce  qui  donne  en  divisant  par  sin'G,  ou  par  son  égal  i — ^^cos^C, 
.  ..     $ia*Q  =  C03*B  +  çps*A+  2Cos  A  cos  B  cos  G. 

Nous  retombons  donc  encore  sur  Tégalité  f^Adamenlale  que 
nous  avons  admise,  les.  conclusions  précédentes  sont  ^onc 
encore  acceptables,  et  paf  suite  on  voit  que  la  trigonométrie 
nous  montre  bien,  comme  la  géométrie,  que,  en  donnant 
les  trois  angles  d'un  triangle,  ou  détermine  son  espèce, 
mais  non  ses  dimeo^ipiï?/ réelle».' <:    •.';)/ 

A.  M. 


I  tfw^^^r^     j  t       ly^^p— ^— y^uT-f^*^^^^^^ 


NOTE  SUR  UN  THEOBEMÈ  D'ARITHMETIOUP 

■■-  ■  ^  Pa^&  Wao^,  tnci9ii>^èv0  àe  racola  FoljyXepIiii^ii^. . 


,'.«♦.,    •  \  ,  «  \.    "     '  ■  ".'  •  «  ■  •  ■  ' 


...Si  uik  ^carré  ^nt^ier  augmenté  ou  dimini^  (Tun  nombre  fair 
donne  un  carre  parfait,  le  premier  carré  augmenté  ou  aiminué 
de  là  moitié  de  ce  nombre  pair  sera  la  sommée  de  dèu/X  carrés. 

'  Les  . deux.' cas  à  ^examiner  ont  une   démonstration   eom- 

mnike  fort  si^ipie*  . 

-L'hypothèse  doaner  !  «j«  ±:  2X  =  K*  (l) 

G©  qu  o!tt  peut  écrire,  «puisque  K,  suivant  le  signe  de  X; 

est  plu^s  grand: 0^- plus. petit  que  x 

,  ,  •  ■  X  ±:  '2\  =  {x  ±  ey 

'  On  voit  immédiatement  que  e  est  pair,  soit'  que  x  soit 
pair,.6Qit  qu0  .a;  soit. impair;  on  peut  donc  écrire 

.  '  ••  <^^i.  21  =■  (x  ±  a*)* 

OU;    -     :  ;  :  i^*?  i?^  =  X*  +  4aa;  4"  4*' 

d'où  >   ..:    '.    .  .  ri^  2X  =  +  4xx  +  4*' 


ou 
ou 
ou  enfin 


—  ^20  — 
±  X  =  ±  2CLX  +  2x' 
ac"  ±  X  =  ce*  ±  2ax  -[-  ^a* 

a?*  ±  X  =r  (a?  +  a)*  4-  **       ^'  ?•  f-  ^• 
Remarque.  —  Si  l'on  fait  a;  =  5 

■ 

X  =    12 

les  deux  équations  comprises  sous  la  double  égalité  (1)  oui 
lieu  à  la  fois  ;  K  =  7  avec  le  signe  plus  et  K  =  i  avec 
le  signe  moins. 

Cela  donne  la  première  solution  en  nombres  entiers  des 
équations  indéterminées 

X*  -{-  2y  =  s"^ 

;r*  —  21/  =  /• 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  Combler,  ingénieur  en  cher  des  ponte  et  chaussées. 

{Suite;  yoiT  tome  II,  page  79.) 


III.  Problème.  —  Déterminer  un  Iriangle  semblable  à  un 
triangle  donnée  et  dont  les  trois  sommets  reposent  sur  trois  cir- 
conférences concentriques  données. 

Solution  irigonométrique. 

Soit  0  le  centre  des  trois  circonférences,  Ok  :=a,  OB  =  b, 

OC  =  c  les  trois  rayons,  a, 
p,  y  lés  angles  du  triangle 
cherché  connus  par  ceux 
du  triangle  donné  auquel 
il  doit  être  semblable.  — 
Pour  fixer  les  idées,  nous 
supposerons  que  le  som- 
met de  Fangle  cl  doit  re- 
poser sur  la  circonférence 
de  rayon  a,  le  sommet  de 
l'angle  p  sur  la  circonfé- 
rence de  rayon  6  et  le  som- 
met de  l'angle    y  sur  la 
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circonférence  de  rayon  c.  Tirons  les  trois  rayons  OA,  OB»  OG 
et  désifpions  respectiyement  par  <^  ei^  les  deux  angles  BGO, 
ACO  dont  la  somme  <p  +  ^  <^oî^  ^^^®  égale  à  y  si  le  centre  0 
est  situé  à  l'intérieur  du  triangle,  et  dont  la  différence  9  — 
^  doit  être  égale  à  y,  si  au  contraire  le  centre  0  est  en 
dehors  du  triangle  à  déterminer.  Nous  aurons  donc  : 

(1)  (p  ±:  ^  =  r 

Si  on  désigne  par  m,  n,  p  les  trois  côtés  du  triangle  opposés 
respectivement  aux  angles  a,  p,  y,  on  a  : 

m      n       p 

sin  a  sin  p  sin  y 

et  si  Ton  représente  par  x  l'une  quelconque  de  ces  trois 
expressions,  les  trois  côtés  m,  n  et  p  seront  exprimés  par  une 
seule  inconnue 

m=^  X  sin  a        n  =  a?  sin  p        p  =  a?  sin  y. 
On  connaît  d'ailleurs  la  signification  géométrique  de  x  ; 
c'est  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  cherché. 

Les  deux  triangles  BGO,  OGA  donnent 
^  i  a^  =  c^  -{-  X*  sin*  p  —  2cx  sin  p  cos  ^ 

j  6«  =  c»  4"  ^*  sin"  a  —  2CX  sin  a  cos  ç 
Il  nous  reste  à  éliminer  9  et  ^  entre  les  équations  (1)  et 
[i),  pour  obtenir  une  équation  qui  ne  renferme  plus  que 
l'inconnue  x. 
L'équation  (1)  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 
cos  y  =  cos  (9  ±  <J/)  =  cos  op  cos  ^  =p  sin  9  sin  ^ 
d'où  ±  sin  9  sin  ^  =  cos  9  cos  ^j^  —  cos  y 

et  en  élevant  au  carré  et  remplaçant  sin*  par  i  —  cos' 
(3)    cos*  <p  -f-  cos*  ^  —  2  cos  9  cos  ^  cos  y  —  sin*  y  =  o. 
Des  équations  (2)  on  tire  : 

ac*  sin*  p  +  c*  —  a*  .        œ*  sin*  a  +  c*  —  6* 

cos  ?  = ■ — -, — cos  += -, 

2CX  sin  p  ^  2CX  sin  a 

Remplaçant  cos  9  et  cos  ^  par  leur  valeur  dans  l'équation 

(3)  on  a  : 

(j5*  sin*  a  +  c*  —  6*)*      ,      (a;*  sin*  p  4-  c*  —  a*)« 

+ 


40*05*  sin*  a  4C*J5*  sin  a  sin  p 

—  sin^  y  =  0 


2(x*  Fin*  a  +  c*  —  6*)  {x*  sin*  p  +  c*  —  o*)        «:  ,    _ 


4C*j;*  sin  a  sin  p 


— i«2l  — 
> ^fin^bbai^iii'Ieç^ déuoiÉB»ài5i!LTS''ël  ordosnaait rpair  Mpporl 


ifi  p  tb^-V)   'ri-  *  - 
sin  p  cos  y)J  (  ' 


—  2a*c'sina(sina^^'feinP(^0S7)r  •  ->''•  -'  '    -'i'vi:"*" 

—  26*c*  sin  p  (sin  p  —  sin  a  cos  y) 
Cette  équation  çst' compliquée^  mais  onidoit  prévoir  que 

Icsatigles  <>  p',.7,jjdoi¥ei;fct  entrer  d'une maiûère  symétrique 
areo  af.|),tôiGtt]5]:ooeriie>éq^ittion  est Susceptible  de  dijapUA^ 
cation.  En  effet  les  trois  angles  a,  p,  y  ne  sont  pas  arbitnaim^s 
puisque  leucisomme-^^st  égala  à  deux  anglesidroits.  En  vertu 
do  cette  "eopâition  «m  démontiicra  eâsément  les  formules  stii- 

sin*  a  +  sin*  p  -^  ;2i€iii  «  âîn-'P  003-7  ta  sin*  y  -^ 
sin   p  •-?»  sin  R  oos.  y^^siu^cosa  .,  ^ 

sin   «  ^^.ain  p  cos  7-=  sin  y  cos  p     > 
et.p^r  jsrviit'e.r.é(iuation;(4;)  devient  :.  ■:.  .,  ,...  . 

:•(.   '.:,'    M,.    .,iar*  sinf  a:S{in*'P  &in?,'Y ''    •.  «'.    ••!•. 

—  20;*  sin  a  sin  p  sin  7(0*  sin  a  cos  a  -j-  6'^  an  p  cos  p  +  c*  sin.y.cojs  y). 
-f  «*siû*a4*fr*»iïi*P4-o*siti*y:-r-3a^&*sitt<?sippcosy         ^ 

—  aa^c*  sin  a  ain  y  cos  ^  -s^  2&*€*  sin  p.siu  y.ces  a 

Cette  équation-est  du  second  ^egré  pan  rapport  à 
a;*  SHi«  sin  ;P  .sin  7.jet  îttii,«ai;tiTO  :r    '.s;.'    -'^    î:  :  ,"»  ' 

'  as*  sin  ».  sin  ^  -sia  y  -    •  .    -       «.   -  1  •     v  ..  ,      ,. 

a*  sin  a  cos  g  -|~  6^  sin  p  cos  3 -4*^*'^^^^  T'<^Q^' T  >.m 
V  Jah^  sin*  a  (ços*  a  — *-  i)  -f- 1*  sin*  f^(cos*  ^  —  0 
I  «     ■  '  .-{r  ç*  siu^  y(cos*  y -i- i) 

4-  2a"26^  sin  a  sin  pfcos  y  4-  pos  a  cos  p) . 
' —  2rt*c*  èin  â  sin  y(cos  P  -f"  cos  a  cos  y)" 
—  26*c^  sin  p  sin  y(cos  a  -f"  cos  p  cos  y) 
mais  la  somme  dés  angles  <z,  p,  y,  ét^nt  égale  à  deux  droits, 
cos:y  -^-  cos  a  cos  p  =  sin. a  sin  p. 
cos  p  ^  co^  *  CiQS  y=  sin. a  sin  y     • 
'  '*     cos  X  +  cos  p  cos  y  ^=:  ,sîn  p  sin  y 


'  / 


— «Bi  — 

En  conséquence  :   -  ir      ^ 

x'  sin  a  sin  ^  sin  y 

,  0^.xe]na,x^\le^9•  que  le  radical  représente  quatre  fois  la 
Sttrfncae  di)^  triajpglet  cpostruit  avec  les  trois  côtés  a  sin  a, 
6  sjLn.^çiV^  piiEL  y;  si.dox^c  Ton  imagine  ce  triangle  construit 
et  qu'on:  désigiiQ  s^  surface  par  S  on  aura  :  . 
(o)'  a;Vsip  01  sin  ,&  sio  .y  3=  a*  sin  a  cos  a  -{-  6*  sin  p  cos  p 
,     r.   .  :•.'..'  +  c*  sin  Y  cos  Y  ±  4S 

Il  est  faqîlô  de.  voir  qu«  x*  sin  a  sin  p  sin  y  représente  le 
double  d^-i^'Sn^ridee  .du.  triangle  cherché. 
'  Re^Qpaa^iau  triangle. ^construit  avec  les  trois  côtés  a  sin  x, 
6  sin  p,  c  sin  y?  et  désignons  par  C  Tangle  opposé  au  côté 
c  sin.  Y  49^9^  <^e  triaa^e.  On  aura- en  vertu  de  théorèmes 
connus  :•.,:., 

c*  sin»  'f  s^  Qr^  sin?  p^  +.^*  sin*  p  —  2a6  sin  a  sin  p  cos  C 
.,  .43;:=:  2a^.çin  %  sin  p  sin  G. 
Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  V^quati^A  ^)t.pa;^^ 

■ 

— : X—r-  eï  Êrtfoù  y  r^mlaicè  4S  et  ^']sin*  y  par  l©s 

sm  a  sin  p         .  .    ,  r  -    - 

valeurs  ci-dessus,  en  remarquant  que 

sin  a  cos  Y  -|-  sin  y  cos  x  =éiti'(a  -j-  y)  =  sin  p 
,..  sin  B  cos  Y  -f-  sin  Y  cos  S  =  sin  (S  +  y)  =^  sin  çt 
cos 'Y  cos  C  qz'sin  y  sin  C"=  cos  Cy  ifc  C) 
on  trouve,*  après  jédujctioB -3  '.".î  ': 
(6)  x\  sin*  Y  =.a*  -f-  &•  —  2a6  cos  (y  ±  C)  *  ' 

Le  côtéoj  sin  y  opposé  à"  l'angle  y  dans  le  triangle  cherché 
est  donc  le  troisième  côté  d'un  triangle,  construit  aveè  les' 
deux  côtés  a  et  6  comprenant  Un  angle  égal  à' y  +  C'  (ou  \ 
r  —  C,  ou  C  -^.>  suivant  que/Q  sera  plus  grand  ou  plus, 
petit  que  y-) 

Le  problème  trigon'ométriq;ue  consistera  donc  à  calculer 
les  angles  A,  B,  G  du  triangle  ayant  pour  côtés  a  sin  a, 
h  sin  p,  c  sin  y>  ^^  ^c  tout  triangle  semblable  à  celuîf-là. 
par  exemple;  àveé  lete  tré&"c6l)6s   -  '    ^         ■;.•/•.: 


••  I  ■ 


a, 
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6  sin  p  c  siii  y 


sin  a  sm  a 

et  de  calculer  le  troisiëme  côté  des  triangles  construits  : 
1**  Avec  les  côtés  a  et  6  comprenant  l'angle  y  +  G  ou  y  —  C; 
2"  Avec  les  côtés  a  et  c  comprenant  Tangle  p  dz  B  ; 
3**  Avec  les  côtés  6  et  c  comprenant  l'angle  a  ±  A. 

Mais  réquation  (6)  va 
nous  fournir  la  solution 
graphique  du  problème. 

Sur  le  ravon  OB,  cons- 
truisons  un  triangle  sem- 
blable au  triangle  donné, 
de  telle  sorte  que  l'angle 
au  centre  BOD  =  y»  l'an- 
gle OBD  =  p,  l'angle  ODB 
=  a. 

Par  le   point  E  oii    le 
rayon    OB    rencontre    la 
circonférence  de  rayon  c, 
menons  EF  parallèlement 
au  côté  OD;  on  aura  : 

0D=    ^"'°P    BD=    ^"'°^ 


sm  a 


sin  7. 


FD  =  BDx4-=    '"'"'^ 

0  sin  a 

Si  donc  du  point  D  comme  centre,  avec  un  rayon  FD  =: 

c  sin  Y 

— : — ^,  on  décrit  une  circonférence  qui  coupe  en  A  et  A',  la 

circonférence  de  rayon  a,  et  qu'on  tire  les  deux  droites  OA, 
OA',  puis  DA  et  DA',  on  aura  construit  deux  triangles  égaux 
DOA,  DOA'  avec  les  trois  côtés 

OA.  =  OA'  =  a,  DA  =  DA'  =  ^^,  OD  =  ^""'.^ 

Sin  oc  sin  x 

lequel  est  semblable  au  triangle  qui  aurait  pour  côtés  a  sin  a, 
b  sin  p,  c  sin  y;  Tangle  DOA  est  donc  celui  que  nous  avons 
désigné  par  C  dans  la  formule  (6),  et  si  l'on  tire  les  lignes 
BA  et  BA'  on  aura  dans  les  triangles  BOA  et  BOA'  : 


—  Ifô- 
AB*  =  a«  +  *>*  —  206  cos  (y  +  C) 
Â^  =  o«  4-  6*  —  200  cos(y  —  C) 
AB  et  A'B  sont  donc  les  deux  valeurs  du  côté  représenté 
par  ce  sin  y. 

Connaissant  le  côté  du  triangle  cherché  reposant  sur- les 
circonférences  de-  rayon  a  et  6,  il  est  bien  facile  de  com- 
pléter la  solution  graphique. 

Cetle  solution  graphique  a  été  indiquée  par  le  résultat  de 
calculs  algébriques.  Il  est  facile  d'en  démontrer  l'exactitude 
par  des  considérations  géométriques  très-simples. 

En  effet,  après  avoir  déterminé  le  côté  BA  par  la  cons- 
truction indiquée  ci-dessus,  faisons  Tan  gle  BOG  =  BDA;  on 

a  :     pT^    =    ^p    =  -r-,  .et  à  cause  de  FD  =  DA  on  a  : 
DA  OE  OC 


BD  OB  OB 

Les  deux  triangles  BOC,  BDA  sont  donc  semblables  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels; 
donc  Tangle  CBO  =  ABD  et  par  conséquent,  l'angle  CBA 

=  OBD  =  S. 

BÛ 
Mais  les  triangles  semblables  BAD,  BOC  donnent    ... 

JjA 

OB 

donc   le  triangle  CBA  est  semblable  au  trian- 


BD 

gle  OBD;  ils  ont  un  angle   égal  compris  entre  côtés  pro- 
portionnels. 

On  montrera  de  même  qu*en  faisant  l'angle  BOC  =  BDA', 
le  triangle  BA'C  est  semblable  au  triangle  OBD  et  par  con- 
séquent au  triangle  donné. 

La  solution  géométrique  est  beaucoup  plus  simple  que  la 
solution  trigonométrique  ;  mais  nous  tenons  à  constater  que 
c'est  cette  dernière  qui  nous  a  conduit  à  la  solution  gra- 
phique, et  que  ce  n'est  qu'après  l'avoir  ainsi  découverte, 
que  nous  avons  pu  en  démontrer  géométriquement  l'exac- 
titude. 

Nous  avons  supposé  que  l'on  prescrivait  quel  était  celui 
des  trois  angles  a,  p,  y  dont  le  sommet  devait  reposer  sur 
chacune  des  trois  circonférences  données  ;  mais  le  problème 


— i'ite — 

dans  sa  généraljité  lOa^^Qt^^porle  pa&ceUe:i^eâ^ictioii.On  peut 
donc  suppo6êr-l« -somnVBit.dû-rî^gle  çç  ^r'te»circonférence 
^eî*éyqn{cr;iP)étalît-suB[te  drfiAfiiotipi^i^ ià^iÇ^(i.y^*b  f>p.  çur 
celle  de  rayon  c,  ce  qui  donne  deux  cas  particuliers^,  ol 
-edmme  àichapun  ifép^iideiit  â0U^  rspl^ltiotncfi  Je.jsq^\i^>^^;  de 
Uangle^rK  rëslatntt  sUr  jla>  CirponCér^çi^ee  d^-4*|^yQi;k  a,il:y,.aura 
ou  pourra  y  avoir  quatre  soluirioto^i:  En  ^siAPppBjant  ;Ie  çpmr 
liieibi  des  angles  ip  et  7iSuDoei$^womTOt.iaur  Jr^jci^confi^rience 
'decHelyon «a,  on'iauira'  \xmi  autr^^:  soUitiqui^,  en^tout^;di}Fuza. . 

Ces  dottze. solutions  pçuyi^nti.  Mre  ioutesi  réaUes,  toutes 
imegindipes^  en  piartielréeUeSt  idD  partie;  i^>9^gmairies»  Par 
ièxem)[xl4^y  ^vëc  rhyppithëseâuivie/daasl^s  (^aloulsjcirdessua, 
il  faut  gjL|*on  puisse  former  i/n  triangle  av^cles  troisî  côtés 
a  siii  a/6  'si'n*,8,'c  sîn  y.  Si  le  triangle  est  impqssiBle'avec  ces 
côtés,  l'hypothèse  adoptée  ne  donnera  lieu  à  aucune  pollu- 
tion. Le  problème  peut  donc  être  susceptible  de  deux, 
•quatre, 'slii^ 'huit,  dixv  dtouBC  soliUions,  ou.,  n'eu  comporter 
^ctttiei ''•'•;■    •:    •  '••   •"'::•  •.'••    >  .(4  suivïvi.)  ^ 
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'.v"i^f    !■  i    '^Ni-i-J'..-.-   ;..'»  TTTmTvr.;;-;;    >I 


'  ..:• 


bissectrice  AD  issues  du  sommet  aiiUî^qûe  kLêffjféfhnJ^desmsgles 

éuppQgons  ïe"'probicïné'  résôtù   et  soit  ABC'  1^  trftirifflè 

âe^a^^^^^^^    .     '     •  ^"/-'-     ■'•'^••'^'    •■'•—   "   -  '-•• 

.*'^*^"-  ^''■^"   •-"■il  •••'i',-;';'  •■•  •  ■  •••  -.II)  j-.-i'A: 

•  ')JjViàgdjB'MDA^0xiéj:ieu<[auiti!if^nglie,AP3;^9t  égalà.P  -j- -p-r; 

de  môme  Tangle  ADB  extérieur  au  triangle  ADG  est  éj^al^ià 

;Ço ^-r^ïï;  par  cpï^séijuçç^ya  f différence,  dô  ces  deu:^  angles 

du  Mb  AI  -^  ÂDB  =±i  B'  «^'^C  tâi'  âtV  D'attiré  part  MDAi+-  ADB 


— >^4Î7  — 

=  i8o",  donc  MDA  =  ■ .  Si  nous  construisons  le 

cercle  circonsi^ritJ  ^W*  ItWiilglé'  ilQtl  '^d  Ufeteeclrice  AD  pro- 
longée passera  par  le  milifiii  A'.de  Tare  BA'C,  il  en  sera  de 
même  de  la  perpendiculaire  élevée  au  point  M  sur  la  droite  BG. 
-Bë  W^k<ft^hs#ékitiïi^^'iVâb*éI>:-''''»^-^J  ^^J^-*  i  —  .05 ^ 
'  '  Sê#  tlMë  -âi^të^lti^fTn'i!é''tr^  '^^n>^iiipoitii  ^Bi^mleonqiie 
menons  une  ligne  I)A  égale  à  la  bisscctrièd'^'fllisâot  arvëc 

a*]/  un  angle  wDÂ  * — r—, \  Dû  point  A,  avec  une  T)uver- 

|}Ar^»dé  'côwpaaéedl^i«'lft'i1iédiajçk^;AMj:déprivoqs.upL  i^r<?  Ae 

...,^i^up.j^oii.t^^;oi- 

•  .j.iM.^leyons.june  per- 
pendiculaire^ (jui 
_^  réiicoûtré"  "AÎ)*'  pro- 
^  longée  en -À';  Cette 
/  'dîrô.îte  MV^^îiifèrme 
le  centré  aU  cefcic 
'  cî'rôbhâbnt  âu'  trlari- 
gi«^  «h«rehé,  puis- 
qu'elle est  perpendi- 
culaire sur  le  milieu!  d^<idiiéioôi:dè<rClé!(ièt])(i^e  devant  également 
se  trouver  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  E  de  AA', 
se  trouvera  à  leur  intersection  0.  Si  donc  de  ce  point  comme 
cenire*'a*Ve^OA''pOtfr  irayon  an"déicri<»iwi»'ciTeonféîrciicie,.Blle 

forment  le  triangle  cherché.  .  ..1.1,,  ,    ,..,    .  j*,  1  ,. ,. 

9otrr*^tt6  Id'  pVoblëmé  soîls  possiMe^  il>£aut  ay^Mtf  AiMji>  AD, 
puisque  dtfiis  ie  -tAa'h'^lë'AÉD^Î^kb^e'^n'  D  éstt'ôHiJbti^s^bl^^ 

Si  AM  =  AD  le  problème  ne  sera  possible  que'  si' lia 
différence  des  angles  à  la  base  est  nulle.  Alois  le  triangle  est 
isosdël'Ci' >-'•''  '  •■••./»"/l  ••  î 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Manceau,  d'Orléans;  Lannes, 
(le  Tarbes;  Hoc,  de  Longwy;  Cordeau,  école  Lavoisier;  Junck,  Vermand,  de 
Saint-QuentiR;  Ea&pilalr£i^  école  iie&  Mineurs,  de  Saint-Etiennej[^Ghavanon, 
de  Lyon;  Atllereiyde  YerMUlQSfiTMart  dii.qg(>Wérae;  iÇt^r^iiçn,  cTu^aVrè. 
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QUESTIONS    PROPOSÉES 


150.  —  Étant  donnés  quatre  points  dans  un  plan,  cens- 
traire  un  carré  dont  les  quatre  côtés  passent  chacun  par  un 
des  points  donnés. 

160.  —  Soit  ABC  un  triangle  dans  lequel  les  deux  bissec- 
trices de  l'angle  en  A  sont  égales.  Démontrer  que  le  cercle 
décrit  sur  BG  comme  diamètre  rencontre  les  côtés  AB  et  AC 
en  deux  points  F  et  Q,  tels  que  GP  =  GQ.  (Launay.) 

161.  —  Gonstruire  géométriquement  un  triangle,  connais- 
sant un  côté,  un  angle  adjacent  à  ce  côté,  et  sachant  que  les 
bissectrices  de  cet  angle  sont  égales.  (Launoy.) 

162.  —  Étant  donnés  deux  points  P  et  P'  à  l'intérieur 
d'une  circonférence,  sur  un  même  diamètre  et  à  égale  dis- 
tance du  centre,  on  propose  de  mener  deux  parallèles  PQ, 
P'Q'  terminées  à  la  circonférence^  et  telles  que  le  trapèze 
PQP'Q'  soit  maximum.  (De  Lonchamps.) 


CORRESPONDANCE. 


M.  d'Ocagne  noas  communique  une  note  se  rapportant  à  deux  articles 
qu'il  nous  a  déjà  envoyés,  et  nous  rappelant  que  la  propriété  quil  a  démon- 
trée pour  l'ellipse  s'applique,  sans  modification,  à  l'Iiyperbole,  et  donne  lieu 
aux  mêmes  conséquences. 

Erratum,  Dans  le  numéro  de  mars,  page  67,  ligoe  4,  il  fout  lire  :  Etant 
contenu  un  nomtfre  exact  de  fois  dans  B,  au  lieu  de  :  Etant  contenu  un 
nombre  eiact  de  fois  dans  R. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 


IIPRimil  CENTRALE  DES  CHEMIMS  DB  FER.  —   A.  COAJX  ET  C«« 
aOB  BElCfeBB,  10,  A   PABlS.   —  5i10-9. 
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NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  ConUer,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 

[Suilê;  voir  page  120.) 


IV.  Problème.  —  Étant  donnés  ks  trois  côtés  d'un  triangle 
a,  b,  c,  on  partage  la  base  a  en  un  point  D  qui  divise  cette  base 
proportionnellement  aux  nombres  m  et  n  ;  on  tire  la  droite  AD  ; 
(m  demande  de  calculer  la  longueur  de  cette  ligne  AD. 

Abaissons  la  perpendiculaire  AF  sur  la  base  FD  et  la 
projection  de  la  ligne  AD  sur  la  base  du  triangle,  et  en 
considérant  successivement  les  deux  triangles  ADC,  ADB, 

on  a  :  6»  =  AD*  +  CD*  +  2CD  X  FD 

c«  =  ÂD*  +  BD*  —  2BD  X  FD 

mais  on  a  -7r?r-  =  —  ;  d'où  BD  X  n  =  CD  X  m 
LD  n 

Multiplions  par  m  les  deux  membres  de  la  première  des 

équations    ci-dessus,  et  par  n  les   deux   membres   de  la 

seconde  et  ajoutons-les  membre  à  membre,  nous  aurons  : 

m6*  -f  ne*  =  (m  +  n)  AD*  +  mCD*  +  nBD* 

^^_              na  ^-.  ma 

mais  CD  =  : BD  = 


m  +  ^  m  -{^  n 


mCD*  =  -r : — rr-  nBD*  = 


(m  +  n)*  (m  -f-  n)* 

mCD*  +  nBD*  = 


-3  mna^ 


m  +  n 

—  mna^ 


d'où         m6«  +  nc^  =  (w  +  n)  AD*  + 

m  ^  n 

et  par  suite  : 
ÂD»  =  — ^^ b^-\-—^ C- 


m  -^  n         '     i?i  +  ^  (m  -{-  n)* 

Supposons  par  exemple  que  BD  soit  le  tiers  de  la  basé  a^ 

CD  les ;  -  ^^    =  —  ,  et   il  nous  faut  faire  dans  la 

3        CD  2 

JOURNAL  DB  MATH.   1879.  9 
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formule  m  =  i,  n  si  2,  et  l'on  a  : 

ÂD*  = 


f  ft'  +  -f  c«- 


a' 


ou 


3AD*  =  6»  +  2C» 5-  a' 


y.  —  Nous  allons  appliquer  cette  formule  à  la  résolution 
du  problème  suivant  : 

Calculer  les  distances  du  centre  de  gravité  â!un  triangle  au 
centre  du  cercle  circonscrit  et  au  centre  du  cercle  inscrit. 

Soient  BG  =  a,  AG  =  6,  AG  =  c  les  trois  côtés  du  triangle, 

D  le  milieu  de  la  base 
BG  =  a.  Le  centre  de 
gravité  est  en  G  sur  la 

ligne  AD  aux  -5-  de  la 

distance  AD  =  a\  à 
partir  du  sommet  A. 

Soit  0  le  centre  du 
cercle  circonscrit,  I  le 
centre  du  cercle  inscrit. 
La  ligne  OG  peut  être 
considérée  comme  une 
ligne  partant  du  som- 
met 0  du  triangle  OAD  et  aboutissant  en  un  point  G  qui 
partage  la  base  AD  =  d  dans  le  rapport  de  i  à  2  et  d'après 
la  formule  du  problème  précédent. 

3ÔG*  ="01*  +  2ÔD*  _  -|-a'»  =  R«  +  2(R«— — )  --| 

en  appelant  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ou 

»  o' 

remplaçant  OD  par  R" et  a'*  par  sa  valeur 


a 


't 


26*  +  2C*  —  a* 


30G 


ou 


_=«--f-x(- 

30G*  =  3R»  - 


26*+   2C' 


-) 


*1 

3 


T 


il 
3 
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ou 

(1)  Ô5»  =  R«  -    ^'  +  ^'  +  ^' 

9 
Le  triangle  lÂD  donnera  de  même  : 

3IG»  =  lA»  +  210» 1-  o» 

3 

=  lE»  4-  EA.»  +  2(IF»  +  FD») 1-  o'«. 

Si  on  désigne  par  r  le  rayon  du  cercle  inscrit,  on  a 

lE  =  IF  =  r. 
Si  Ton  considère  que  2a  4-  2AE  représente  le  périmètre 
2p,  on  aura  ÂE  =  p  —  a. 

De  même  BF  ==p  —  6,  FD  =  BD  —  BF  =  -^ p  -f  6 


2  2  2 

Remplaçant  les  lignes  par  leurs  valeurs,  on  trouve,  toutes 
réductions  faites  : 

(2)     15»  =  r»  +  — -  p» ±-  (oô  4-  oc  -f-  6c) 

Si  par  le  point  0,  on  mène  OH  parallèle  à  la  base,  on 
formera  un  triangle  rectangle  dont  l'hypoténuse  10  sera  la 
distance  des  centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit.  En 
obseryant  que  l'angle  DOC  est  égal  à  l'angle  A  du  trian- 
gle ABC,  on  aura  : 

OD  =  R  cos  A,  IF  =  r 

m  =  r  —  R  cos  A       OH  =  FD  =    ^  ~  ^ 

2 

et  par  suite  on  trouve 

01  =  R«  —  2Rr  +  4Rr  sin*  —  A  +  r«  —  -^ ^^ ^ 

2  4 

or,  on  a  : 

sin»    '    j^^  (P-&)(P-^)^^«^(P-fc)(P-g)(P-^) 

4  4 
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I  a«  —  {b  —  c)* 

donc       4Rr  sin*   A  +  r"  — 


=  (.-«(P-o,[-^-f] 

^         a6c?  afcc  .,  4Rr  a 

or  R  =  — ô—  =  d  ou     -!= =0 

4S  4pr  6c  p 

par  conséquent  

(3)  01*  =  R*  —  2Rr 

Celte  distance  ne  dépend  donc  que  de  la  valeur  des  deux 
rayons  R  et  r. 

Les  formules  (1)  et  (3)  peuvent  se  mettre  sous  une  autre 
forme,  et  les  distances  OG  et  IG  exprimées  en  fonction 
des  deux  rayons  R,  r  et  du  périmètre  2p. 

On  a  :  (a  +  6  +  c)"  =  4p* 

pr*  =  (p  —  a)  (p  —  6)  (p  —  c)  =  p3  —  (a  +  6  +  c)p*  + 

{ab  +  ac  -|-  bc)p  —  abc 
=  —  p*  +  (a6  +  <ïc  +  bc)p  —  abc 

R  = abc  =  4pRr 

4pr 

par  conséquent  : 

pr*  =  —  p'  +  (a&  +  ac  4-  bc)p  —  4pRr 

d'où  fl6  +  ac  +  ^<?  =  P*  +  ^'  +  4^^* 

fli  _|_  6«  -|-  c*  +  2(a6  +  <*^  +  6c)  =  4P* 
d'oîi 

a«  _|-  6*  +  c«  =  4P»  —  2p«  —  2r«  —  8Rr  =  2(p«  —  r«  —  4Rr) 
en  conséquence  les  formules  (1)  et  (2)  deviennent 

OG*  =  R* ^  (p*  —  r«  —  4Rr) 

"ÏG*  =  r«  +  -^  P'  -  -^  (P"  +  ^-  +  4Rr)  =  -i^  p«  + 

—  r" Rr 

9  9 

Posons  OG  =  m    IG  =  n    01  =  ^ 

et  nous  aurons  les  trois  équations  : 

OG*  =  m«  =  R* ^  (p*  —  r«  —  4Rr) 
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15*  =  n«  =  —  (p«  +  5r«  —  i6Rr) 

"ÔP  =  g«  =  R  (R  —  2r) 
Ces  trois  formules  vont  nous  fournir  une  trës-éléganie 
solution  du  problème  suivant. 

VI.  Problème.  —  Étant  donné  sur  un  plan  le  centre  du 
cercle  circonscrit  à  un  triangle,  le  centre  du  cercle  inscrit  et  le 
centre  de  gravité,  construire  ce  triangle. 

Soient  :  G  le  centre  du  cercle  circonscrit. 
I   le  centre  du  cercle  inscrit. 
G  le  centre  de  gravité. 
Si  l'on  désigne  par  m,  n,   q   les  distances   de  ces  trois 
points,  c'est-à-dire  les  côtés  du  triangle  dont  ils  sont   les 
sommets,  en  posant  : 

m  =  CG      n  =  IG      g  =  CI 
si  on  désigne  par  R,  r,  2p  le  rayon  du  cercle  circonscrit, 
celui  du  cercle  inscrit  et  le  périmètre, 
on  aura,  en  vertu  de  formules  précédemment  démontrées  : 

(1)  m«  =  R* ^  (p*  —  r«  —  4Rr) 

(2)  n*  =  J-  (p«  -I-  5r«  —  i6Rr) 

(3)  9*  =  R*  —  2Rr 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  (1)  par  -{-  3 

Ceux  de  l'équation  (2)  par  +  6 

Ceux  de  l'équalion  (3)  par  —  2 

et  additionnons  membre  à  membre  ces  trois  équations  ainsi 
modifiées,  nous  aurons  : 
(4)  3m*  +  6n^  —  2g»  =  (R  —  2?-)» 

Prolongeons  la  droite  IG,  et  prenons  sur  ce  prolonge- 
ment la  longueur  GI'  =  2GI  =  2n,  joignons  CI';  je  dis 
que  Cr  est  égal  à  R  —  2r. 

Eq  effet,  le  triangle  CGI'  donne  : 
cr*=CG*+rG*— 2CGxrGxcosCGr=m«+4n«— 4mncosCGI 
Le  triangle  CGI  donne  à  son  tour 

ç«  =  m'  -|-  n*  +  2mn  cos  CGI' 
et  par  suite         CF*  -f  29»  =  3w«  +  6?i« 
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ou  bien    CF^  =  3m«  +  6n>  —  25»  =  (R  —  2r)* 
donc  Cr  =  R  —  2r 

Décrivons  maintenant  une   circonférence  tangente  à  la 
droite  CI  au  point  I  et  passant  par  le  point  I'  ;  cette  cir- 


conférence va  couper  en  D  le  prolongement  de  la  droite  CI  ; 
je  dis  que  CD  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triaugle 
cherché,  en  même  temps  que  la  corde  TD  est  le   diamètre 
du  cercle  inscrit. 
En  effet,  on  a,  en  vertu  d'un  théorème  connu, 


—  laS- 
CP  ou  7'  =  CD  X  Cr  =  CD  X  (R  —  21) 
mais  l'équation  (3)  donne   j*  =  R  (R  —  2r) 
donc  R  =  CD 

et  l'D  =  R  —  Cr  =  R  —  (R  —  2r)  =  2r 

Si  donc  du  point  C  comme  centre  avec  CD  pour  rayon, 
on  décrit  une  circonférence,  ce  sera  celle  du  cercle  circons- 
crit au  triangle  cherché. 

De  même,  si  du  centre  I,  avec  la  moitié  de  la  corde  FD, 
on  décrit  une  circonférence,  ce  sera  celle  du  cercle  inscrit. 

Nous  allons  maintenant,  par  des  considérations  purement 
géométriques,  compléter  la  solution  de  ce  problème. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  MTQ  le  triangle 
qui  satisfait  aux  conditions  données. 

Si  du  point  C  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  côté 
PQ,  elle  tombera  en  M,  sur  le  milieu  de  PQ,  et  la  droile 
M'M  passera  par  le  centre  de  gravité  G,  où  elle  sera  divisée 

aux  -r-  de  sa  longueur. 

Si  on  prolonge  la  droite  CO  d'une  longueur  GC  double 
de  GC,  on  sait  que  le  point  C  est  le  point  de  concoars  des 
trois  hauteurs  du  triangle  ;  donc  la  droite  M'C  est  perpen- 
diculaire à  PQ  et  par  conséquent  parallèle  à  CM,  et  aussi  à 
IF,  ligne  qui  joint  le  centre  du  cercle  inscrit  au  point  de 
contact  de  sa  circonférence  avec  le  côté  PQ. 

Tirons  la  droite  Cl',  elle  sera  parallèle  à  CI  et  double  de  CI. 

Abaissons .  du  point  I  une  perpendiculaire  IN  sur  CM , 
et  du  point  V  une  perpendiculaire  IN'  sur  CM';  les  deux 
triangles  CIN,  GIN'  seront  semblables,  comme  ayant  leurs 
côtés  parallèles  et  CT  étant  double  de  CI,  IN'  se  trouve  le 
double  de  IN. 

Si  maintenant  on  tire  GN'et  GN,  on  formera  deux  triangles 
Gl'N',  GIN  qui  seront  semblables  comme  ayant  un  angle 
égal  NI'G'  =  NIG  comme  alternes-internes,  compris  entre 
deux  côtés  proportionnels,  l'G  double  de  IG,  IN'  double  de 
IN;  donc  l'angle  NGI  =  N'GI'  et  comme  les  trois  points 
I,  G,  I'  sont  en  ligne  droite,  il  en  est  de  même  des  trois 
points  N',  G,  N  et  GN'  est  double  de  GN. 

Les  droites  M'N'  et  MN  étant  parallèles,  les  deux  triangles 
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GN'M',  6NM  sont  semblables  et  M'N'  est  double  de  NM, 
par  conséquent  double  du  rayon  du  cercle  inscrit  IF,  et  égal 
à  la  corde  FD. 

L'angle  YKG  étant  droit,  le  point  N'  se  trouTe  sur  la 
circonférence  décrite  sur  l'G  comme  diamètre. 

Si  donc  on  décrit  cette  circonférence,  que  par  le  point  C 
on  mène  un  rayon  vecteur  quelconque  qui  la  coupe  en  N', 
et  qu'on  prolonge  ce  rayon  vecteur  d'une  longueur  N'M' 
égale  à  la  corde  TD,  le  sommet  M'  du  triangle  cbercbé  se 
trouvera  sur  le  lieu  géométrique  de  tous  ces  points  M',  et 
comme  il  doit  se  trouver  aussi  sur  la  circonférence  du 
cercle  circonscrit  précédemment  déterminé,  il  se  trouvera 
au  point  de  rencontre  des  deux  courbes. 

Le  lieu  géométrique  déterminé  par  les  rayons  vecteurs 
partant  du  point  G'  et  prolongés  d'une  longueur  égale  à  la 
corde  l'D  au  delà  de  leur  rencontre  avec  la  circonférence 
décrite  sur  CT  comme  diamètre,  avec  Cl  =  q  pour  rayon, 
ne  doit  pas  seulement  contenir  le  sommet  M',  il  doit  con- 
tenir les  deux  autres  P  et  Q  comme  l'indique  la  figure  oîi 
ce  lieu  géométrique  est  représenté  par  un  trait  pointillé. 
Mais  il  suffit  de  tracer  avec  soin  le  lieu  géométrique  dans 
le  voisinage  de  l'un  de  ses  points  de  rencontre  avec  la  cir- 
conférence, un  des  sommets  suffisant  pour  construire  le 
triangle  dont  on  connaît  le  cercle  inscrit  et  le  cercle  cir- 
conscrit. 

On  chercherait  vainement  à  résoudre  graphiquement  ce 
problème  par  l'emploi  exclusif  de  la  ligne  droite  et  du 
cercle,  les  distances  m,  n  et  9,  qui  constituent  les  données 
de  la  question,  sont  toutes  trois  des  fonctions  symétriques 
des  côtés  et  réciproquement.  Donc  toute  équation  qui  pourra 
servir  à  déterminer  l'un  des  côtés  en  fonction  de  m,  n  ci  q 
devra  les  donner  tous  les  trois,  elle  sera  donc  du  troisième 
degré. 

Ce  problème  a  été  choisi  pour  montrer  quels  secours 
peut  apporter  le  calcul  à  la  recherche  des  éléments  d'une 
figure  géométrique,  et  à  la  solution  graphique  d'un  pro- 
blème. 
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NOTE  SUR  LA  DIVISIBILITE 


En  général,  lorsqu'on  veut  chercher  un  caractère  de  divi- 
sibilité par  un  nombre  premier,  les  seuls  nombres  pour 
lesquels  cette  recherche  soit  utile,  on  tâche  de  trouver  une 
puissance  de  lo  qui,  divisée  par  le  diviseur  considéré,  donne 
comme  reste  -f"  ï  o^  —  i.»  ^^  en  déduit  alors  un  carac- 
tère de  divisibilité  analogue  à  la  divisibilité  par  3  ou  par  1 1 , 
en  décomposant  le  nombre  en  tranches  contenant  un  cer- 
tain nombre  de  chiffres,  à  partir  de  la  droite.  Mais  souvent, 
ce  caractère  de  divisibilité  donne  lieu  à  une  recherche 
encore  pénible,  outre  qu'elle  n'est  pas  applicable  pour  les 
nombres  simples,  c'est-à-dire  pour  les  nombres  les  plus 
usuels.  Nous  allons  indiquer,  dans  cette  note,  une  manière 
de  procéder  très-générale,  qui  dans  beaucoup  de  cas  donne 
une  méthode  fort  simple  pour  trouver  le  reste  de  la  division 
par  un  nombre  premier,  et  nous  verrons  comment  on  peut 
appliquer  facilement  cette  méthode  à  la  recherche  de  carac- 
tères de  divisibilité  par  les  nombres  premiers  inférieurs  à  loo. 
Pour  cela,  nous  ferons  usage  des  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Lorsque  le  diviseur  est  de  la  forme 
lop  —  I,  on  divise  les  dizaines  du  dividende  par  p  ;  à  droite 
du  reste  on  écrit  les  unités  du  dividende  ;  on  fait  la  somme  du 
nombre  ainsi  obtenu  et  du  quotient.  Celte  somme  ne  diffère  du 
dividende  que  d'un  multiple  du  diviseur. 

En  effet,  soit  Â  un  nombre  dont  les  dizaines  sont  D  et  les 
unités  Uy  de  telle  sorte  que  Ton  ait  : 

A  =D  X  lo  -|-  u; 
Posons  en  outre  N  =  lop  —  i,  et 

D  =  p^  +  r; 
il  en  résulte    Dx  lo  =  p  X  lo  X  q  -^^  r  'X  lo 
et 

A  =  pXio  X7  +  rX  io  +  u=:(N+i)g  +  rXio  +  tt 
ou  encore        A  =  w.  N  +</►}-  (r  x  lo  -f-  w). 
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Or,  la  partie  entre  parenthèses  se  formera  bien  en  écrivant 
les  unités  du  dividende  à  droite  du  reste  de  la  division  des 
dizaines  par  j);  q  est  le  quotient  de  cette  division. 

Rebiarque.  —  Si  la  somme  g  -f  r  X  lo  +  w  est  supérieure 
à  N,  on  appliquera  encore  la  môme  règle,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  Ton  obtienne  N  ou  un  nombre  inférieur  à  N. 
Dans  ce  dernier  cas^  ce  nombre  sera  le  reste  de  la  division. 

Théorème  II.  —  Lorsque  le  diviseur  est  de  la  forme 
lop  -j-  ^f  on  divise  les  dizaines  du  dividende  par  p  ;  à  droite  du 
reste  on  écrit  les  unités  du  dividende;  on  fait  la  différence  du 
quotient  et  du  nombre  ainsi  obtenu;  cette  différence  et  le  dividende 
donné  ne  diffèrent  que  d*un  multiple  du  diviseur. 

En  effet,  en  prenant  les  mêmes  notations  que  précédem- 
ment, on  aura 

A;=pX  10  Xq-^-rX  10  +u=  (N  —  i)g+r  X  lo-f-w 
ou  A  =  m.  N  —  [q  —  (r  X  lo  u)] 

ou  bien,  si  q  est  trop  faible, 

A  =  mN  +  [(r  X  lo  +  w)  —  q]. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

On  fera  la  même  remarque  que  précédemment;  on  trouve 
comme  reste,  o,  N  ou  un  nombre  inférieur  à  N;  dans  ce 
dernier  cas,  on  aura  le  reste. 

Ces  théorèmes  établis,  nous  allons  pouvoir  indiquer  un 
caractère  de  divisibilité  pour  les  nombres  premiers  infé- 
rieurs à  loo.  Pour  cela,  nous  remarquerons  qu'un  nombre 
premier  est  terminé  par  un  des  chiffres  i,  3,  7  ou  9.  (Nous 
laissons  de  côté,  cela  va  sans  dire,  les  caractères  de  di- 
visibilité simples  connus  pour  2 
et  5). 

Si  le  nombre  est  terminé  par 
9,  nous  appliquons  le  premier 
théorème.  Et,  nous  avons  ainsi  le 
tableau  suivant  : 

Ainsi,  par  exemple,  un  nombre 
sera  divisible  par  59,  si,  en  divi- 
sant les  dizaines  par  6,  écrivant 
les   unités   à  droite  du  reste  et 


N 

P 

19 

2 

29 

3 

59 

6 

79 

8 

89 

9 
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faisant  la  somme  de  ce  nombre  et  da  quotient,  on  obtient  un 
nombre  divisible  par  59. 

Prenons  par  exemple  le  nombre  6077.  Divisons  par  6  les 
dizaines,  nous  aurons  comme  quotient  ici  et  comme  reste 
I  ;  donc  nous  prendrons  ici  -{-17=  118. 

De  même  118  donnera  i  -|-  58  =  Sg.  Donc  118  est  divi- 
sible par  59,  et  par  suite  il  en  est  de  même  de  6077. 

Si  le  nombre  est  terminé  par  i,  on  emploiera  le  second 
théorème,  et  on  pourra  former  le  tableau  suivant. 
Prenons  par  exemple  7747  et  cherchons  si  ce  nombre  est 

divisible  par  61;  divisons  les  di- 
zaines par  6  ;  nous  avons  comme 
quotient  1 29  ;  le  reste  est  o  ;  donc 
nous  prendrons  129  —  7  ou  122. 
Appliquons  la  môme  règle,  nous 
avons  2  —  2=0.  Donc  7747  est 
divisible  par  61. 

Lorsque  le  nombre  premier  n'est 
terminé  ni  par  9,  ni  par  i,  on 
remarquera  qu'il  est  terminé  par  3  ou  par  7  ;  par  suite,  on 
pourra  ramener  au  premier  théorème  en  multipliant  par  3, 
ce  qui  donnera  un  nombre  de  la  forme  \o  p  —  i,  si  le 
nombre  considéré  est  terminé  par  3  ;  ou  bien,  s'il  est  terminé 
par  7,  on  pourra  de  la  même  manière,  par  une  multiplica- 
tion par  3,  avoir  un  nombre  de  la  forme  10  p  -{•  i  ei  on  sera 
ramené  au  second  théorème.  Nous  pourrons  former  les 
deux  tableaux  suivants  : 


N 

P 

3i 

41 
61 

71 

3 

4 
6 

7 

9 

N 

P 

N 

P 

i3 

4 

7 

2 

23 

7 

•7 

5 

73 

22 

37 

11 

83 

25 

67 

20 

On  voit  que  pour  67,  il  suffira  de  diviser  les  centaines  par 
2,  d'abaiser  à  droite  du  reste  les  deux  derniers  chiffres,  et 
d'appliquer  le  second  théorème. 
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Il  nous  reste  encore  quatre  nombres  premiers  inférieurs 
à  loo;  pour  ces  quatre  nombres,  nous  allons  déduire, 
encore,  de  nos  théorèmes  des  règles  très-simples  pour  la 
divisibilité. 

Si  nous  prenons  43,  en  le  multipliant  par  7,  on  obtient 
3oi,  et  alors,  en  appliquant  le  second  théorème,  nous  divi- 
serons les  centaines  par  3  ;  à  droite  du  reste,  nous  abaisse- 
rons les  deux  derniers  chiffres;  nous  ferons  la  différence 
en  Ire  le  nombre  ainsi  formé  et  le  quotient,  et  nous  verrons 
si  cette  différence  est  divisible  par  43. 

Exemple:  7783.  Prenons  le  tiers  des  centaines;  nous  avons 
25,  et  pour  reste  2;  nous  chercherons  la  valeur  de  la  dif- 
férence 283  —  25;  cette  différence  est  258;  en  la  divisant 
par  43  directement,  nous  trouvons  comme  reste  o.  Donc 
7783  est  divisible  par  43. 

Considérons  07;  ce  nombre  est  égal  à  100  —  3.  Si  l'on 
appelle  G  les  centaines  du  nombre,  U  le  nombre  formé  par 
les  dizaines  et  les  unités,  on  a 

A  =  G  X  100  -f-  U  =  G  X  97  +  3  X  G  +  U. 

Donc:  pour  savoir  si  un  nombre  est  divisible  par  97,  on  fait 
le  triple  de  ses  centaines,  et  on  y  ajoute  le  nombre  formé  par 
les  deux  derniers  chiffres;  on  cherche  si  ce  nombre  est  divisi- 
ble par  97. 

Exemple  :  10573 ;  on  a  io5  X  3  =3i5;  prenons  3i5  -|-  73 
ou  388;  on  trouve  de  même  3  x  3  =:  9;  9  -|-  88  =  97. 
Donc  10573  est  divisible  par  97. 

De  môme,  si  Ton  prend  47,  comme  47  X  2  =  94  =  100 
—  6,  on  verra  que:  un  nombre  est  divisible  par  47  lorsque  6  fois 
ses  centaines,  augmentées  dû  nombre  formé  par  ses  deu<c  der- 
niers chiffres  de  droite,  donnent  un  nombre  divisible  par  47. 

Exemple  :  7849.  Ou  a  78  X  6  =  468  ;  468  +49  =  5*7- 

5  X  6  =  3o;  3o  -f-  ^7  =  47- 
Donc  7849  est  divisible  par  47. 

Enfin,  si  Ton  prend  53,  on  a  53  X  2  =  106  ;  donc:  un 
nombre  sera  divisible  par  53  lorsque  la  différence  entre  six  fois 
ses  centaines  et  ses  unités  sera  divisible  par  53. 

Exemple:  885 i.  On  a  88  X  6  =  528;  528  —  5i  =  477; 
4  X  6  =  24;  77  —  24  =  53;  donc  885 1  est  divisible  par  53. 
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Il  serait  facile  d'étendre  l'emploi  des  deux  théorèmes 
donnés  à  la  recherche  du  caractère  de  divisibilité  par  un 
nombre  premier  quelconque;  c'est  seulement  pour  nous 
limiter  que  nous  avons  pris  les  nombres  premiers  inférieurs 
à  100,  nombres  qui  revienneDt  plus  souvent  dans  lapratique, 
et  qui  donnent  lieu  à  des  divisions  assez  simples. 

Il  peut  être  intéressant  de  déduire  de  l'emploi  des  théo- 
rèmes précédents  certains  caractères  de  divisibilité  connus, 
Nous  allons  considérer,  par  exemple,  la  divisibilité  par  3 
et  la  divisibilité  par  i  r. 

Pour  trouver  un  caractère  do  divisibilité  par  3,  nous  mul- 
tiplierons le  diviseur  par  3,  ce  qui  nous  donnera  9,  et  comme 
ici  p  =  I,  on  voit  que  Ton  sera  amené  à  prendre  la  valeur 
absolue  du  nombre  formant  les  dizaines,  et  à  ajouter  à  celte 
valeur  les  unités.  Par  exemple,  si  l'on  a  le  nombre  45Ô78, 
on  sera  amené  à  chercher  si  3  divise  exactement  la  somme 
4567  -{-  8.  Mais,  pour  cela,  je  décomposerai  le  premier 
nombre  4567  de  la  même  manière,  et  je  serai  amené  à 
considérer  456  -|-  7  -j-  8;  en  continuant  de  même  je  trou- 
verai que  :  un  nombre  quelconque  est  un  multiple  de  3  {ou  de  9), 
aug^ntenté  de  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ses  chiffres 
significatifs. 

Si  nous  considérons  11,  nous  verrons,  en  appliquant  le 
second  théorème,  que  nous  devrons  prendre  la  valeur  absolue 
du  nombre  formé  par  les  dizaines,  et  en  retrancher  les 
unités.  Prenons  le  même  nombre  que  précédemment  45678; 
nous  serons  amenés  à  considérer  la  différence  4567  —  8. 
Si  le  chiffre  des  unités  était  inférieur  au  chiffre  des  dizaines, 
on  verrait  tout  de  suite  qu'il  suffirait  de  retrancher  des 
dizaines  du  premier  terme  la  différence  entre  les  unités; 
pour  montrer  qu'il  en  est  encore  ainsi,  je  remarque  que, 
pour  faire  l'opération,  je  prends  la  somme  des  deux  nombres 
(456  —  i)  X  10,  et  10  +  7  —  8.  En  appelant  D  la  diffé- 
rence précédente,  j'ai  donc 

D  =  (456  —  i)  X  10  +  (10  +  7  —  8) 

=  m  II  —  (456  —  î)  4"  (11  —  1  +  7  —  8) 
=  m  II  —  (456  —  7  -f  8) 
En  continuant  de  cette  manière,  on  trouvera  que  :  un  nombre 
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quelconque  est  un  multiple  de  ii,  augmenté  de  Veoccès  de  la 
somme  de  ses  chiffres  d! ordre  impair  sur  la  somme  de  ses  chiffres 
iordre  pair. 

Enfin,  onaiiX9=99  =  loo  —  i.  On  en  conclut  im- 
médiatement que  si  Von  décompose  un  nombre  quelconque  en 
tranches  de  deux  chiffres  à  partir  de  la  droite,  la  dernière 
tranche  pouvant  n*avoir  qu'un  chiffre,  ce  nombre  est  un  mulr- 
tiple  de  II  ou  de  g,  augmenté  de  la  somme  des  valeurs  absolues 
des  tranches.     . 

On  retrouve  ainsi  trois  règles  bien  connues  pour  la  divi- 
sibilité par  9  ou  par  ii. 

A.  M. 


NOTE  DE  GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 

SUR  LA  SECTION  PLANE  DU  CONE  DROIT  A  BASE  CIRCULAIRE 


On  sait  que,  si  on  coupe  un  cône  droit  à  base  circulaire 
par  un  plan,  la  section  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou 
une  parabole;  c'est  cette  propriété  qui  a  fait  donner  à  ces 
courbes  le  nom  de  sections  coniques.  Il  doit  évidemment 
exister  un  certain  nombre  de  propriétés  communes  à  ces 
courbes  et,  en  particulier,  on  doit  pouvoir  en  donner  une 
définition  qui  s'applique  aux  trois  courbes.  Cette  définition, 
que  Ton  donne  seule  en  Angleterre,  est  la  suivante  :  on 
appelle  conique  une  courbe  telle  que  le  rapport  des  distances 
de  chacun  de  ses  points  à  un  point  fixe  et  à  une  droite  fixe  est 
constant. 

On  peut  facilement  démontrer  les  propriétés  générales  de 
ces  courbes  en  partant  de  cette  définition,  et  en  particulier 
le  théorème  qui  va  faire  l'objet  de  cette  note  s'expose  en 
quelques  mots,  et  pour  les  trois  courbes.  Cependant^  je 
me  propose  de  le  démontrer  séparément  pour  chacune  des 
trois  courbes,  en  m'appuyant  exclusivement  sur  les  défini- 
tions connues  et  sur  les  propriétés  que  l'on  démontre  dans 


I 
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tous  les  cours,  en  me  rapportant  au  programme  de  TÉcole 
de  Saint-Cyr.  Le  théorème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 

Si  Von  projette  orthogonaUment  sur  le  plan  de  la  bau  laiecHon 
éCun  cane  droit  à  base  circulaire  par  un  plan^  la  courbe  projec- 
tion a  pour  foyer  la  projection  du  sommet,  ou  le  centre  du  cercle 
de  base. 

Gomme  la  projection  reste  identique  à  elle-même  lorsque 
le  plan  de  projection  se  déplace  parallèlement  à  lui-même, 
nous  prendrons^  pour  plus  de  simplicité  dans  la  démonstra- 
tion, le  plan  de  base  dans  une  position  particulière,  que 
nous  indiquerons  dans  chaque  cas. 

I.  La  section  est  une  ellipse.  —  Je  suppose  le  plan 
sécant  perpendiculaire  au  plan  vertical,  et  le  plan  de  base 

passant  par  le  point  oh  le  plan 
sécant  rencontre  la  génératrice 
de  front.  On  sait  que  ac'  repré- 
sente le  grand  axe  de  Tellipse 
de  section,  et  ac  le  grand  axe  de 
la  projection  sur  le  plan  de  base. 
Pour  avoir  le  petit  axe,  on  prend 
le  milieu  o'  de  ac,  et  par  ce  point 
on  mène  un  plan  horizontal;  il 
coupe  le  cône  suivant  un  cercle 
qui  se  projette  horizontalement 
suivant  le  cercle  sp,  et  le  plan 
sécant  suivant  une  perpendicu- 
laire au  plan  vertical,  dont  la 
projection  horizontale  est  df.  La 
portion  de  cette  droite  comprise 
dans  rintérieur  du  cercle  sp  repré- 
sente le  petit  axe  de  la  projection, 
et  aussi  la  vraie  grandeur  du 
petit  axe  de  la  courbe.  Pour  mon- 
trer que  le  point  s  est  foyer  de 
la  projection,  il  suffit  de  prouver 
que  sd  est  égal  au  demi  grand  axe,  ou  à  ao. 
Dans  le  triangle  aVb'  la  ligne  ob'  est  parallèle  à  ab'  et 
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passe  par  le  milieu  de  ac;  donc  oy  =  a'a;  si,  dans  le  paral- 
lélogramme a'dp'fx.  j'abaisse,  des  deux  sommets  opposés 
0  et  a,  des  perpendiculaires  on  et  awi  sur  les  côtés  paral- 
lèles, il  est  facile  de  voir  que  an  =  mp\  Mais  an  =ao; 
mp  :=  sp  =  sd;  donc  sd  =  ao^  et  le  point  s  est  fojer  de 
Tellipse  dont  le  grand  axe  est  ac  et  le  petit  axe  df. 

II.  La  section  est  une  hyperbole.  —  Je  donne  au 
plan  sécant  et  au  plan  de  base  les  mêmes  positions  que 

dans  le  cas  précédent,  ac 
sera  encore  l'axe  transversc 
de  la  section,  et  ac  l'axe  trans- 
verse de  la  projection.  On 
sait  que  le  lieu  géométrique 
des  projections  du  foyer  sur 
les  tangentes  est  un  cercle 
décrit  sur  l'axe  transversc 
comme  diamètre,  et  que  l'a- 
symptole  est  une  tangente 
,.  dont  le  point  de  contact  est 
à  l'infini.  Il  en  résulte  que 
si  du  foyer  on  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  l'asymp- 
tote, la  distance  du  centre 
au  pied  de  cette  perpendicu- 
laire est  égale  au  demi-axe 
transverse.  Cette  propriété  est 
caractéristique  du  foyer  pour 
un  point  de  l'axe. 

D'après  cela,  cherchons 
les  asymptotes  do  la  courbe, 
asymptotes  qui  se  projellenl 
suivant  les  asymptotes  de  la  projection.  Abaissons  du  point 
s  la  perpendiculaire  sm  sur  l'asymptote  om.  Les  triangles 
semblables  spn^  som  nous  donnent 

om       sn    p'a 

r —  a  r  ab'  ' 

D'autre  part,  si  je  joins  le  point  o'  au  point  a,  la  ligne  ox 
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est  parallèle  à  c'6',  puisque  o'  est  1q  milieu  de  aV,  et  a  le 
milieu  de  a'b\  Donc  les  triangles  a'o'a',  psV  sont  semblables. 


et  ils  donnent 


ou 


a 


r  —  a 


pet. 


%'r"mm^--~.^.^ , 


En  comparant  cette  égalité  avec  les  précédentes,  on  en  tire 
(m  =  a.  Donc  le  point  s  est  le  foyer  de  la  projection  hori- 
zontale de  la  courbe. 

III.  La  section  est  une  parabole.  —  Je  suppose  tou- 
jours le  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical,  et  je  prends 

pour  plan  de  base  un  plan  per- 
pendiculaire à  Taxe,  passant  par 
le  point  où  cet  axe  rencontre  le 
plan  sécant.  Je  vais  démontrer  que 
la  courbe,  en  projection  horizon- 
tale, a  pour  foyer  le  points,  et  pour 
directrice  la  droite  hk.  Pour  cela, 
je  coupe  par  un  plan  horizontal, 
qui  détermine  dans  le  cône  une 
section  circulaire  se  projetant  sui- 
^j,'  vant  un  cercle  de  centre  «,  et  dans 
le  plan  sécant  une  droite  perpen- 
diculaire au  plan  vertical.  Cette 
droite  se  projette  horizontalement 
suivant  dj>,  et  le  point  d  où  elle 
rencontre  le  cercle  précédent,  est 
un  point   de   la  projection  de   la 
courbe.  La  dislance  dk  de  ce  point 
à  la  droite  hk  est  égale  à  r —  am; 
la  distance  sd  est  égale  à  r  —  6  n, 
et  comme  le  triangle  ca6'  est  isoscële,  puisque  c'a  est  pa-  « 
rallële  à  s'a,  il   en  résulte  que  am  =  b'n;  donc  dh  =  sd; 
et  comme  le  point  d  est  quelconque,  on  voit  que  la  courbe 
lieu  des  points  d  est  une  parabole  ayant  pour  directrice  hk 
et  s  pour  foyer. 


Le  théorème  est  donc  démontré  dans  les  trois  cas. 
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CONCOURS  GÉNÉRAUX 


CONCOURS  DE  1864 

Glaase  de  Seooade  ^Sciences). 

On  donne  sur  une  droite  qualre  points  A,  B,  G,  D. 

On  a  AB  »  6o",  BC  «  20-,  CD  =  40-. 

Déterminer  un  point  P  duquel  ces  trois  distances  soient  Tuee  sous  le 
même  angle  et  calculer  la  distance  PI  de  ce  point  à  la  droite  ABGD  et  les 
disUnces  BI,  CI,  PA,  PB,  PC  et  PD. 

—  Transformer  rexpre.>sion 

sin  a;  +  sin  v  4~  ^^^  '  '"*  sin  (x  -{•  y  +  g] 

ces  a?  4-  ces  y  +  CCS  «  +  cos  [a?  4-  y  +  a) 
en  la  rendant  calculable  par  logarithmes. 

Classe  de  Rhétorique  (Sciences). 

Etant  donné  un  parallélépipède  rectangle,  on  détermine  les  centres  de 
toutes  ses  faces  :  ces  centres  sont  les  sommets  d'un  polyèdre  dont  on  demande 
le  volume  et  la  surface. 

~  Etant  donnés  une  droite  indéfinie  AB  et  un  point  fixe  0  sur  cette  droite, 
on  décrit  de  ce  point  fixe  comme  centre  avec  un  rajron  arbitraire,  une  cir- 
conférence de  cercle.  A  partir  de  l'un  des  points  C  où  celte  circonférence 
rencontre  AB  on  porte  sur  cette  droite  et  du  côté  du  centre  une  longueur 
CD  égale  à  une  longueur  donnée,  et  l'on  élève  en  D  une  perpendiculaire 
à  AB.  On  demande  le  lieu  des  points  M  et  M'  où  cette  perpendiculaire 
rencontre  la  circonférence. 

Classe  de  Philosophie. 

Etant  données  les  deux  diagonales  d'un  quadrilatère,  le  construire  de  bçon 
à  lui  donner  la  plus  grande  surface  possible. 

Soient  A  et  B  deux  points  dont  la  distance  est  un  mètre.  De  chacun  de 
ces  points  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  un  mètre  on  décrit  un  cercle. 
Calculer  à  un  centimètre  carré  près  l'aire  de  la  partie  conmiune  aux  surfaces 
des  deux  cercles. 

Classe  de  Math6mati<iaes  ôlémentaires. 

On  donne  un  cercle  et  un  carré  circonscrit  ;  trouver  la  relation  entre 
les  tangentes  des  angles  sous  lesquels  les  deux  diagonales  du  carré  sont 
vues  d'un  point  de  la  circonférence  du  cercle. 

—  Rendre  calculable  par  logarithmes  : 

sin  (a  +  6  —  7)  +8in  («  +  T  —  «)  +«in  (6+  T— «)  — «n  l*  +  Îi+T) 
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PéparUm^nt», 

Etant  donné  an  triangle  ABC,  on  demande  de  mener  par  le  sommet  G 
nne  droite  CD  telle  que  la  somme  des  projections  des  côtés  AC  et  BC  sur 
cette  droite  soit  égale  à  une  longueur  donnée.  Discuter  le  problème. 

Résoudre  le  même  problème  par  la  trigonométrie. 


CONCOURS  DE  1866 

CSlaflsa  dm  Troisième. 

Une  circonférence  de  cercle  tourne  dans  son  plan  autour  d'an  de  ses 
points  et  dans  chacune  de  ses  positions  on  lui  mène  des  tangentes  parallèles 
à  une  droite  fixe  donnée.  On  demande  le  lieu  des  points  de  contact. 

—  Un  terrain  de  60  arpents  de  Paris  a  été  vendu  à  raison  de  3 000  livres 
tournois  l'arpent.  La  valeur  a  doublé  depuis  celte  époque.  On  demande 
d'évaluer  en  francs  sa  valeur  actuelle  et  ce  que  vaut  l'hectare,  sachant  : 

1*  que  80  francs  valent  81  livres; 
3*  que  l'arpent  vaut  100  perches  de  18  pieds  de  côté; 
3*  que  le  pied  est  la  sixième  partie  de  la  toise  ; 
4*  que  10  mUlions  de  mètres  valent  5 130470  toises; 

CSlasse  de  Seconda. 

Étant  donnée  une  équation  du  second  degré ,  on  demande  d'en  former 
une  seconde  qui  ait  pour  racines  les  carrés  des  inverses  de  la  proposée. 

—  On  donne  un  angle  trièdre  à  deux  faces  égales;  on  demande  de  le  coa- 
per  par  un  plan,  de  telle  sorte  que  la  section  soit  égaie  À  un  triangle  équi- 
Jatéral  donné. 

GQaase  de  Rhétorlqae. 

Soit  CD  la  directrice  d'une  parabole,  A  son  sommet,  MN  une  tangente 
quelconque.  On  mène  du  point  A  une  perpendiculaire  AQ  sur  celte  tan- 
gente; on  prend  à  partir  du  point  A  une  quantité  AR  =»  PQ.  Trouver  le 
lieu  du  point  R. 

—  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  sachant  que  le  volume  engendré 
par  ce  triangle  en  tournant  autour  de  son  hypoténuse  est  équivalent  au 

*/~36" 
tolome  d'une  sphère  de  rayon  y  —r-  et  que  la  somme  des  deux  volumes 

engeadrés  par  ce  triangle  en  tournant  successivement  autour  de  chacun  des 
deux  côtés  est  équivalente  au  volume  d'une  sphère  de  rayon  ^21 

Classe  de  Philosophie. 

Baos  un  cube  donné  on  inscrit  une  sphère  et  dans  cette  sphère  on  ins- 
crit un  second  cube.  On  demande  le  rapport  des  volumes  de  ces  deux  cubes. 

Un  bassin  a  la  forme  d'un  prisme  hexagonal  régulier.  Sa  capacité  est  de 
2000  hectolitres;  sa  profondeur  est  i",5o.  On  demande  la  longueur  des 
côtés  de  sa  base. 
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GlaflM  do  Mathèmatiqnas  élémantairas. 

Étant  donnés  une  circonférence  ÂA'BB'  et  un  point  P,  on  mène  par  le 
point  P  deux  sécantes  PAA',  PB'B  qui  coupent  la  circonférence  donnée 
aui  points  A  et  A'  B  et  B'  respectivement. 

Ensuite  on  circonscrit  une  circonférence  à  chacun  des  triangles  PÀB, 
PA'B'.  Ces  deux  circonférences  qui  ont  un  point  commun  en  P,  se  coupent 
en  un  second  point  M. 

Cela  posé,  on  demande  de  trouTcr  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point 
M  quand  on  fait  yarier  Tune  des  deux  sécantes,  PAA',  PB'B. 

DépartomenUr. 

Etant  donné  un  triangle  Isoscèle,  on  demande  le  lieu  des  points  du  plan 
tels  que  la  perpendiculaire  abaissée  de  chacun  d'eux  sur  la  base  du  triangle 
soit  moyenne  géométrique  entre  les  perpendiculaires  abaissées  du  même 
point  sur  les  deux  autres  côtés. 

—  Résoudre  l'équation 

sin  (a?  +  a]  —  sin  [x  —  n]  +  21»  cos*  -i-  =  K 

2 

dans  laquelle  a,  m,  K  sont  des  constantes  données  et  sachant  que 

X  4-  y  =  — . 

2 

Discussion,  —  Quelles  conditions  doivent  remplir  les  constantes  pour  que 

(Ta  — et  y  e  —  soient  des  solutions  de  Téquation. 
4  4 

—  Interprétation  des  racines  de 

or*  4-  &^  +  c  =  o, 
quand  a  converge  vers  zéro. 


CONCOURS  DE  1866 

Classe  de  Troisième. 

Etant  donnés  une  circonférence  et  deux  points  À  et  B  sur  un  même  dia- 
mètre, on  joint  respectivement  aux  points  A  et  B  les  extrémités  P  et  Q  d'un 
diamètre  mobile  PQ;  les  droites  PA  et  QB  ainsi  obtenues  les  coupent  en  un 
point  M. 

On  demande  de  trouver  le  lieu  géométrique  décrit  par  ce  point  M  quand 
on  fait  mouvoir  le  diamètre  PQ. 

Classe  de  Seconde. 

Etant  donnés  une  sphère  et  un  plan ,  on  considère  chaque  point  du 
plan  comme  le  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  la  sphère  et  qui  a  pour 
base,  en  conséquence,  un  petit  cercle  de  cette  sphère. 

On  demande  de  trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  des  petits  cercles 
ainsi  déterminés. 
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damam  de  Rhéiorlqae. 

Bésondn  à  la  manière  des  équations  du  second  degré,  l'équation 

a?*  —  6»  4-  9  sa  4  ^0?*  —  6aj  +  6. 

—  On  a  deui  pjramides  égales  k  bases  carrées  et  dont  les  faces  latérales 
sont  des  triangles  éqnilatéraux.  On  les  assemble  en  faisant  coïncider  leurs 
bases,  et  Ton  oonpe  le  polyèdre  qui  résulte  de  cet  assemblage  par  un  plan 
mené  par  le  milieu  d'une  arête,  parallèlement  à  l'une  des  ftces  qui  abou- 
tissent à  Tune  ou  à  l'autre  des  extrémités  de  cette  arête.  On  demande  la 
forme  de  la  section  plane  ainsi  obtenue. 

GlaMie  de  Philoeophie. 

On  donne  deux  circonférences  G  et  C  et  une  droite  perpendiculaire  à  la 
ligne  des  centres.  Par  chaque  point  P  de  la  droite  D  on  mène  des  tangen- 
tes k  Tune  et  à  l'antre  circonférence,  et  dans  chacune  d'elles  on  joint  les 
points  de  contact. 

Les  deux  cordes  de  contact  ainsi  obtenues  se  coupent  en  un  point  M 
dont  on  demande  le  lieu  géométrique. 

caasse  de  lUthématiques  élémentaires. 

£tant  donné  un  losange  ÀBCD  dans  lequel  la  diagonale  BD  est  égale  à 
chaque  côté,  on  mène  par  le  sommet  C  une  droite  PQ  qui  rencontre  en 
P  et  en  Q  respectirement  les  côtés  AB  et  AD.  On  mène  enfin  les  droites 
PD  et  QB  qui  se  coupent  en  un  point  M. 

Cela  posé,  on  demande  de  trouver  le  lieu  géométrique  décrit  par  le 
point  M  quand  la  droite  PQ  tourne  autour  du  sommet  G. 


CONCOURS  DE  1870 

Glaeee  de  Troisième. 

Étant  données  deux  circonférences  tangentes  extérieurement.  On  mène 
par  le  point  de  contact  A,  dans  les  deux  circonférences,  les  cordes  AB  et 
BC,  perpendiculaires  entre  eUes.  On  joint  par  une  droite  BC  les  extrémités 
de  ces  cordes  et  Ton  divise  cette  droite  en  deux  parties  qui  soient  dans  un 
rapport  donné. 

Lien  des  points  de  division  M. 

—  Le  plus  petit  multiple  de  deux  nombres  est  2, 5 20,  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur  est  35.  Trouver  ces  deux  nombres,  sachant  qne  l'un  d'eux  est 

les de  l'autre. 

9 

daeee  de  Seconde. 

Étant  donné  un  tétraèdre  dont  toutes  les  arêtes  sont  égales,  on  abaisse 
de  Tun  des  sommets  une  perpendiculaire  sur  la  face  opposée  et  l'on  joiii^ 
le  milieu  de  cette  perpendiculaire  aux  trois  autres  sommets.  Démontrer 
que  les  trois  lignes  de  jonction  ainsi  menées  sont  perpendiculaires  deux  à 
deux. 

—  Étant  donnée  une  droite  AB,  trouver  sur  cette  droite  deux  points  de  M 
et  P  tels  que  AM  soit  moyenne  proportionnelle  entre  AP  et  MP  et  que  MP 
soit  moyenne  proportionnelle  entre  MB  et  PB.    (Solut.  algébrique.) 


Classa  da  rhéiorl^inat 

Élant  donné  on  demi-oercle  AB  on  demande  de  trouyer  sur  la  ciieim- 
férence  un  point  M  tel  que  si  Ton  mène  la  tangente  MP  jusqu'à  sa  rencontre 
avec  le  diamètre  prolongé,  qu'on  joigne  le  point  M  au  centre,  et  qu'on  fasse 
ensuite  tourner  la  figure  autour  de  AP,  les  volumes  engendrés  par  le  sec- 
teur AOM  et  par  le  triangle  OMP  soient  entre  eux  dans  un  rapport  donné. 

Classa  da  phlloaophia. 

Un  triangle  équilatéral  ABC  dont  le  cdté  est  a,  tourne  autour  d'une 
droite  MN  située  dans  son  plan  et  parallèle  à  l'un  des  côtés  BC  Quelle  doit 
être  la  distance  des  deux  parallèles  BG  et  MN  pour  que  le  volume  engendré 
par  le  triangle  en  tournant  autour  de  MN  soit  égal  à  quatre  fois  le  volume 
engendré  par  le  même  triangle  tournant  autour  de  son  côté  BC. 

—  Conversion  d'une  fraction  ordinaire  en  fraction  décimale.  —  Cas  où  le 
quotient  est  périodique. 

Classa  da  mathématiqnas  élémantairas. 

On  donne  "une  circonférence  0  et  tin  point  P  dans  son  intérieur.  Par 
ce  point  on  mène  deux  cordes  rectangulaires  quelconques  APC,  BPD.  On 
forme  le  quadrilatère  inscrit  ABCD  en  joignant  les  extrémités  de  ces  cordes. 
On  trace  ensuite  les  tangentes  au  cercle  aux  points  A,  B,  C,  D  ;  les  points 
de  rencontre  de  ces  tangentes  concourantes  forment  un  second  quadrilatère. 

Démontrer  que  ce  second  quadrilatère  A,  B,  C,  D  est  inscriptible  dans 
un  cercle  dont  le  centre  est  sur  la  droite  PO. 

—  Exprimer,  au  moyen  du  rayon  du  cercle  0  et  de  la  distance  OP  et  de 
l'angle  de  l'une  des  cordes  avec  OP,  de  l'angle  APO  par  exemple,  les 
segments  des  cordes,  les  côtes  du  quadrilatère  inscrit,  les  segments  des 
côtés  du  quadrilatère  circonscrit  et  les  sinus  des  angles  de  ce  quadrilatère. 

—  Démontrer  à  l'aide  de«  relations  obtenues,  que  le  produit  des  côtés 
du  quadrilatère  inscrit,  la  distance  des  centres  des  deux  cercles  et  le  rayon 
du  second  cercle  demeurent  inrariables  quand  on  fait  tourner  les  cordes 
autour  du  point  P. 

CONCOURS  DE  1872, 

Classa  da  troisièina 

Étant  donnés  deux  cercles  qui  se  coupent,  on  propose  de  mener  par  l'un 
des  points  d'intersection  A  une  corde  AC  telle  que  la  partie  MC  comprise 
entre  les  deux  circonférences  soit  égale  à  une  ligne  donnée. 

—  Extraire  la  racine  carrée  de  0,69444 et  expliquer  le  résultat  auquel 

on  parvient. 

Classa  da   seconda 

ÉUot  donné  un  parallélipipède  ABCDEFGH  on  mène  les  plans  BDH  et 
CSG  et  la  diagonale  AF  et  l'on  demande  : 

1*  En  quels  points  les  triangles  BDH  et  CEG  seront  rencontrés  par  cette 
diagonale  ; 

2*  Dans  quels  rapports  cette  diagonale  sera-t-elle  divisée  par  les  plans 
de  ces  triangles. 
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—  Le  Toliime  d'un  prisme  est  36"  et  si  Ton  angmeDte  sa  base  de  7^  eo 
diminaant  sa  hauteur  de  i",  le  volume  augmente  de  i2"f. 
Trouver  la  iMoe  et  la  hauteur  du  prisme. 

dassa  de  ithétoriqae. 

Etant  donné  un  cercle,  on  lui  circonscrit  un  pamllélocramme  que  l'on 
fait  tourner  autour  de  l'une  de  ses  diagonales.  On  demande  :  1*  de  lUre 
voir  que  ia  surface  et  le  volume  ainsi  engendrés  sont  proportionnels. 

S*  De  calculer  cette  surface  et  ce  volume.  Connaissant  le  rayon  du  cercle 
et  Taire  du  parallélogramme. 


dmaarn  de  PhUosophie. 

Étant  donnés  un  cercle  0  et  une  corde  ÀB  de  ce  cercle,  on  décrit 
d'un  point  quelconque  M  de  la  circonférence  comme  centre,  un  cercle  tan- 
gent à  AB  et  des  eitrémités  A  et  B  de  cette  corde  on  mène  des  tang<^ntes 
à  la  circonférence  ainsi  décrite.  Lieu  géométrique  des  points  P  où  ces 
cooptes  de  tangentes  se  rencontrent. 

—  Couper  par  un  plan  une  sphère  donnée  de  telle  fiiçon  que  la  snrfeoe 
de  la  calotte  sphérique  détachée  soit  équivalente  à  la  surface  latérale  do 
cône  ayant  même  base  et  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère. 

Caaue  de  Kathématlqaes  élémentaires. 

Un  ballon  a  été  observé  en  même  temps  de  trois  stations  situées  dans 
on  plan  horizontal  et  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle  dont  les  cétés  ont 
des  longueurs  connues.  On  a  mesuré  les  angles  formés  avec  le  i^an  hori- 
zontal par  les  rayons  visuels  dirigés  vers  le  ballon.  —  Déterminer  la  hau- 
teur du  ballon  au-dessus  du  pian  qui  passe  par  les  trois  stations. 

Examiner  en  particulier  le  cas  où  les  stations  senties  sommets  d'un  triangle 
équilatéral. 


ÉLÉMENTS  DE  LA  THÉORIE  DU  LAVIS 

Par  M.  Ptllet,  professeur  de  lavis  à  l'École  Polytechnique. 

[Suite;  voir  page  70.) 


Principe  des  couleurs.  —  Tons  simples  et  purs. 

—  En  peinture,  lorsqu'on  ne  cherche  pas  à  se  tenir  dans 
les  lois  rigoureuses  de  la  physique,  on  admet  trois  couleurs 
simples  que  nous  nommerons  les  tons  simples,  et  qui,  par 
leur  réunion,  formeront  le  blanc  ;  ce  sont  : 

Le  Jaune,  couleur  claire  et  brillante; 

Le  Rouge,  couleur  éclatante  et  demi-claire  ; 

Le  Bleu,  couleur  sombre. 
Le  noir  est  l'absence  de  lumière  ;  ce  n'est  pas  une  cou- 
leur. 
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Lorsque  ces  tons  sont  à  leur  maximum  de  densité  et 
qu'ils  ne  sont  mêlés  ni  de  noir  ni  de  blanc,  on  dit  que 
ces  tons  sont  purs. 

Tons  rabattus,  tons  ôclaircis.  —  S'ils  sont  mêlés 
de  noir,  on  dit  que  les  tons  sont  rabattus  ;  s'ils  sont  mê- 
lés de  blanc,  on  dit  qu'ils  sont  éclaircis. 

Suivant  la  fraction  de  noir  ou  de  blanc  qu'ils  contiennent 
ils  peuvent  être  éclaircis  ou  rabattus  à  i/io,  2/10,  3/io,  etc. 

Tons  composites  de  !<"%  2"  ou  S""  ordre.  —  Si  l'on 
mélange,  par  parties  égales,  les  tons  simples,  on  obtiendra 
les  tons  composites  de  premier  ordre  qui  pourront  être 
rabattus  ou  éclaircis. 

Rouge  et  Jaune  donnent  Orange; 
Jaune  et  Bleu  donnent  Vert; 
Bleu  et  Rouge  donnent  Violet. 
Si  l'on  mélange  un  ton  composite  de  1®'  ordre  avec  le 
ton  simple  qui  en  est  le  plus  voisin,  on  aura  un  ton  com- 
posite de  2^  ordre. 

Orangé  et  Rouge  donnent  Orangé-Rouge; 
Orangé  et  Jaune  donnent  Orangé-Jaune,  etc. 
Les  tons  de  3®  ordre  s'obtiendront  en   mélangeant  l'un 
des  précédents  avec  la  couleur  simple  du  composite  qui 
l'a  voisine. 
Orangé-Rouge etRougedonnentOrangé-Rouge-Rouge,  etc. 

Rosace  de  couleurs  pures.  —  On  trace  un  cercle  :  on 

prend  les  points  situés  au  som- 
met d'un  triangle  équilatéral  et 
l'on  y  place  les  trois  couleurs 
simples. 

Sur  les  points  situés  à  égale 
distance  des  précédents  on  pla- 
cera les  tons  composites  du 
premier  ordre  et  ainsi  de  suite. 

Cette  rosace  a  été  construite 
par  M.  Chevreul  pour  servir  aux 
usages  de  la  manufacture  des 


-183  — 

Gobelins.  Il  a  construit  également  d'autres  rosaces,  donnant 
les  tons  de  la  précédente,  mais  éclaircis  ou  rabattus  à  i/io, 
2/10,  etc.  n  les  a  classés  et  des  lors  il  lui  a  été  facile,  étant 
donné  un  ton  quelconque,  d'indiquer  la  rosace  à  laquelle  il 
appartient  ~^et  la  place  qu'il  y  occupe. 

CoTileurs  complémentaires.  —  Deux  tons  sont  com- 
plémentaires lorsque  par  leur  mélange  ils  donnent  du  blanc 
on  du  gris  non  coloré. 

Si  Ton  admet  que  les  trois  tons  simples  sont  nécessaires 
pour  former  le  blanc,  on  aura  d'une  manière  approchée  tous 
les  tons  complémentaires  les  uns  des  autres,  en  prenant  sur 
la  rosace  des  couleurs  celles  qui  sont  aux  extrémités  d'un 
même  diamètre. 

Le  rouge  a  pour  complément  le  vert. 

Le  jaune  —  le  violet. 

Le  bleu  —  l'orange. 

Couleurs  usuelles.  —  On  ne  trouve  que  très-difScile- 
ment,  dans  le  commerce,  les  couleurs  pures;  elles  sont  tou- 
jours plus  ou  moins  mêlées  à  un  pigment  noir,  de  telle  sorte 
que  si  Ton  mélange  deux  couleurs  complémentaires  on 
n'obtiendra  pas  du  blanc,  mais  du  gris. 

Si,  de  même,  on  mélange  un  jaune  pur  et  un  bleu  pur  du 
commerce,  on  n'obtiendra  pas  un  vert  pur  mais  un  vert  un 
peu  gns  :  c'est  ce  qui  explique  les  efforts  des  fabricants  de 
couleurs  pour  arriver  à  créer  directement  toutes  les  nuances 
des  tons  purs  et  composites. 

Pour  le  dessin  de  machines  et  le  lavis,  on  n'a  besoin  que 
des  couleurs  suivantes  : 

Encre  de  Chine Ombres. 

Ocre  jaune 

Gomme  gutte I  j 

Jaune  indien ^  Jaunes. 

Sépia 

Terre  de  Sienne  brûlée 

Carmin \  Rouges. 

Vermillon 


Bleu  de  Praase 

Indigo \  Bleus. 

Outremer  ou  Cobalt 

Teintes  conventionnelles.  —  Ou  a  adopté,  dans  le 
dessin  de  machines,  les  teintes  conyentionnelles  suiyantes 
pour  rendre  la  coloration  des  principaux  matériaux  que  l'on 
emploie  en  mécanique. 

Composition  des  teintes  conventionnelles. 

-,      ^.,  (  Bleu  de  Prusse iSi^A 

Fer.  tôle,  acier j  ^^^^^  ^^  ^^^^ ,(20 

Bleu  de  Prusse 18 

Fonte l  Encre  de  Chine 4  !  90 

Carmin 4 

Gomme  gutte 18 

Laiton,  bronze \  Carmin i 

Jaune  ind.  si  c'est  poss.      » 

^  .  (  Terre  de  Sienne  brûlée  .    10  i  a^ 

Cuivre  rouge j  (,„^j^  ........    Idi^ 

Ocre  jaune 4 

,.  .                                    .Sépia 4.^ 

^^® ^  Terre  de  Sienne  brûlée  .  10^^ 

Carmin i 

TinRÀiNS  :  —  Sépia  et  Sienne  brûlée  ayec  touches  plus 
intenses  faites  au  pinceau. 

Ouvrages  sr  goupk  :  —  Carmin  trës-étendu. 

Lavis  en  camaïeu.  —  On  nomme  camaïeu  une  pein- 
ture faite  avec  un  seul  ton  (bleu,  rouge  ou  noir).  Un  lavis 
fait  uniquement  à  Tencre  de  Chine  est  un  camaïeu. 

Il  est  facile  de  voir  que  dans  un  pareil  lavis  on  rendra 
d'une  manière  approchée  les  effets  des  couleurs  en  se 
servant  d'une  teinte  très-légère  pour  le  jaune,  puisque  c'est 
une  couleur  claire,  d'une  teinte  plus  accentuée  pour  le  rouge 
et  d'une  teinte  plus  foncée  encore  pour  le  bleu. 

Causes  de  la  couleur  des  objets.  —  Saturation, 
sureaturation,  sous-saturation.  —  Un  objet  éclairé 


par  la  lamière  blanche  nous  parait  coloré,  parce  qne  cette 
lumière  est  décomposée  à  sa  surface.  Une  portion  est  pour 
ainsi  dire  absorbée,  tandis  que  Tautre  est  renvoyée.  Si  le 
rouge  est  absorbé,  le  yert  est  renvoyé.  La  couleur  renvoyée 
est  complémentaire  de  celle  qui  est  absorbée. 

Il  existera  un  instant  où  la  limite  d'absorption  sera  atteinte. 
A  ce  moment,  si  Ton  éclaire  davantage  la  surface,  toute 
la  lumière  blanche  reçue  ne  sera  pas  décomposée:  une 
portion  nous  sera  renvoyée,  et  l'objet  nous  paraîtra  teinté 
de  sa  couleur  propre,  mais  mêlée  de  blanc,  c'est-à-dire 
éclaircie. 

Au  contraire,  si  la  lumière  blanche  éclairante  diminue 
d'intensité,  l'objet  paraîtra  plus  sombre  et  teinté  de  sa  cou- 
leur propre  rabattue. 

Il  y  aura  saturation,  dans  le  premier  cas,  sursaturation 
dans  le  second,  et  sous-saturation  dans  le  troisième. 

Conventions.  —  Orientations  saturées,  sursa- 
turées et  sous-saturées.  —  En  dessin  géoDiétrîque, 
il  nous  faut  un  point  de  départ  défini,  quoique  convention- 
nel. 

Nous  conviendrons  (ju'un  plan  est  à  sa  limite  de  satura- 
tion, c'est-à-dire  à  son  maximum  de  coloration,  ni  teinté 
de  noir,  ni  teinté  de  blanc,  lorsqu'il  est  parallèle  au  plan 
de  la  projection  que  Ton  regarde.  Nous  nommerons  orien- 
tation saturée  celle  qui  correspond  à  cette  position.  Si  le 
plan  se  place  plus  normalement  à  la  lumière,  il  se  sursa- 
ture et  s'éclaircit  ;  s'il  fait  le  contraire,  il  se  sous-sature  et 
se  rabat. 

II  est  facile  de  voir,  en  consultant  les  échelles,  que  sur 
les  surfaces  courbes,  la  zone  saturée,  c'est-à-dire  celle  sur 
laquelle  nous  devrons  trouver  la  couleur  propre  de  l'objet, 
ni  rabattue  ni  éclaircie,  sera  celle  comprise  entre  les  lignes 
de  teintes  n^  4  et  8.  Il  est  très-important  de  retenir  ce 
résultat. 

{A  suivre.) 


r^m^m^m^ 
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BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 


ACADÉMIE  DE  CLERMONT 

NoTembre  1878. 

y*  Série.  —  Établir  les  formales  de  résolution  d'un  triangle  rectiligne  eon- 
naissant  deux  côtés  et  l'angle  compris.  Les  appliquer  à  l'exemple  suiTtnt  : 
a  =  4,73a* ,    b  =  3,6i5.  9,    C  =  65*  3/  6". 

f*  Série.  —  1.  Montrer  que  le  triangle  formé  avec  des  longueurs  inver- 
sement proportionnelles  aux  hauteurs  d'un  triangle  est  semblable  à  œ 
triangle. 

3.  Sachant  que  les  hauteurs  d'un  triangle  sont  égales  à  ao  mètres,  à  i5 
mètres  et  à  12  mètres.  Calculer  la  surface  et  les  côtés  du  triangle. 

S*  Série.  —  Résoudre  2  colg  a?  +  3  tg  a;  =  a. 

Discussion.  —  Application  au  cas  de  a  =  2^ ,  calculer  dans  ce  cas  x  en 
degrés,  minutes  et  secondes. 

FACULTÉ  DE  CAEN 

SaMion  d'avril  1879. 

1*^  stME.  —  Démontrer  qu'une  tangente  à  la  parabole  fait  des  angles 
égaux  avec  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  et  l'axe.  —  Montrer  com- 
ment on  peut  construire  la  directrice  quand  on  connaît  le  fojer  et  le 
point  de  contact  de  la  tangente. 

—  La  durée  moyenne  de  la  révolution  sidérale  de  la  lune  étant  égale  à 
27  jours,  32166,  celle  de  l'année  sidérale  étant  de  365  jours,  264,  on  pro- 
pose de  calculer  en  jours  et.  fraction  décimale  de  jour  la  durée  de  la  révo- 
lution synodique  de  la  lune  et  de  convertir  la  fraction,  décimale  obtenue 
en  heures,  minutes  et  secondes. 

^  SÉRIE.  —  Simplifier   p  [p  ^  a)  +  [p  —  b)  (p  —  c] 

a  +  b  +  e 
pour   p  = 

—  Calculer  la  bissectrice  de  l'angle  A,  connaissant  6,  c  et  le  triangle  étant 
rectangle. 

3*  8ÉAIB.  ^  Étant  donnée  la  somme  des  rayons  de  deux  sphères,  étudier 
les  variations  de  la  somme  de  leurs  volumes. 


FACULTÉ  DE  PARIS 

Session  de  novembre  1878. 

Comment,  en  géométrie  descriptive,  obtient-on  la  distance  d'un  point  à 
une  diuile? 
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—  Trouver  les  exprenions  de  sin  x  et  de  eos  x  en  fonction  de  tg  — . 

2 

On  remarquera  que  ces  expressions  sont  des  fonctions  rationnelles  de 

X 

tg  — .  Pouvait-on  prévoir  ce  fait  à  priori? 

'  Partager  une  droite  donnée  en  deux  parties  proportionnelles  aux  carrés 
de  deux  lignes  données. 

—  On  donne  une  demi-ciroonférence  décrite  sur  AB  comme  diamètre; 
par  le  point  A  et  le  centre  G  on  mène  deux  droites  parallèles  AD  et  CB 
disant  avecle  diamètre  AB  un  angle  x  et  rencontrant  respectivement  la  demi- 
drconférence  aux  points  D  et  E.  On  joint  DE,  BD,  BE  et  Ton  propose  de 
déterminer  l'angle  x  de  façon  que  Taire  du  trapèze  ADEC  soit  le  double 
de  l'aire  du  triangle  BED. 

—  Calculer  le    rayon  de  la  base  et  la  hauteur  h  d'un  c6ne  connaiasant 
•on  volume  représenté  par  -^  «a*  et  sa  snrfiice  totale  représentée  par  «M, 

—  Calculer  la  tangente  de  l'angle  A  d'un  triangle  sachant  que  les  eôtés 
oDt  pour  iongneur  0^7,  dB4,cn5. 

—  Résoodre  sin  â?  -f  sin  y  sa  a. 

cos  X  cos  ]/  =-  6. 

Appliquer  à  o  =» ,  b  =  — •. 

4  4 

—  Le  triangle  ABC  est  rectangle  en  A,  les  côtés  AB,  AC  ont  une  longueur  6. 
Exprimer  en  fonction  de  b  le  volume  engendré  par  la  rotation  du  triangle 
autour  de  AX  situé  en  dehors  du  triangle  et  faisant  un  angle  de  30*  avec  AB. 

—  Le  quadrant  AB  dont  le  centré  est  en  0  est  divisé  ad  point  G  en 
deux  parties  telles  que  la  corde  AC  est  le  double  de  la  corde  CB.  Calculer 

la  tangente,  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'angle  . 

2 

^  Calculer  le  premier  terme  d'une  progression  arithmétique  connaissant 

la  raison  de  celte  progression  et  la  somme  des  n  premiers  termes. 

—  Démontrer  que  le  trinôme  x  —  1  —  x'  est  négatif,  quel  que  soit  x. 

-^  Rendre  calculable  par  logarithmes  la  somme  de  deux  tangentes. 

>-  Etant  donné  un  hémisphère  on  propose  de  le  couper  par  un  plan 
parallèle  à  la  base  de  façon  que  le  volume  compris  entre  le  plan  et  la  sur- 
face sphérique  soit  égal  à  la  demi-somme  des  cônes  ayant  pour  base  commune 
le  cercle  dUnterseclion  et  pour  sommets  le  centre  et  l'extrémité  du  rayon 
perpendiculaire  au  plan. 

—  Etant  donné  un  rectangle  OABC,  par  le  sommet  0  on  mène  dans  l'in-» 
lérieur  du  rectangle  deux  droites  OA',  OB',  rencontrant  respectivement  les 
celés  AC  et  BC  en  A'  et  B'  et  faisant  respectivement  le  même  angle  x  avec 
les  autres  côtés  OA  et  OB.  On  joint  A'  B'.  Déterminer  Tangle  x  de  façon 
que  Taire  du  triangle  OA'  B'  soit  la  somme  des  aires  des  triangles  OAA'  et 
OBB'. 

—  L'angle  yox  est  droiU  On  porte  sur  ay  une  longueur  OB  =>  A.  puis  à 
b  suite  une  longneur  BC  =  m.  Déterminer  la  longueur  OA  sur  ox  de  telle 
sorte  que  les  deux  angles  CAB,  BAO  soient  égaux. 

•—  Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  les  tangentes  de  trois  angles  pour 
que  la  somme  de  ces  angles  soit  égale  à  180*? 


•—  Démontrer  <iae  le  produit  du  plus  petit  oomman  multiple  et  du  plos 
grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  est  égal  au  produit  de  ces  deux 
nombres. 

—  Examiner  la  Tariation  de  la  surface  d'an  trapèze  iaoscèle  circonscrit  à  ane 
circonférence  donnée. 

Indiquer  dans  quel  cas  cette  surfiice  sera  minimum. 

—  Dans  une  circoniérence  de  rayon  r,  on  mène  un  diamètre  AB  et  one 
perpendiculaire  CD  à  ce  diamètre  distante  du  centre  d'une  quantité  d  moindre 
que  r.  Déterminer  les  rayons  des  circonférences  tangentes  aux  deux  droites 
rectangulaires  et  à  la  circonférence  donnée. 

—Etant  donné  un  triangle  rectangle  BAC,  mener  par  le  sommet  del'aDgle 
droit  A  une  sécante  telle  qu'en  abaissant  les  perpendiculaires  CD,  BB 
sur  cette  sécante,  la  somme  des  deux  triangles  ACD,  ABE  soit  égaie  an 
triangle  ABC. 

—  Soit  un  demi-cercle  de  diamètre  AB.  Déterminer  sur  ce  demi-cercle 
un  point  M  tel  qu'en  menant  MN  parallèle  à  AB  et  en  joignant  AM,  oo 
ait  Ml<  =  i  AM.  Prendre  pour  inconnue  l'angle  MOA. 

—  On  donne  un  rectangle  ABCD,  Trouver  sur  la  base  supérieure  un  point 
H  tel  qu'en  le  joignant  au  sommet  A  et  en  faisant  tourner  la  figure  autour 
de  la  base  inférieure  AB,  la  surface  engendrée  par  AM  boit  égale  à  celle 
engendrée  par  CM. 

—  On  donne  l'équation  aa^  +  bx  +  c  =  o^  former  une  équation  qui  aurait 
pour  racines  les  carrés  des  racines  de  la  première.  Si  les  racines  de  la  pre- 
mière sont  réelles,  celles  de  la  seconde  le  sont  aussi.  — La  réciproque  est- 
elle  vraie? 

•—  De  ce  que  sin'  A  «  sin'  B  +  sin'  C,  peut-on  en  conclure  que  le 
triangle  soit  rectangle. 

Session  d'avrU  1879. 

Résoudre  .     a  sïn  x  +  b  sin  y=s  a 

a  cos  X  +  b  cos  y  =  b 

—  On  donne  dans  un  trapèze  isoscèie  les  deux  bases  a  et  6  et  le  côté  c. 
On  demande  la  longueur  de  h  diagonale.  Application  numérique  a  «=  23, 

ft  =  7,  c  =  3. 

—  Etant  doqnés  un  cercle  et  un  diamètre  AB  de  ce  cercle,  on  considère 
le  rectangle  MMPQ  dont  deux  sommets  M  et  N  sont  à  l  intersection  du 
cercle  et  d'une  parallèle  à  AB  et  dont  les  deux  autres  P  et  Q  sont  les  pro- 
jections de  M  et  N  sur  AB.  Déterminer  la  position  de  MN  pour  laquelle  la 
surfoce  de  ce  rectangle  est  maxima. 

—  Quels  sont  tous  les  angles  x  vérifiant  l'équation  cos  ix  ^  tos  xi 

—  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  sachant  que  les  longueurs  des  côtés 
sont  exprimés  par  trois  nombres  entiers  consécutifs  et  que  le  nombre  qui 
mesure  la  surface  est  égal  à  deux  fois  le  nombre  qui  mesure  le  périmètre. 

—  Un  mobile  est  abandonné  sans  vitesse  initiale  sur  un  plan  incliné  tai- 
sant un  angle  de  3o*  avec  l'horizon.  Quel  sera  l'espace  parcouru  au  bout 
d'une  minute?  quelle  sera  alors  sa  vitesse? 

—  Trouver  la  somme  des  termes  d'une  progression  arithmétique  dont  le 
premier  terme  est  a,  la  raison  r  et  dont  le  nombre  des  termes  est  n.  Pour 
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quelle  Talenr  de  a  et  de  r  cette  somme  sera-t-elle  égale  à  «*  qm\  qae 
soit  »? 

—  Résoudre  a  tg  â;  -(-  5  cotg  «  a  c. 

—  ÊUnt  donné  un  triangle  éqailatéral  ABC,  déterminer  l'angle  que  bit 
aTOc  le  eôté  ÂB  =  a  une  droite  ID  menée  parle  sommet  À,  dans  l'intérieur 
du  triangle,  de  manière  que  le  volume  engendré  par  le  triangle  partiel  ABD 
tournant  autour  de  AD  soit  égal  à  4  fois  le  volume  engendré  par  le  trian- 
te AGD  tournant  autour  de  cette  même  droite  AD. 

—  Étant  donné  un  triangle  équilatéral  ABC  de  côté  a,  on  prend  sur  les 
côtés  des  longueurs  AA'  =  BB'  a  GC  s  x.  Quelle  doit  être  relte  longueur 
X  pour  que  l'aire  du  triangle  k'BV  soit  la  moitié  de  l'aire  totale  ABC. 

—  Un  poids  de  10  kilog.  glisse  sur  un  plan  incliné  de  45*  sur  l'horizon, 
en  suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan.  Quel  est  le  travail  ac- 
compli par  la  pesanteur  pendant  que  le  poids  se  déplace  de  A  en  B.  AB  «  a" 

—  Calculer  sin  — ,  cos  — ,  tg  —  connaissant  cosa. 
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—  Etant  donné  un  triangle  de  côtés  a,  6,c,  et  d'angles  A,  B,  C,  démontrer 

d 

que  les  angles  aigus  a;,  y,  %  déterminés  par  les  équations  cos  x  =s  -~— , 

0  +  c 

b  c 

costf  ^ eosj  Bs -— —  vérifient  les  relations 

a  +  c  a  +  b 

X  ii  % 

'«•  —  +'«'  -7-+ v^--' 

X  y         X  ABC 

t«— tg  — tg— =  tg  — ig— tg— . 

—  Étant  donnée  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB  =3  2R  et  la 
taogente  AC  à  Teitrémilé  A  du  diamètre,  on  prend  un  points  sur  le  pro- 
longement du  diamètre  AB,  et  ou  mène  de  ce  point  la  tangente  SC  à  la 
demi-circonférence;  on  demande  de  déterminer  la  distance  AS  de  façon 

que  Taire  latérale  du  cône  engendré  par  la  rotation  du  triangle  SCA  autour 

3 
du  côté  SA  soit  équivalente  à  —  de  l'aire  de  la  surface  engendrée  dans 

celte  rotation  par  la  demi-circonférence. 

—  Déterminer  toutes  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  l'équation  tg  x 
+  Xg  2X  sa  ig  3x. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


163.  —  On  donne  une  droite  AB;  un  point  G  se  déplace 
entre  A  et  B.  Sur  AG  et  BG  comme  diamètres  on  décrit  les 
circonférences  0  et  0'.  On  mène  une  des  tangentes  communes 
extérieures  qui  rencontre  en  P  et  Q  les  tangentes  en  A  et  B. 
On  mène  PO  et  QO',  ces  deux  lignes  se  coupent  en  un  point 
M  dont  on  demande  le  lieu  géométrique.  (Julliard.) 
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164.  —  Construire  Igraphiquement  l'angle  x  donné  par 

3  sio  9  cos  9 

réquation  tgaî=  -= -^ ^ 

^  ®  3  cos*  9  —  I 

ou  9  est  un  angle  donné.  (Launoy.) 

166.  —  6  et  c  sont  deux  côtés  d'un  triangle,  l  et  f  les 
bissectrices  intérieures  et  extérieures  de  Tangle  compris. 
Il  existe  entre  ces  quatre  longueurs  la  relation 

46V  =  l\b  +  c)*  +  n{b  —  c)\  (Launoy.) 

166.  —  On  donne  une  ellipse  dans  laquelle  la  longueur 
du  petit  axe  est  moyenne  proportionnelle  entre  celle  du 
grand  axe  et  la  distance  focale.  Le  centre  du  cercle  inscrit 
au  triangle  formé  par  les  deux  foyers  et  un  point  quel- 
conque de  l'ellipse  partage  la  normale  en  ce  point  en 
moyenne  et  extrême  raison.  {Launmf,) 

167.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  un  côté,  un 
angle  adjacent  et  le  rapport  de  la  surface  de  ce  triangle  à 
celle  du  triangle  formé  par  les  deux  bissectrices  de  l'angle 
donné  et  le  côté  opposé.  Examiner  le  cas  où  ce  rapport  est 
égal  à  2.  (Launoy.) 


Avis,  —  Nous  prions  nos  correspondants  de  vouloir  bien  nous  faire  parvenir, 
le  plus  tôt  possible,  les  sujets  de  composition  donnés  dans  chaque  académie 
au  baccalauréat  es  sciences  à  la  session  d'avril,  ainsi  que  les  sujets  de 
concour:»  académiques,  aussitôt  qu'ils  seront  connus,  ^ious  rappeloas  à 
cepropoique  toute  communication  ne  Taisant  pas  double  emploi  a?ec  un 
sujet  déjà  publié  sur  les  questions  de  concours  ou  d'examen,  tant  au 
baccalauréat  qu  à  l'École  militaire,  qui  nous  serait  envoyé,  serait  accueilli 
avec  ^econuai^sance. 

Nous  devons  rappeler  à  nos  correspondants  les  indications  suivantes  relatives 
à  toute  communication  :  Les  solutions  émanées  de  professeurs  ne  seroat 
pas  insérées  ni  signalées,  à  moins  d'avis  contraire.  —  loute  solution  d'une 
question  doit  être  sur  une  feuille  isolée,  ainsi  que  la  ligure,  que  l'on  pour» 
llxer  à  la  feuille  relative  à  la  solution  correspondante.  Chaque  solution  doit 
être  siguée.  Les  questions  proposées  doiveut,  autant  que  possible,  être 
accompagnées  d'un  aperçu  sur  fa  solution  ;  sont  exceptées  de  cette  condition 
les  questions  de  concours  et  d'examen.  — ËnÛn,  pour  éviter  toute  confusion 
ou  un  oubli  involontaire,  nous  invitons  nos  correspondants  a  vouloir  bien 
suivre,  pour  leur  envoi,  les  indications  mises  sur  la  couverture. 

A.  M. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET, 


IMramXaiB  CENTRALE  DES  CHEMINS  DlTrER.    ^  A.  GHAIX  ET  C'« 
ROB  BIRGÈRB,  kO,  1  PARIS.  —  9148-9. 
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NOTE  DE  MÉCANIQUE  ET  GEOMETRIE 

Par  M.  H.  Ijmeo^,  professeur  eu  Lycée  de  Constantlne. 


Le  problème  suiyant  de  statique,  à  cause  des  notions  de 
cinématique  qu'il  emprunte  pour  sa  solution,  conduit  à  un 
procédé  particulier  de  construction  pour  la  normale  à  l'el- 
lipse et  à  une  détermination  simple  de  son  rayon  de  cour* 
bure.  C'est  surtout  à  ce  point  de  vue  que  la  question  offre 
de  l'intérêt. 


Etant  données  sur  un  plan  vertical  les  traces  OX  et  OT  de 
deux  plans  inclinés  à  Vhorizon  et  perpendiculaires  au  plan 
verticaly  placer  dans  ce  dernier  une  droite  KH  pesante^  homo- 
gène, de  longueur  donnée  1,  de  telle  sorte  qu'étant  posée  par 


JOURIUL  DB  HATK.  1879. 
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ses  deux  extrémités  sur  OX  et  OY,  elle  soit  en  équilibre  en 
faisant  abstraction  du  frottement. 

Soit  KH  la  position  d'équilibre  et  0  l'angle  TOX. 

Élevons  en  K  et  H  les  perpendiculaires  KG  et  HG  à  OK 
et  OH  ;  le  point  G  de  leur  rencontre  est  le  centre  instan- 
tané de  rotation  de  la  droite  EH  considérée  comme  mobile. 

Le  lieu  du  point  G  est  une  circonférence  décrite  du  point 
0  comme  centre,  car  OG  est  le  diamètre  du  cercle  circons- 
crit au  quadrilatère  KOHG  et  il  est  égal  à 

OG  -       ^       -  J— 
"*■  sin  YOX  ~  sin  6 

Si  donc  l  est  constant  il  en  est  de  même  de  OG. 

La  droite  MN  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  de  ce 

quadrilatère  a  aussi  une  longueur  invariable,  car 

ÔK*  +  KG*  +  GH*  4-  H(?  =  p  +  Ji—  +  4MN* 

'  '  '  '    sin  «  6    '    ^ 

et  comme    ÔK*  +  KG*  =  CÔ*  =  GH*  +  S(P 

on  en  tirera  MN  =  —  cotg  6 

Le  lieu  des  milieux  M  de  EH  est  une  ellipse  passant  par 

les  points  G  et  L  tels  que  OG  =  OL  = .  Les  axes  de 

cette  ellipse  sont  dii*igés  suivant  les  bissectrices  des 
quatre  angles  que  forment  les  droites  OX,  OY  et  leurs  pro- 
longements. 

Le  petit  axe  est  égal  à  —  cotg  — 
Le  grand  axe  a  — »  tg  — 

2  ^ 

Le  point  G  centre  instantané  de  rotation  de  la  droite  KH 
est  aussi  celui  de  la  droite  de  longueur  constante  MN  dont 
les  deux  extrémités  N  et  M  glissent  Tune  sur  la  circonférence 

de  rayon  ON  =  —  et  l'autre  sur  l'ellipse  ABA'B',  puisque  CM 

est  normale  à  la  courbe  que  décrit  le  point  M,  c'est-à-dire 
à  l'ellipse  engendrée. 

De  plus,  si  N  tourne  autour  de  0  d'un  angle  infiniment 
petit  <o,  le  même  point  qui  est  le  milieu  de  OG  peut  être 
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considéré  comme  tournanl  du  même  angle  autour  de  G,  mais 
en  sens  inverse.  Pareillement  dans  un  déplacement  infini- 
ment petit  le  point  D  tournera  de  l'angle  o»  autour  de  G 
centre  instantané  de  la  rotation  MN. 

Actuellement  la  condition  d*équilibre  proposée  consiste 
en  ce  que  la  normale  GM  soit  verticale  ou  que  le  milieu  de 
la  droite  HK  se  trouve  au  point  M  de  Tellipse  où  la  tangente 
EF  est  horizontale.  En  effet,  considéroiis  un  déplacement 
virtuel  élémentaire  qui  se  réduit  à  une  rotation  infiniment 
petite  autour  de  G.  Le  travail  virtuel  des  réactions  normales 
de  chacun  des  deux  plans  est  nul  de  lui-même;  le  travail 
du  poids  appliqué  au  milieu  M  de  EH  est  également  nul, 
puisque  le  déplacement  du  point  d'application  est  horizon- 
tal; donc  l'équilibre  a  lieu. 

Le  problème  ne  sera  possible  que  si,  dans  l'angle  ô,  on 
peat  mener  une  tangente  horizontale  à  l'arc  d'ellipse  inter- 
cepté entre  les  deux  côtés  de  cet  angle. 

Conséquences  : 

1.  a  et  6  étant  les  deux  demi  axes  de  l'ellipse,  on  trouvera 

e 


sin 


]f  a  -j-  b  6         ][' 

=  y  ■ ,cos =  V  — 

fa  2         '     a 


sin  0  = 


2  Y  ah 


a  +  b 
1=2  f^y    0G  =  a+6,    ON=î^i^,   MN  =  ^^^ 

On  conclut  de  ees  valeurs  la  construction  suivante  de 
la  normale  çn  M. 
Du  centre  0  de  l'ellipse  décrivons  deux  circonférences  avec 

fl  +  6  et  — — —  comme    rayons  ;    du    point    M  comme 

2 

centre  et  avec  pour  rayon  décrivons   un  arc   de 

cercle  qui  coupe  la  seconde  en  N;   tirons  ONG  et  GM  sera 
la  normale  cherchée. 

IL  Traçons  encore  du  point  0  comme  centre  avec  a  et  6 
comme  rayons  deux  circonférences;  on  aura 
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nN  =  n  N  ==  MN  =  -**""  ^ 


2 

donc  le  triangle  nMn'  est  rectangle. 

Abaissons  de  n  une  perpendiculaire  sur  AA'  ;  soit  M^  son 
point  de  rencontre  avec  Tellipse;  joignons  nM^  et  NM^  (ces 
constructions  ont  été  omises  pour  ne  pas  compliquer  la 
figure).  D'aprës  une  construction  bien  connue  de  l'ellipse, 

l'angle  nMn'  est  droit;  donc 

nn            a  —  b 
NM.  = =  

2  2 

et,  par  suite,  M^  coïncide  avec  M;  en  conséquence  Mn  est 
parallèle  à  AA'  et  yiM  lui  est  perpendiculaire. 

III.  On  en  conclut 

CM    _  ^Or^  ^  ja^ 

MP    ~    n'O    ■"    b 
ou,  si  Ton  pose  CM  =  ^  et  MP  =  n 

p    __    a 

~  ~~ 
Or  on  sait  que  le  rayon  de  courbure  p  est  égal  au  cube 
de  la  normale  divisé  par  le  carré  du  paramètre  *, 


soit  p  = 


n3 


(4)" 


B» 
donc  on  a  aussi  cette  expression  p  =  — ^. 

*  M.  ColligDon,  dans  son  traité  élémentaire  de  mécanique  pour  Teosei- 
gnemeut  élémentaire  spécial,  donne,  par  des  considérations  élémentaires, 
une  expression  du  rayon  de  courbure  de  l'ellipse,  dont  il  est  facile  de 
déduire  1  énoncé  précédent.  En  etTet,  si  j'appelle  p  la  distance  du  foyer  K 
à  la  tangente  en  M,  r  le  ra^on  vecteur  correspondant,  p  le  rayon  de  cour- 
bure, n  la  normale,  M.  Collignon  établit  d*abord  la  formule  suivante 


'  X  (f  )•  -  ^- 


Puis,  il  montre  que  la  projection  de  la  normale  sur  le  rayon  vecteur  est 

constante  et  égale  à  — : 

a 

y 

Mais  on  a  -^  =»    à  :  donc,  on  trouve 

r         —  ' 

n 

=  — ;  d'où  p 


0 


(^r- 
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lY.  Détermination  directe  du  rayon  de  courbure.  ci>  étant 
Tangle  infiniment  petit  dont  se  déplace  N  en  tournant 
autour  de  0  ou  de  G,  soit  <p  Tangle  infiniment  petit  corres- 
pondant dont  se  déplace  M  en  tournant  autour  du  centre 
de  courbure  G. 

Rappelons  que  le  rayon  de  courbure,  comme  celui  d'un 
cercle,  est  égal  au  rapport  d'un  arc  infiniment  petit  de  sa 
circonférence  à  Tangle  des  normales  menées  à  ses  extrémi- 
tés et  que  par  conséquent  l'arc  est  égal  au  rayon  de  cour- 
bure multiplié  par  l'angle  en  question  exprimé  en  parties 
du  rayon;  on  aura  donc,  si  l'on  convient  d'affecter  d'un 
accent  les  positions  simultanées  voisines  des  points  N,  M 
et  G,  GG'  =  OC  X  tt)  =  (a  +  6)01 

RG  X  <p  =  (p  +  p)?  =  GG'  cos  (JCTèH)  =  GG'  cos  5ÏËN 
RM  X  ?  =  fxp  =  CM  X  «  =  pw. 
JG  étant  la  tangente  en  G  à  la  circonférence  UCY,  on  en 

déduira  par  l'élimination  de  GG'  et  du  rapport 

p(p  +  p)  =  p{a  +  6)  cos  MGN; 
or,  le  triangle  MGN  donne 


cos  MGN  = 


d'où  p  = 


B(a  +  b) 
P^ 


ab 

V.  Pour  construire  cette  expression,  remarquons  que  le 
triangle  GMO  et  sa  médiane  MN  donnent  : 

OT  +  p«  =  a«  +  6». 
D'ailleurs  on  a  évidemment  : 

CQ>  +^*  =  jp_4-  MQ)«^+ W  =  (a  +  by 
et  OM^  =  MQ*  +  QO*; 

d'oîi  p  X  MQ  =  ab    et    p  =  -^J^. 

Ce  qui  justifie  la  construction  suivante  : 

Décrivons  du  point  M  comme  centre  avec  CM  ou  ^  comme 
rayon,  l'arc  CI  jusqu'à  sa  rencontre  en  I  avec  UV parallèle 
à  la  tangente  EF,  autrement  dit  avec  le  diamètre  conjugué 
du  rayon  OM  et  au  point  I  élevons  une  perpendiculaire  à 
MI;  cette  perpendiculaire  passera  au  centre  de  courbure. 
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VI.  La  même  figure  sert  à  démontrer  aisément  la  relation 
MP.  MQ  =  b*  facile  à  traduire  en  langage  ordinaire. 

En  observant  que  %ab  =  % on  en  conclut  que  Taire 

de  l'ellipse  est  équivalente  à  celle  du  cercle  de  diamètre  /. 
On  établira  aussi  que  ^  est  moyenne  proportionnelle  entre 
les  rayons  vecteurs  menés   de   M  aux  foyers   de  Tellipse, 
d'oÎL  en  les  désignant  par  r  et  r 

P«  =  rr' 

a 

r7^'  (rr)  ' 

et  par  suite  p  =    -,^    =  r — 

'^  ^  MQ  ab 

on  arrivera  à  cette  égalité  en  considérant  le  triangle  des 

rayons  vecteurs  et  en  appliquant  le  théorème  qui  donne  le 

produit  de  deux  côtés  en  fonction  de  la  bissectrice  et  des 

segments  qu'elle  détermine  sur  la  ligne  des  foyers. 

VII.  Les  projections  de  p  sur  les  rayons  vecteurs  prolon- 
gés sont  constantes  et  égales  à  6.  C'est  ce  que  l'on  déduira 
des  égalités  suivantes,  en  appelant  u  leur  angle 

4C*  =  r*  +  r"  —  2  rr'  cos  u 

r«  +  r'»  =  2ÔM*  +  2G« 
rr'  =p* 

par  suite  fe*  =  p* ■ 

u 
et  6  =  fi  cos  — 

2 

Cette  remarque  permet  de  simplifier  encore  la  construc- 
tion du  centre  de  courbure  en  dispensant  de  tracer  la 
circonférence  UCV  et  en  déterminant  p  au  moyen  de  b  et  d'u. 

Soient  MF,  MF'  les  rayons  vecteurs,  AA'  le  grand  axe, 
OB  le  demi  petit  axe,  0  le  centre  et  M  le  point  considéré 
de  l'ellipse. 

Menons  la  normale  MC  oli  la  bissectrice  de  l'angle  FHF 
=  u;  prenons  MI  =  BO  =  6  et  menons  par  I  la  perpen- 
diculaire IH  à  MI  jusqu'à  ça  rencontre  en  H  avec  l'un  des 
rayons  vecteurs  MF;  on  aura 

»  =.  Mil  e«s  -^      i'oii  M^  ^  K 
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Décrivons   du  centre  M  avec  MH  pour  rayon  l'arc  HK 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  parallèle  GOL   à  IH;  enfin 


élevons  KG  perpendiculaire  à  ME  et  le  point  G  sera  le  centre 
de  courbure. 

Nota  (flg.  1).  —  Si  l'OD  prend  MC  =3  MC  »  p  on  aura  OC  parallèle  h 
MN  et  double  de  celte  ligne.  Donc  le  lien  du  point  C  est  une  circonférence 
ayant  son  centre  en  0. 

D'où  ce  résultat  : 

Si  sur  les  normales  à  Tellipse  on  prend  à  partir  du  point  M  de  part  et 

d'autre  des  longueurs  égales  à  ^rr*  ,  le  Heu  des  extrémités  de  ces  droiles 
sproDt  deux  circonférences  concentriques  ayant  pour  rayons  a  +  6  et  a  —  d. 
La  circonférence  décrite  sur  CC  comme  diamètre  est  donc  celle  qui  con- 
tient le  point  I  et  sa  langenta  en  I  passe  par  le  centre  de  courbure  R. 


VARIATION  DU  TRINOME 


i.   Avant   d'étudier  cette  variation,   résumons   celle   du 
trinôme  ax*  -f"  ''^  +  ^'  ^I  P®^'  ^®  mettre  sous  la  forme 

# + 4)' + ^  -  '■ 

et  Von  voit  que,  œ  variant  de  —  00  à  — ,  puis   de 


•     J' 
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^ à  +  00 ,  le  tnnôme  vane  de  ±:  oo  a 


2a        '  4a 

puis  de  -^^ — "^ à  ±  00 ,  Tinfini  ayant  le  signe  de  a. 

4a  ^ 

Le  trinôme  prend  les  mômes  yaleurs  pour  x  = « 

et  fl^  = h  a.  Si  a  est  positif,  le  trinôme  a  pour 

2a 

A.QC  "^^   b^ 

minimum  — ;  si  a  est  négatif,  cette  même  quantité 

4a 

est  le  maximum  du  trinôme  ;  le  minimum  est  négatif,  nul 

ou  positif,  suivant  que  les  racines  sont  réelles  et  inégales, 

égales  ou  imaginaires;  c'est  le  contraire  pour  le  maximum. 

Le  trinôme  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 

a{x  —  x)  (x  —  x")y 
œ'  et  x"  étant  ses  deux  racines.  Cette  décomposition  fait 
Yoir  immédiatement  que  la  valeur  du  trinôme  est  de  même 
signe  que  a,  excepté  quand  x  est  compris  entre  les  deux 
racines,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  quand  elles  sont  réelles 
et  inégales.  C'est  ce  qu'on  peut  également  conclure  de  la 
première  décomposition. 

Considérons  maintenant  le  trinôme  ax^  -f-  bx*  -{-  c. 

2.  Commençons  par  remarquer  que  le  trinôme  prend  les 
mêmes  valeurs  pour  a?  =  —  a  et  pour  a;  ^  -|-  a  ;  en  sorte 
que  X  variant  de  —  00  à  o,  le  trinôme  prend  les  mêmes 
valeurs  que  quand  x  varie  de  -4-  00  à  o. 

3.  Le  trinôme  peut  s'écrire  a(x^  -\ x*  -] )  . 

4«  Si  —  est  positif,  le  facteur  x^  -A x*  -A est 

a  ^  ^     a         ^   a 

constamment  croissant  avec  la  valeur  absolue  de  x;  par 
conséquent,  x  variant  de  —  00  à  o  et  de  o  à  -f~  ^  >  <^®  ^' 

c 
nôme  diminue  constamment  de  4~  ^  ^  —  »    puis    aug- 

a 
/• 

mente  constamment  de à  -4-  o^ô  il  a  donc  seulement 

a         ' 

un  minimum  égal  à  — .  En  multipliant  par  a  toutes  les 
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valeurs  que  prend  ce  trinôme,  on  aura  celles  du  trinôme 

aa^  4~  '^  ~f~  ^y  donc,  quand  a  et  6  sont  positifs,  x  yariant 

de  —  00  à  o,  et  de  0  à  4~  <^  9 

le  trinôme  yarie  de    -|-  oo  à  c,  et  de  c  à  -|-  <^  ; 

et  quand  a  et  b  sont  négatifs,  x  yariant 

de  —  00  à  o,  et  de  o  à  -|-  00, 

le  trinôme  yarie  de         —  oo  à  c  et  de  c  à  —  oo . 

Dans  le  premier  cas  c  est  un  minimum,  et  dans  le  second 
cas  c  est  un  maximum. 

2*  Si  —  est  négatif,  on  sait  que  a?*  yariant  de  -j-  oo  à 
,  le  trinôme  (a?*)*  +  —  (^*)  -I décroît    cons- 

tamment  de  +  oo  à -^--- — r ,  et  que  x*   décroissant  à 

6 
partir  de  — ,  le    trinôme   ya    constamment  en  crois- 


_oo  à  —   Y  — 


sant;  donc  x  yariant  de  —  oo  à  —  y ,    le  trinôme 

r  2a 

x^-\ ce*  H décroîtra  d'abord  de  +  <»  ^  -^- — ; » 

^    a         *    a  '  4a" 

puis  X  yariant  de  —  y à  o,  le  trinôme  croîtra  de 

f         2a 

A  no.  ^— >  o^  c 

à  — ;  et  X  yariant   de  o  à  +  oo,  le  trinôme 


4a*  a 

repassera  par  toutes  les  yaleurs  précédentes. 

En  multipliant  par  a  ces  deux  séries  de  yaleurs,  on  aura 
celles  du  trinôme  ax^  -{-  ba^-}~  ^j  ^^^^  lorsque  a  est  positif 
et  6  négatif,  x  yariant  de 


_  00  à  —  y^— 


2a 


et  de  —  y à  o, 

r         2a 

le  trinôme  yarie  de  4-  00  à   -^ — — — 

*  j                           4ac  —  6«    . 
et  de  --^ à  c, 

40 
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en  décroissant  dans  le  premier  intervalle   et  en  croissant 
dans  le  second; 

puis  X  variant  de  o   à  v  — 

et  de  y à  -4-  oo , 

r  2a 


2a 


le  trinôme  varie  de  ce 

4a 

et  de  -^ a  +  00 , 

en  décroissant  dans  le  premier  intervalle  et  en  croissant 
dans  le  second. 

Il  y  a  deux  minimums  és^aux  à  -^ et  un  maxi- 

•^  °  4a 

mum  égal  à  c. 
Mais  si  a  est  négatif  et  b  positif,  x  variant  de 


_oo  à  —  Y  — 


2a 


et  de  —  y à  o, 

r  2a 

le  trinôme  varie  de         —  00   à  — 

4a 

et  de  — à  c, 

4« 
en  croissant  dans  le  premier  intervalle   et  en  décroissant 

dans  le  second;  puis  x  variant  de 

oà  +  Z- 

$i  de  +  y —    à  +  00, 

r  2a  ' 

le  trinôme  varie  de  c  à  -^ 

4a 

.   ,  40c  —  fe«    . 

et  de  --Ï à  —  00 , 

4a 

en  croissant  dans  le  premier  intervalle   et  en   décroissan 

dans  le  second. 


2a 


—  171  — 

Il  y  a  deux  maximums  égaux  à  — et  un  mini- 

mum  égal  à  c. 

4.  Quant  aux  signes  du  trinôme,  ils  seront  donnés  faci- 
lement par  la  décomposition  en  facteurs.  On  a 

aœ'  -{-  bx*  +  c  =  a{x*  —  y")  {cc^  —  f), 
y'  et  y"  étant  les  racines  du  trinôme  ay*  +  6t/  +  c. 

Si  les  racines  y  et  y"  sont  négatives  ou  imaginaires,  le 
produit  (a^  —  y)  (a:*  —  ^)  est  constamment  positif;  par 
conséquent  la  valeur  du  trinôme  est  constamment  du  signe 
de  a. 

Si  y    est  négatif  et  y"  positif,  le  facteur  x*  —  y'  est 

positif;  mais  le  facteur  a?"  —  y"  ou  (x  -|-  vy^  (x  —  vj/^) 
n'est  positif  que  si  x  n'est  pas   compris  entre  les  racines 

—  Vy"  et  -f-  yy^;  en  sorte  que  x  variant  de  —  00  à  —  Vy^ 

ou  de  +  vy^à  -}-  00, le  trinôme  prend  le  signe  de  a;  et  que 

X  variant  de  —  Vy^  à  +  vy»  la  valeur  du  trinôme  est  de 
signe  contraire  à  a. 

Si  y  et  y*'  sont  tous  deux  positifs,  le  trinôme  prend  le 
signe  de  a  quand  x'  n'est  pas  compris  entre  y'  et  y^;  et 
comme 

(x«  -  y-)  (x«  -  y'O  =  (^  +  v9^)  (a?  +  V^)  {x-yfj) 

{x  -  y/Y) 
on  peut  dire  que  le  trinôme  est  positif  quand  la  valeur  de 
X  est  supérieure  ou  inférieure  à  un  nombre  pair  des  quatre 
quantités    •      . 

Ainsi  le  trinôme  prend  le  signe  de  a  quand  x  est  infé- 
rieur à  —  vy^ou  compris  entre  —  vy^et  +  ^y'  ou  supé- 
rieur à  -}~  mT  ;  ®^  ^^  ^^^  d®  signe  contraire  à  a  quand  x 
est  compris   entre  —  vy^  et  —  vy^ ou  entre  -f"  ^^2/^  ®^ 
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ÉLÉMENTS  DE  LA  THÉORIE   DU  LAVIS 

Par  M.  Plllet,  professeur  de  lavis  à  l'École  Polytechnique. 

[Suite;  voir  page  151.) 


Des  teintes.  —  Transparence  et  intensité  d'une 
teinte.  —  Une  teinte  d  encre  de  Chine  ou  de  couleur  ap- 
pliquée sur  le  papier  agit  comme  un  verre  coloré  ou  teinté 
qui  ne  laisse  passer  qu'une  fraction  de  la  lumière  qui  est 
distribuée  à  ce  papier  et  qui  nous  est  renvoyée  par  lui. 

Nous  appellerons  transparence  d'une  teinte,  la  fraction 
de  la  lumière  que  laisse  passer  cette  teinte. 

L'intensité  serait  la  fraction  de  lumière  arrêtée. 

Si  on  représente  par  T  la  transparence  et  par  I  l'inten- 
sité, on  aura  T  +  I  =  i. 

Problème  n^  1.  —  Quelle  est  la  transparence  finale 
T"  de  deux  teintes  superposées  de  transparence  T  et  T'? 
—  On  aura:  T"  =  T  X  T' 

En  effet,  la  teinte  de  transparence  T,  par  définition,  laisse 
passer  une  fraction  T' de  la  teinte  sur  laquelle  on  l'applique; 
si  donc  cetle  teinte  n'a  qu'une  transparence  T,  la  transpa- 
rence totale  sera  T  x  T'. 

Conséquences:  1®  Si  l'on  prend  une  série  de  teintes 
égales  superposées,  tandis  que  le  nombre  des  teintes  croîtra 
en  proportion  arithmétique,  la  transparence  finale  décroîtra 
en  proportion  géométrique; 

2^  Si  l'on  passe  une  même  teinte  sur  deux  autres  teintes 
inégales,  Tassombrissement  relatif  le  plus  considérable  sera 
produit  sur  la  teinte  la  plus  faible. 

Problème  n^  2.  —   Réaliser   au  lavis  à  l'encre  de 

Chine  une  teinte  de  transparence  connue,  -^  par  exemple. 

Avec  un  tire-ligne  rempli  d'encre  absolument  noire  on 
tracera  une   série  de  traits  parallèles  et  équidistants.  Ces 
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traits  auront  une  épaissenr  constante,  —  millimètre,  par 

exemple,  et  les  blancs  compris  entre  eux  auront        ^ 
un  millimètre.  Vue  de  loin,  une  feuille  de  papier       | 
ainsi  réglée  paraîtra  teintée.  La  surface  des  blancs 

2 

sera  les  -r-  de  la  surface  totale  et  par  suite  on 

peut  admettre,  en  ne  tenant  pas  compte  des  effets 
d'irradiation,  que  la  transparence  de  la  teinte  ainsi  figurée 

2 

sera  *^ .  Il  sera  facile  ensuite  de  mélanger  d'eau  une 

teinte  d'encre  de  Chine,  de  telle  sorte  que  la  teinte  qu'elle 
fournira  au  pinceau  soit  équivalente  à  celle  que  nous  Tenons 
de  créer  au  tire-ligne. 

Mélange  des  teintes  dans  le  godet.  —  Problème 

n^  3.  —  On  a  dans  un  premier  godet  un  volume  Y  de  teinte 
de  transparence  t  et  dans  un  deuxième  godet  un  volume  V 
de  teinte  de  tranparence  f.  On  les  mélange;  quelle  sera 
la  transparence  t"  de  la  teinte  ainsi  formée? 

Imaginons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  couche  d'eau  teintée 
déposée  par  le  pinceau  ait  une  épaisseur  constante  E. 

départissons  la  teinte  du  premier  godet  entre  n  dia- 
phragmes sans  épaisseur,  séparés  entre  eux  par  une  dis- 
lance E.  Au  lieu  du  volume  Y  on  pourra,  si  les  dia- 
phragmes ont  pour  surface  l'unité,  prendre  la  quantité  nE. 

Y=  nE. 

La  deuxième  teinte  répartie  de  même  aura  un  volume  Y' 
représenté  par  n'E. 

La  transparence  de  la  teinte  comprise  entre  deux  dia- 
phragmes du  premier  vase  est  T,  et  puisque,  nous  avons  n 
diaphragmes,  la  transparence  finale  des  n  diaphragmes  du 
premier  vase  regardés  en  totalité  sera  T  ==  T'  ;  de  même  la 
transparence  finale  des  n  diaphragmes  du  deuxième  vase 
régardés  en  totalité  sera  : 

T,  =  r^' 

Si  nous  plaçons  les  deux  vases  au  bout  l'un  de  l'autre  la 
transparence  totale  sera  : 

T,  =  T  X  T,  =  /«/'«' 
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Mais  il  est  évident  qu'il  reviendrait  au  même  de  mêler 
d'abord  ces  deux  teintes  et  de  les  diviser  en  n  -|-  n  dia- 
phragmes, ou  de  faire  ce  que  nous  venons  d'indiquer. 
D'ailleurs,  il  est  facile  de  vérifier  par  expérience  que  si 
dans  une  cuve  transparente  on  place  deux  teintes  d'inégale 
intensité,  séparées  par  une  lame  de  verre,  la  transparence 
totale  sera  la  même,  si  on  laisse  cette  lame  sans  mêler  les 
teintes  ou  si  on  a  enlevé  la  lame  en  les  mêlant. 

Soit  r  la  transparence  de  la  teinte  résultante,  d'épais- 
seur E  comprise  alors  entre  deux  diaphragmes,  on  aura: 

T,  =  t"  («  +  «') 
d'oh  l'on  déduit  :    r  »  +  «'  =  f«  /'•»', 
ou  :  t"  {^  +  ^)  =  t^  t'^' , 

et  r=       V^'^'"' 

Cette  formule  donnerait  le  moyen  de  créer  par  des  mé- 
langes convenables  une  teinte  de  transparence  déterminée, 
une  fois  constituée  comme  ci-dessus,  une  autre  teinte  de 
transparence  connue. 

Si  l'on  veut  opérer  par  des  additions  d'eau,  l'eau  ayant  une 
transparence  /  =  i,  on  fera  dans  la  formule  t  =  i.  Si,  de 
plus,  on  prend  pour  unité  le  volume  de  la  teinte  à  modifier, 
la  formule  précédente  se  simplifiera  en  faisante'  =  i. 

Exemple.  —  Quel  volume  d'eau  faut-il  ajouter  à  un 
volume  égal  à  l'unité  de  teinte  -r-  pour  obtenir  la  teinte  -|- . 

La  formule  générale  est  T"  (•  +  «')  =  T*»  X  i'''' 
On  fera  :         t  =  i    i>'  =^  i     t  =  -^    /"  =  -i- 

Il  viendra  t"{v  +  i)  =  /' 

et  (î^  +  0  log  t"  =  log  /' 

^^   l.g.'-l.,.-   _    '»gi--'°8  4- 


007918  rt 

009681 
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Pour  faire  un  ffodet  de  teinte  -^  avec  un  godet  --- ,  il 

faudra  l'additionner  des  0.82  de  son  volume  d'eau  pure. 

Dans  la  pratique,  on  ne  s'inquiète  jamais  de  faire  rigou- 
reusement ces  mélanges,  ce  n'est  qu'après  avoir  exécuté 
de  nombreux  exercices  de  lavis  que  l'on  arrive  à  la  juste 
appréciation  des  mélanges  à  faire  pour  avoir  les  teintes  con- 
venables. Il  est  bon  d'avoir  un  gros  pinceau  qui  sert  de 
jauge  et  à  l'aide  duquel  on  additionne  d'eau  les  teintes 
comme  nous  l'indiquerons  plus  loin. 

Classification  des  teintes.  —  Nous  diviserons  ces 
teintes  en  quatre  séries  *  : 

i*  La  teinte  d'ébauche  (teinte  u®  0).  C'est  une  teinte 
d'encre  de  chine  de  transparence  -r-    environ ,    que    l'on 

place  sur  tout  ce  qui  est  dans  l'ombre  propre  ou  portée; 

2^  Les  teintes  d'ombre  propre  et  les  demi-teintes  au  nom- 
bre de  quatre  (teinte  1,  2,  3,  4).  Ce  sont  encore  des  teintes 
d'encre  de  chine. 

La  teinte  n*^  1  s'obtient  en  additionnant  de  1/6  environ- 
d'eau  pure  la  teinte  0,  et  se  passe  entre  les  lignes  -|-  i  et  T. 

La  teinte  n®  i  se  passe  entre  4~  ^  ^^"^^  On  l'obtient  en 
additionnant  encore  la  teinte  i  avec  de  l'eau  et  ainsi  de  suite. 

3^  Les  teintes  de  couleurs  au  nombre  de  trois  (teintes 
«,  6  et  7). 

Biles  sont  diversement  composées,  suivant  la  nature  de 
l'objet  et  vont  en  augmentant  de  transparence.  (Voir  teintes 
conventionnelles).  On  les  passe  entre  +  5  et  5,  -j"  6  et  6, 
-f-  7  et  7^  Sur  le  modèle  en  chromolithographie,  il  n'y  a 
pas  de  teinte  n®  8  et  l'on  a  laissé  la  zone  brillante  com- 
plètement blanche.  Dans  les  dessins  lavés,  on  passera  une 
teinte  n?  8  excessivement  légère; 

4*  Teintes  d'ombres  portées  (teintes  n*^  9, 10,  H,  12,  etc.). 
D'après  ce  qui  a  été  dit  sur  l'intensité  des  ombres,  on  sait 

{*)  Voir  pour  les  limites  indiqaées  ici  le  Traité  des  Ombres  et  du  Lavis^ 
elles  tracés  précédents  pour  la  sphère  (pp.  78  et  113).  Voir  aussi  les  modèles 
de  Javjs  (Libr.  Delagrave). 
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qu'une  zone  dans  Tombre  portée  sera  d'autant  plus  noire 
qu'elle  eût  été  plus  claire  si  elle  n'eût  pas  été  dans  l'ombre. 

Si  donc  certains  cônes  ou  cylindres  étaient  dans  l'ombre 
portée,  la  zone  -f-  7  devrait  être  la  plus  noire  ;  viendraient 
ensuite  les  zones  -j-  7,  -f-  6,  -f-  5,  etc. 

On  devrait  donc,  dans  ce  cas,  passer  une  première  teinte 
noire ,  plus  noire  que  la  teinte  d'ébauche,  sur  la  zone  7. 
Une  deuxième  teinte  s'étendant  jusqu'à  la  ligne  -\-  6  et  re- 
couvrant les  zones  -f"  7  et  +  6  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
qu'on  arrive  à  la  ligne  n®  0. 

On  remarquera  que  ces  teintes  doivent  être  plus  intenses 
que  les  précédentes  pour  plusieurs  raisons  :  1**  il  faut  qu'elles 
détruisent  l'effet  de  dégradation  produit  par  les  précédentes 
et  en  sens  inverse  de  celui  que  l'on  veut  maintenant  obtenir; 
2°  il  faut  qu'elles  produisent  une  nouvelle  dégradation; 
3^  elles  s'appliquent  sur  une  région  fortement  teintée  déjà 
et,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  leur  effet  relatif  en  est  di- 
minué. 

Praticpie  du  lavis.  —  Pratiquement,  on  opérera  ainsi  : 

avec  le  gros  pinceau  servant  de  jauge ,  on  mesurera  dans 

le  godet  6  forts  pinceaux  d'eau  pure.  Dans   cette   eau,  on 

délayera  l'encre  de  Chine  de  manière  à  donner  naissance  à 

2 
une  teinte  /  =  -^  environ.  Ce  sera  la  teinte  d'ébauche  n"  0 

que  l'on  passera  sur  tout  ce  qui  est  dans  l'ombre  propre  ou 
portée,  indistinctement.  Cela  fait,  on  y  ajoutera  un  pinceau 
d'eau,  ce  qui  donnera  la  teinte  n^*  1  passée  des  lignes  -f~  i 
à  r  On  ajoutera  à  cette  teinte  deux  pinceaux  d'eau,  ce  qui 
donnera  la  teinte  2,  passée  de  -(-  2  à  2.  —  On  y  ajoutera 
trois  pinceaux  d'eau  ce  qui  donnera  la  teinte  -|-  3  et  ainsi  de 
suite. 

Ombres  portées.  —  On  fera  dans  6  pinceaux  d'eau  une 
teinte  /  =  1/2,  c'est-à-dire  plus  forte  que  la  teinte  d'ébau- 
che et  on  la  passera  sur  les  zones  qui  sont  dans  l'ombre 
portée  et  qui  eussent  été  les  plus  claires  sans  l'existence  de 
cette  ombre.  —  On  y  ajoutera  un  pinceau  d'eau  et  on  la 
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passera  à  cheyal  sur  la  précédente  en  avançant  d'une  ligne 
de  part  et  d'autre,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  venir  se  souder 
sur  la  ligne  d'ombre  propre  n^  0. 

(il  suivre.) 


NOTE  SUR  LE  TRIANGLE 

Traduit  de  ranglals  de  l'ouvrage    A  TrealiM  on  mhm  new  geomêirieal  ftwUiodt, 
Piir  Smamem  Bootli»  meml>re  de  la  Société  Royale  de  Londres. 


Note  du  traducteur.  —  En  publiant  cette  note,  nous  avons 
pour  but  de  rappeler  un  certain  nombre  de  formules  connues 
de  nos  lecteurs,  et  en  même  temps  de  leur  donner  sur  le 
triangle  des  formules  nouvelles,  que  le  Rev.  James  Booth  a 
publiées  dans  un  ouvrage  qu'il  a  eu  bien  juste  le  temps  de 
terminer,  puisque  la  préface  du  second  volume  est  datée  du 
premier  jour  de  l'an  1877,  et  que  le  journal  anglais  the 
Educatianal  Times  de  mai  1878  annonçait  à  ses  lecteurs  la 
mort  du  révérend  James  Bootb.  Nous  tenons  à  ne  faire  ici 
que  traduire  cet  article,  en  conservant  toute  la  concision 
des  démonstrations  de  l'auteur;  c'est  pour  cela  que  nous 
avons  mis  son  nom  en  tète  de  l'article.  A.  M. 

SUR  LES  CERCLES  INSCRITS,  EX-INSCRITS,  ET  CIRCONSCRITS 

A  UN  TRUNGLE. 

1.  Lorsqu'un  triangle  est  donné,  on  peut  trouver  seize 
cercles  liés  à  ce  triangle,  savoir  :  un  cercle  circonscrit,  un 
cercle  inscrit,  trots  cercles  touchant  chacun  un  côté  et  les 
deux  autres  côtés  prolongés;  six  passant  par  les  centres 
des  cercles  tangents  et  les  sommets  du  triangle  pris  deux 
à  deux;  quatre  par  les  centres  des  cercles  inscrits  et  ex- 
inscrits, pris  trois  à  trois;  enfin  un  seizième  cercle  passant 
par  les  pieds  des  hauteurs  ;  on  peut  l'appeler  le  cercle  ortho- 
centrique,  il  est  circonscrit  à  un  triangle  que  l'on  appelle 
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orîhocenêttquê  (*).  Il  06t  aussi  eonnti  i^Otts  le  nom  de  cercle 
éêê  neuf  pùifUS.  Lm  autres  cercles  sout  désignés  par  leurs 
définitions.  Les  quatre  cercles  tangents  BlVlx  côtés  peuvent 
se  nOtniner  cercles  de  contact,  et  leurs  centres  sont  les  cen- 
tres de  contact. 
Soient  r,  r ,  r^,  r"'  les  rayons  des  cercles  inscrits  et  ex- 

,c  inscrits,  R  le  rayon  du  cercle 

,|\  circonscrit  au  triangle  ABC; 

les  centres  de  ces  cercles  se- 
ront désignés  par  o>,  û,  Û\ 
û",  O;  soit  H  le  centre  du 
cercle  inscrit  dans  le  triangle 
orthocentrique,  et p  son  rayon. 
Le  cercle  inscrit  touche  les 
côtés  du  triangle  aux  points 
B',  A.',  F,  et  le  cercle  ex-ins- 
crit touche  les  mômes  côtés 
aux  points  G,  M,  F',  et  comme 
BG  =  BF'  et  AM  =  AF',  on 
a»  en  appelant  a,  b,  c  les  côtés 
du  triangle  opposés  aux  an- 
gles A,  B,  G,  BG  +  AM  = 
BA  =  c.  Par  suite  CG  -f  CM 
est  égal  au  périmètre  du  trian- 
gle et  comme  GG  =  GM,  GG 
ou  CM  est  égal  au  demi-périmètre  du  triaugle;  désignons 
par  p  ce  demi-périmètre.  Gomme  GA'  =  CB',  on  a  GA  = 
MB',  et  puisque  GA  =  BF'  +  BF,  et  MB'  =  AF  -f-  AF', 
on  en  déduit  BF'  +  BF  =  AF'  -f-  AF  ;  d'où  BF  =  AF  : 
dono  BA  ae  GA  £±=  MB'  t±  c.  Par  suite 

BO  î=  p  —  rt;  MA  =  p  —  6;  GA  =i=  p  —  c. 

Soit  À  Taire  du  triangle,  on  a  les  formules  connues 

pf    "^^ 


Vp(p  —  a)(|i  ^  6Xp  —  c)    =  •- 


4R 


(«) 


(*)  L'atUeur  a  précédemment  défini  le  triangle  orMoceiUrtfiie  le  triaDgle 
ayint  pour  sommets  les  plëds  dés  hauteurs;  le  point  de  concours  des  hau- 
tMIB  i  élé  appelé  pAf  lai  ^rVkf^snkt. 
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On  a  aussi  : 

p  —  a'                p-^6'  p_c-^^^ 

par  suite    rrYr'"  =  — ; ^i —  —  \%     n\\ 

Prenant  les  inverses  de  (2)  on  a 

r  -—  -|-  -— -  -^  -^;  (4) 

Mais  comme  rrYr^  =  A«,  et  pr  =  A,  où  a 

p»  =  rV  +  rr**  +  r^r'"  (6) 

Puisque        p^a=i^;    p-ft»  -^, 
mais  rVV  =  pV;. 

donc         c  =  j:::(îl±j:1 

p 

ot  de  même     «  s    ^K  +  ^  •  ^  ==  .  *^(t  +  »^  ,       ,-v 

oie       ^  P  ^  ^ 

el  puisque  4R  £: ,  en  substituant  les  valeurs  précé- 
dentes de  a,  b,  c,  on  a 

"^  p«r(rV'  +  r^r'  +  rY)  ^^ 

Mais,  d'après  la  formule  (6),  on  a  rW"  =  p*r; 

donc       4.R  =        .""tl., .  At»..,t"v — 7i>f>T->^T^  -^T,  /q\ 

Maintenant,  si  Ton  développe  le  numérateur  et  que  Ton 
ajotLle  au  premier  membre  f,  et  au  Second  la  quâûUlé  égale 
donnée  par  la  formule  (£;),  on  a,  tous  calculs  faits 

4R  4-  r  c=  r  +  r^  +  Y.  (10) 

AiBBi  (  La  &Qmme  des  rayms  des  cefxles  ex-inscriU  est  égale 
a  la  somme  du  rayon  du  cercle  inscrit  et  de  quatre  fois  le  rayon 
du  cercle  circonscrit» 

Puisque     p  -—  d  ac  Jy-  et  p  —  b  =  -^^ 
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on  a  (p  —  a){p  — b)  =  -^-r. 


TT 


OU  P'  —  (a  +  b)p  +  ab  =     ^.^,^  . 

En  prenant  les  expressions  analogues  pour  les  autres 

côtés,  et  ajoutant,  on  a 

n^rHr  4-  r"  +  r^) 
3p«  -  4p«  +  a6  +  «c  +  6c  =    ^  X^- 

mais  p*r  =  rVr*'; 

par  suite      oA  +  ^  +  6c  =  p*  +  K'*  +  ^"  +'"  Oî 
comme  r'  -|-  r"  +  r"'  =  4R  +  r, 

on  a  6c  +  ac  -f-  «*  ==•  P*  +  4!^  +  ^*  (**) 

et  par  suite    a«  +  6«  +  c«  =  2p«  —  8Rr  —  2r«  (12) 

Ces  théorèmes  pourraient  être  établis  plus  simplement 
en  éliminant  successivement  6c  +  ^  -{-  ab  eia^  -^  b^  -}-  d^ 
entre  2p  =  a  -\-  b  -{-  c  et  pr*  =  (p  —  a){p  —  6)(p  —  c). 

2.  Puisque  — ;; — | — —  +  — -  =  (voir  la  formule  4) 

on  a,  en  élevant  au  carré, 

_!_  + _i_  +  _L_  =_L_  2  (_!_+_!_  4._i_\ 

ou      '      I      '      I       ^      I       '     —    ^  2(r+r"  +  r> 

mais  r  +  ^•"  +  ^^  "  =  4R  +  '*» 

et  rrr  r     =  p*r* 

,  1,1,1,1  2p*  — 8Rr— 2r«    .-^, 

donc  ~r  +  -T"  +  -TT  +  -^  =  -^^ r\ (*3) 

Mais,  en  vertu  de  la  formule  (12)  on  a 

a*  4"  6*  +  c«  =  2p*  —  8Rr  —  2r». 

Par  suite        -r  +  -;:4--;r4--ïr  = ■ ' (14) 

Donc  :  La  somme  des  inverses  des  carrés  des  rayons  des  quatre 
cercles  inscrits  et  eannscrits  à  un  triangk  est  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  côtés  du  triangle,  divisée  par  le  carré  de  la  sur^ 
face  de  ce  triangle. 

3.  Soient  A',  A'',  hT  les  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  d'un  triangle  sur  le  côté  opposé,  alors  ah\  bh", 
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chT  sont  égaux  chacun  à  2pr,  et  comme  on  a  -7  =  ^       ■  : 

r  pr 

I   p  —  b 

r"  pr 


^  —  on  a  aussi 


— r  H JT  =  —  =  ■  ,«,  ■»  a  ou  A    I  — r  H =- 1  =  2: 

r      "^  r"         pr         **c  \r  r^J 

de  la  même  manière,  on  aura 

Par  suite  JL+J^+J^:^  +  J!^±JL  =  6.  (15) 

4.  /^  somme  des  carrés  des  côtés  d'un  triangle  est  égale  au 
double  de  la  somme  des  produits  de  chaque  hauteur  par  la  dis- 
tance comprise  entre  le  sommet  correspondant  et  Vorthocentre. 

Soit  K  la  hauteur  correspondant  à  Fangle  A;  la  distance 
du  sommet  Â  à  Torthocentre  est  2RcosÂ  et  sou  produit 

par  K  est  2KK  cos  A  =  4AR  , 

en  appelant  A  la  surface  du  triangle.  On  peut  écrire  cette 

6'  +  c«  —  g» 
expression  2AR — 7 . 

En   prenant  les   expressions   analogues  pour   les  autres 

angles,  et  remarquant  que  Ton  a 

abc  =  4AR, 
il  vient 

a«  +  fc«  +  c«  =  2R  (A' cos  A  +  A^cosB  +  A'^cosC), 

5.  Dans  un  triangle  plan,  on  a  la  relation 

acosA  +  frcosB  +  ccosG  r 


2p  R 

Car  si  Ton  désigne  par  q\  q'^^  q'"  les  perpendiculaires 
abaissées  du  centre  du  cercle  circonscrit  sur  les  côtés  du 
triangle  a,  6,  c,  on  a 

cos  A  =  -^;  cos  B  =  ^;  cosG=  •^.      (17) 

i\  K  xi 

Par  suite 

aq'  +  b<f  +  cq"    _     2A      _     Ar     _  j^ 

zpB.  —    2pR    ■"    Rpr    ■"   R  '  ^  ^ 
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La  aimme  des  rapports  de  chacune  des  distances  du  centre  à 
un  edté  à  la  hauteur  correspondante  à  ce  côté  est  égale  à  Tunité. 
Car  on  a 

q  surfCOB       ^  ?'     ,     9*     .     ?"  ,,m 

La  somme  des  inverses  des  hauteurs  est  égale  à  l'inverse  du 
rayon  du  cercle  inscrit. 
Car  on  a,  en  appelant  ta  le  centre  de  ce  cercle 

r    surf  B(oG 

T         gurfBÂG  * 
En  cherchant  les  expressions  analogues  pour  les  autres 
termes,  et  ajoutant,  il  vient 

Si  l'on  revient  à  la  figure,  on  yoit  facilement  que  l'on  a 

•^5;r  =  -Gc-  =  T' 

û '(0  b  û^co  c 

de  même  -=r — .  ;=  —  ;    — p —  =  —  . 

13(0  p         A(o  p 

La  somme  de  ces  rapports  est  égale  évidemment  à  2. 

(A  suivre). 


.g  A., 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 


CONCOURS  PB  1879 

Composition  m^tb^matigno  (Qurée^  3  heures]. 

PimiÈai  QoKgTiON.  ^  Calculer  les  angles  x,  cùmpris  enh'e 
o*»  et  1 80®  donnés  par  la  formule 

.  a  sin  p  —  b  sin.  a 

ter  2X  :s         ■■■ ^ — , .^^ 

^  a  Sin  P  +  6  lin  a  ' 

c{an^  laquelle  on  fait 

a  =  4627",  55;     b  =  3994»»,  68 

a  =5  5 105/ 44";     p  =  630  18' 27". 
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Solution.  —  On  divise  par  a  aiu  p  les  deux  terineB  du 
second  membre  et  on  pose 

b  sin  a 

La  formule  devient  alors 

tg  205  =  tg  (45  —  (p) 
d'où  Ton  tire  20;  =  Kw  +  (4^  —  ?) 

Kic      ,      (45  —  9) 
et  par  suite  x  = 1-    ^^       ^^ 


2      '  a 

Comme,  d'après  les  données  45  '^  9  est  positif,  il   y  a 
deux  angles  répondant  à  la  question,  données  en  faisant 
K  =  o  et  K  =  I, 
on  trouve  ç  =  36^55'  14 ",47 

d'où         45  —  ç  =    80  4' 35",  53 
et  a?i  =    49  2  17",  72  CD,  =  94®  2    i7"72. 

2®  Question.  —  f/n  cylindre  et  un  cône  droits  à  bases  cir-- 
culaires  ont  les  hauteurs  égales,  les  surfaces  totales  égales  et 
les  volumes  égaux  ;  la  hauteur  est  donnée,  et  Von  demande  de 
calculer  le  rayon  des  bases. 

Appelons  h  la  hauteur  commune,  x  le  rayon  de  base  du 
cylindre,  y  celui  du  cône,  z  Tarète  de  ce  dernier.  On  a  les 
équations  a»  :;=  fe*  +  y»  (1) 

Tzzy  +  ^i/*  =^  2^^  (^  +  ^)  (*) 

-_  Tiy^h  =  Ttx'A  (3) 

La  troisième  donne  immédiatement,  puisque  x,  y  ei  z  font 
positifs  y  =  x  yfT. 

Portons  cette  valeur  dans  la  seconde  et  divisons  par  <r,  ce 
(pii  supprime  la  «olution  inadmissible  ce  =  o,  il  vient,  après 
ayoir  divisé  par  ir  :    z  yf^  -j-  ac  =  2ft; 
la  seconde  équation  donne  : 

j5*  —  3x*  =  h* 

En  éliminant  x,  on  trouve  l'équation 

iz^  —  iihzyJT  +  i3A*  =  Q, 
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qui  donne  pour  z  les  deux  valeurB 


^,(p[L^\ 


Il  faut  que  z  soit  positif  et  plus  grand  que  A,  pour  que  ron 
trouve  pour  a?  et  y  des  valeurs  acceptables.  Or,  la  première 

valeur  js'  =  A  .  — • —  satisfait  évidemment  à  ces  deux 

4 
conditions.  La  seconde  y  satisfait  aussi  ;  car  elle  est  d'abord 

évidemment  positive,  et  de  plus  on  a 

3  )fT—  i  >  4, 

Car  cette  condition  revient  à  3  v3  >  5,  ou  27  >  25,  ce 
qui  est  vrai. 

On  tire  facilement  de  là  les  valeurs  de  j^,  et  par  suite  de  x\ 
on  trouve  par  exemple 

y'*  =  a*  —  A«  ==  -*L  (12  +  6  iV) 

10 

et  y'«  =  -^(12  —  6  >/T) 

En  extrayant  les  racines  et  dédoublant  les  radicaux,  on 


trouve  V  = 13  dt  /T^ 


h 


=  t(^-  ■) 


et  X 

4 

Bn  portant  ces  valeurs  dans  la  seconde  équation,  on 
trouve  que  la  valeur  correspondant  à  y'*  convient  seule  au 
problème. 

3^  Question.  —  Dans  un  triangle  ABC,  on  donne  les  deux 
côtés  AB  et  AG,  et  F  on  sait  que  la  base  BG  est  égale  à  la  hauteur 
correspondante  AD.  On  demande  de  calculer  l'angle  A.  —  Dis- 
cussion. 

On  a  d'abord    a*  =  6*  -}-  c*  —  26c  cos  A 
puis  on  a  en  égalant  deux  expressions  de  la  surface 

&c  sin  A  =  a* 
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DonCy  Tangle  À  est  donné  par  l'équation  irès^simple 
6c(sin  A  -f-  *  cos  A)  =  6*  -f-  c* 

ou  sm  A  +  2  cos  A  =  r • 

bc 

En  posant  tg  (p  =  2,  on  trouye 

sm  (cp  +  A)  =  j^- .  cos  ç. 

Oc 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  d'abord  que  le 
carré  du  second  membre  soit  inférieur  à  i  y  ce  qui  donne 


\       bc       ) 


<  5, 


ou  (6«  —  c*)*  <  6*c* 

ou  enfin  6*  —  c»  <  6c 

Car  je  puis  toujours  supposer  que  6  est  le  plus  grand 
cété  donné,  et  par  suite  que,  après  l'extraction  de  la  racine 
carrée,  les  deux  membres  sont  positifs.  Lorsque  cette  con- 
dition sera  remplie,  je  pose 

'  cos  <p  =  sin  X 

et  j'ai  alors  9  4''^  =  ^ 

ou  ç  -j-  A  =  «  -—  X. 

Je  prendrai  celle  de  ces  deux  formules  qui  me  donnera 
pour  A  un  angle  positif  et  moindre  que  i8o®;  car  ici,  l'angle 
A  derant  être  l'angle  d'un  triangle,  on  doit  faire,  dans  la 
formule  générale,  E  =  o. 

Si  l'on  a  6«  —  c»  =  6c 

on  en  tirera  X  =  90®, 

et  par  suite  comme  on  a 

9  =  63*»  26'  5",  82, 

on  en  tire  A  =  26^  33'  54",  18. 

A.  M. 
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EPURE. 

[Duiéo  de  la  séance  :  deux  heures  et  demie). 


On  donne  deux  points  %  et  ^  sur  la  ligne  de  terre,  distants 
enlise  eux  de  ij5  millimètres  et  deux  plans  passant  par  ces 
points  :  —  Twn,  P  aP  dont  les  traces  font  avec  la  ligne  de  terre 
des  angles  PaX  =  36s  FaX  =  48^  Vautre  Q^Q'  qui  est  per- 
pendiculaire au  plan  vertical  de  projection  et  qui  fait  un  angk 
de  42®  avec  le  plan  horizontal.  —  Cela  posé,  on  demande  : 

1®  De  prendre  dans  le  plan  P'aP  un  point  S  situé  à  100  mil- 
limètres avr-dessus  du  plan  hon%ontal  et  à  42  millimètres  en 
avant  du  plan  vertical  de  projection; 

^  De  construire  les  projections  diun  cône  circulaire  draitt 
ayant  le  point  S  pour  sommet  et  s'appuyant  par  sa  base  sur  le 
plan  QpQ'y  le  diamètre  de  base  de  ce  cône  étant  égal  à  sa  hauteur; 

3°  De  mener  les  plans  tangents  à  ce  cône  parallèles  à  Vinter- 
section  des  deux  plans  PaP'  et  QPQ'. 

Solution.  —  (L'épure  ci-dessus  est  faite  aux  — -  des  di- 
mensions  données.) 

1.  Détermination  du  point  S.  —  Il  suffit  de  mener  une  droite 
sm'  dans  le  plan  vertical  parallîîle  à  la  ligno  de  terre,  et  à 
une  distance  de  100  millimètres  de  cette  ligne;  on  obtient 
ainsi  la  projection  verticale  de  la  ligne  de  niveau  du  plan 
P'aP  qui  contient  le  point  S.  On  prendra  sur  la  projection 
horizontale  le  point  S  tel  que  sa  distance  à  la  ligne  de  terre 
soit  de  42  millimètres,  par  Tintersection  de  la  projection 
horizontale  avec  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  distante 
de  cette  ligne  de  42  millimètres;  on  en  déduit  facilement  la 
projection  verticale  du  point  S. 

^°  Projection  du  cône.  —  Par  le  point  S,  je  mène  une  perpen- 
diculaire auplanQpQ';  cette  perpendiculaire  est  parallèle  au 
plan  vertical,  et  par  suite  s'o'  est  la  vraie  grandeur  de  la  hau- 
teur du  cône  ;  la  base  se  projette  verticalement  sur  PQ'  suivant 
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ua«  droita  ayaat  ioq  miliw  en  a  ei  égale  eu  grandeur  ^ 
j'o'.  &i  prQJeotioii  borisoQtale,  la  baia  se  projette  suivant  ' 
une  ellipse  dont  le  grand  axe,  perpendiauUire  à  la  ligne 
da  terre,  eat  4gal  à  t'o',  et  dont  la  petit  axe,  dirigé  suivant 
la  droite  so,  perallèle  à  la  ligne  de  terre,  est  la  projeclian 
orthogonale  sur  la  droite  ta  de  la  ligne  E7'.  J'ai  donc  faoi- 
lament  cette  ellipse,  et  je  oompléterai  le  contour  apparent 
borlioutal  du  oâne  en  menant  par  le  point  «  des  tangentes 
h  oetta  ellipse. 


3°  Ditermmation  deâ  plans  tangmli  parallèles  à  l'int»riKtim 
ie»  Aeux  plana.  —  Si  l'on  mené  par  le  point  S  une  parallMe 
à  la  droite  donnée,  cette  parallèle  est  parallèle  à  la  base 
du  cOne  et,  par  suite,  il  suffira  de  mener  &  la  base  du  câna 


—  188  — 

des  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée.  Chacune  de 
ces  tangentes  et  la  génératrice  du  cône  passant  par  le  point 
de  contact  détermineront  un  des  plans  tangents  cherchés. 
On  peut  aussi  se  proposer  de  déterminer  immédiatement  les 
traces  de  ce  plan,  et  c'est  cette  construction  que  nous 
allons  indiquer  ici.  Pour  cela,  remarquons  que  la  trace 
horizontale  du  cône  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est 
sur  la  ligne  so,  les  sommets  étant  les  traces  des  génératrices 
de  front,  et  le  foyer  s'obtenant  très-facilement  en  cherchant 
l'intersection  de  SX  avec  la  ligne  de  terre,  menant  la 
bissectrice  de  l'angle  ainsi  formé,  et  projetant  sur  so  l'in- 
tersection de  cette  bissectrice  avec  s'o\  On  aura  donc  faci- 
lement l'autre  foyer,  et  si  l'on  remarque  que  le  plan  tangent 
contient  la  parallèle  à  l'intersection  des  deux  plans  menée 
par  le  point  («,  s'),  et  que  par  suite  sa  trace  passe  par  la  trace 
de  cette  droite,  ou  verra  que  la  détermination  de  la  trace 
horizontale  du  plan  tangent  reyient  à  la  détermination  de 
la  tangente  menée  par  un  point  à  une  ellipse  connue  par 
ses  foyers  et  son  grand  axe.  C'est  de  cette  manière  que 
nous  avons,  sur  l'épure,  déterminé  les  traces  des  plans  cher- 
chés, que  nous  traçons  en  trait  plein,  en  supposant  que  le 
cône  est  limité  à  sa  base  sur  le  plan  Q^a'. 
(Sur  l'épure,  nous  n'avons  tracé  qu'un  seul  des  plans 

tangents,  pour  ne  pas  compliquer  la  figure.) 

A.  M. 


CONCOURS  ACADÉMIQUES  DE  1879. 


ACADÉMIE  DE  GAEN. 

Ifathématiquas   spéciales. 

Étant  donnés  une  circonférence  de  rayon  R  et  un  point  flie  0  de  cette 
cireonférenee,  on  imagine  que  deux  points  A  et  B  se  meuvent  sur  cette 
courbe  à  partir  du  point  0  dans  le  sens  du  mouvement  des  aiguilles  d'une 
montre  de  telle  façon  que  Ton  ait 

arc  OA  a  K  arc  OB, 
et  Ton  propose:  1*  de  trouver  et  d'étudier  la  courbe  lieu  géométrique  des 
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foyers  des  paraboles  qni  sont  UDgentes  à  la  eiroonférence  en  0,  passent  par 
te  point  A  et  ont  leurs  aies  parallèles  à  OB;  2*  de  déterminer  le  quatrième 
point  eommnn  à  la  eiroonférenoe  et  à  Tnne  de  eas  paraboles  et  de  eonsi- 
dérer  à  part  le  cas  où  Ton  a  K  »  2. 

Matlitaiatiqaes  élémentaires. 

—  On  donne  dans  nn  jrian  rertlcal  on  cercle  dont  le  centre  est  en  0  et 
un  point  A  exlérienr  an  cercle.  Soit  M  nn  point  de  la  eiiconféreoce,  déter- 
mina' l'angle  AOM  de  manière  qu'un  point  pesant  partant  de  A  sans  Titeme 
initiale  etsulrant  AM  arrive  en  M,  dans  un  temps  donné.  Galcnler  la  tangente 
deAOM  lorsque  le  temps  de  la  chute  est  maximum  ou  minimum  et  prouver 
qu'alors  le  cercle  qui  touche,  au  point  A,  l'horizontale  AH  do  plan  et  qui 
passe  en  M  est  tangent  au  oerde  donné.  On  admet  sans  démonstration  que 
pour  les  différentes  positions  de  AM  le  carré  du  temps  de  la  chute  est  pro- 

^On  donne  dans  un  plan  la  position  du  sommet  C  d'un  triangle  dont  les 
côtés  sont  connus.  ]>éterminer  géométriquement  la  position  des  deux  antres 
sommets  A  et  B  de  manière  qu'en  les  joignant  respectîTement  à  deux  points 
P  et  Q  donnés  dans  le  plan,  les  droites  AP  et  BQ  soient  rectangulaires. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


QUESTION  131. 

H^lmtioM  par  M.  Dxsuus,  élève  du  Lycée  du  Mans. 

St  dans  un  qtiodrilalère  quelconque  an  considère  les  quatre 
cercles  tangents  à  un  côté  et  au  prolongement  des  deux  côtés  adja- 
centSy  les  centres  de  ces  cercles  sont  sur  une  même  circonférence. 

Considérons  les  quatre  cercles  E,  F,  6,  H  tangents  chacun 
à  un  côté  du  quadrilatère  ABGD  et  au  prolongement  des 
deux  côtés  adjacents.  Les  centres  de  ces  cercles  se  trouvent 
au  point  de  rencontre  des  bissectrices  des  suppléments  de 
deux. angles  consécutifs  du  quadrilatère. 

Mais  ces  centres  se  trouvent  aussi  deux  à  deux  situés 
sur  la  bissectrice  du  même  angle  ;  ainsi  les  centres  E  et  F 
se  trouvent  sur  la  bissectrice  du  même  angle  ABM.  Par 
suite  les  lignes  des  centres  passeront  par  les  sommets  du 
quadrilatère.  Il  suffit  maintenant  de  démontrer  que  le  qua- 
drilatère formé  par  ces  lignes  des  centres  est  inscriptible. 
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Pour  cela»  mc&o&s  les  bissectrices  des  angles  du  quadri- 
latère ÀBGD.  G«s  bisaeoiricM  forment  uu  petit  quadrila- 
tère mnpq  dont  les  angles  opposés  Sont  supplémentaires.  On 
a  également  deux  autres  quadrilatères  pDBA^  qBFG  qui 


/    f 

V"- 

sL 

U. 

«>;)^iy 

/  \ 

« 

\ 

/         \ 

/ 

sont  aussi  InseHplibles,  Car  les  lignes  pD  et  HD  étant  bis- 
sectrices de  deux  angles  adjacents  sont  perpendiculaires 
Tune  sur  Tautre;  il  en  est  de  même  des  droites  pA  et  HA. 
Par  Conséquent  H-{-  p  ca  a  droits  etF  4~  f  ==  ^  droits. 
Gomme  g  -^  p  =  2  droits,  il  en  résulte  que  F  4~  ^ 
=£  2  droits.  Le  quadrilatère  Ef^Gfi  ayant  ses  angles  oppo- 
ses  supplémentaires  est  iuscriptible. 

A'otd.  —  Ont  résolu  là  même  i}iléstloh  : 

MM.  Johannet,  à  CbétMtiniai;  D«pu/t  à  Qf«noble;  P1«U.  Pmlme,  à 
Pi6^;  Bucberoiii  Objois,  à  Moulins,*  Marchand,  à  Loudun;  Âilleret,  à  Ver- 
sailles; Mirman,  lycée  Fontanes;  îessier,  à  Angers;  Peyrabon,  ft  Château- 
rdut  ;  Etchflts,  Dafbdés,  k  MontMie^MArsên  ;  Yermaod,  à  Sftini-QmsUnf  Géli'^ 
nsi,  à  Orléans {  Ciaaraire  à  Bourg;  BoSipanl,  eoll^  Stanislas;  d'Ocagnef 
coUégd  Ghaptal. 
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QUESTION  13*. 
Sol«ti«M  par  M.  CuALoiii,  élève  da  L^céo  d'Àngoultee. 

Construire  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné,  ayatït 
un  de  ses  Sommets  en  un  point  donné,  et  les  deUX  autres  sur 
deux  droites  données. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  établirons  d*abord  le 
théorème  suivant  qui  peut  servir  à  la  résolution  de  toutes 
les  questions  de  ce  genre. 

Théorôme.  —  Si  un  triangle  AB^Ct  tourne  dans  son  plan 
autour  de  son  sommet  A  supposé  fixe  et  reste  semblable  à 
un  triangle  donné,  tandis  que  son  sommet  B^  parcourt  une 
ligne  droite  donnée  MN,  le  lieu  géométrique  décrit  par  son 
3"«  sommet  Cj  est  une  ligne  droite. 

Du  point  fixe  A  J'abaisse  une  perpendiculaire  sur  MN 
soit  AB';  sur  cette  droite  je  construis  un  triangle  AB'C 
semblable  âa  triangle  donné.  G'edt  un  point  du  Heu,  ainsi 


que  Gi  sommet  de  AB^G|  qui  satisfait  aux  conditions  énoncées. 
Les  angles  B^ACi,  B'AC  sont  égaux  par  construction  ;  si  on 
retranché  de  chacun  d'eux  B,AG'  les  restes  B^AB',  GiAG' 
sont  égaux.  Par  suite,  les  triangles  AB|B\  ACiG'  ont  un 
angle  égal  compris  entre  deuiL  Côtés  proportionnels,  ils  sont 
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donc  semblables  et  par  suite  équiangles.  Donc  AG'C|  = 
B,B'A  =  I*  . 

Le  lieu  est  donc  la  perpendiculaire  menée  sur  Ad  en  C 
Il  est  d'ailleurs  à  remarquer  qu'il  y  aura  12  droites  parallèles 

2  à  2  qui  composeront  le  lieu. 

Gela  posé,  pour  résoudre  le  problème  donné  il  suffira  de 
construire  la  droite  PQ  comme  nous  Tayons  indiqué.  Le  point 
G  où  elle  rencontre  la  droite  donnée  MN'  est  le  second  som- 
met du  triangle  demandé.  Il  suffira  alors  de  faire  avec  AC  un 
angle  GAB  =  G'AB'.  On  aura  ainsi  le  3^  sommet. 

Bkmarqiii.  —  Le  théorème  précédent  permet  encore  de 
construire  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné  qui  ait 
ses  sommets  sur  3  parallèles  données,  ou  bien  encore  sur 

3  circonférences  données;  il  n'y  a  qu'à  exécuter  la  même 
construction. 

Nota,  —  Ont  résola  la  même  question  :  MM.  Gelinet,  d'Oriéans;  Sery,de 
Pau;  Zttloaga,  à  Liège;  Dupujr,  à  Grenoble;  Deslais,  au  Mans. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


168.  —  Étant  donné  un  trapèze  isocèle,  trouver  par  la 
géométrie  une  relation  entre  sa  hauteur,  sa  surface,  le  rayon 
du  cercle  circonscrit  et  l'un  des  côtés  non  parallèles. 

169.  —  Dans  un  quadrilatère  ABGD,  la  ligne  EF,  qui 
joint  les  milieux  des  diagonales,  coupe  en  H  le  côté  BC. 
Démontrer  que  le  triangle  AHD  est  équivalent  à  la  moitié 
du  quadrilatère.  {Barrieu.) 

170.  —  Déterminer  le  rayon  de  la  sphère  à  laquelle 
appartient  une  calotte  sphérique  de  surface  constante,  de 
manière  que  le  volume  du  segment  à  une  base  limité  par 
cette  calotte  soit  maximum. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 

iimaïaii  csimiLB  dbb  cbimius  db  fbi.  —  a.  chaix  etc*« 
■va  BBackaa,  M,  A  riau.  —  9tia^. 
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SUR  UNE  LIMITE  DE  L'ERREUR 

QUE  l'on  commet 

EN  REMPLAÇANT  LA  LONGUEUR  d'uNE   QRGONFiRENGE 

OU  LE  PÉRIMÈTRE  d'uN  POLYGONE  RÉGULIER  aRGONSORlT  PAR  CELUI 

DU    POLYGONE    INSCRIT    SEMBLABLE    AU    PREMIER 

Par  H.  LioNNBT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'École  Narale. 


I.  Théorème.  —  L'excès  de  la  circonférence  sur  le  périr- 
mètre  d'un  polygone  régulier  inscrit  est  moindre  que  le  côté  du 
polygone. 

Si  Ton  prend  le  rayon  pour  unité  et  qu'on  désigne  par  n 
le  nombre  des  côtés  du  polygone,  la  longueur  de  son  côté 

aura  pour  mesure  2  sin  ,   et  il  s'agira  de   démontrer 

l'inégalité 

w             ,       it               it          ^    •      ^ 
2ir  —  2n  sm <  2  sin ou ; <  sin , 

fi  n  n  -f-  i  n 

ou  enfin 

> sin 


n  w+i  n(n4-i)  ^  ^ 

Or  on  a sin  <     .,  ,  ,  ce  qui  nous  ramène  à 

n  n  on* 

démontrer  la  relation 

< 


6n'  n  {n  -}-  1) 

^<_51_  =  _ËÎL_.  (1) 

'      n 

22  484. 

Or  l'inégalité  tz  <  donne  «*  <     ^  ^  •  <  10,  tan- 

7  49 

dis  que  le  second  memÎDre  de  (1)  est  supérieur  à  i3  pour 

n  =  3  et  augmente  avec  n  ;  donc  le  théorème  est  démontré. 
Remarque.  —  Nous  allons  donner  une  démonstration  géo- 
métrique du  même  théorème. 
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II.  Théorèxne.  —  La  différence  des  périmètres  ç  etV  de 
deux  polygones  réguliers^  d'un  même  nombre  n  de  côtés  supérieur 
à  5,  l'un  inscrit,  et  Vautre  circonscrit  à  une  même  circonférence, 
est  moindre  que  le  côté  du  polygone  inscrit  (*). 

Soit  CD  un  côté  de  P  tangent  à  Tare  AMG  en  son  milieu 
M  et  diyisé  par  ce  point  en  deux  parties  égales.  Il  s'agit 

de  prouver  que,  pour  n  >  5,  on  a 

AB 
CD  .  n  —  AB  .  n  <  AB    ou     CD  —  AB  <  

n 

ou  enfin  CA  <  -^,  (1) 

n 

en  remplaçant  CD,  AB  par  les  rayons  OC,  OA  qui  leur  sont 

proportionnels  et  prenant  OA  pour  unité  ;  mais  la  tangente 

P 

CM,  égale  à  ,  étant  moyenne  proportionnelle  entre  la 

sécante  entibre  CA  -{-  2  et  le  segment  CA,  on  a 

^=(CA  +  .)CA. 

Remplaçant  CA  par  et  multipliant  les  deux  membres 

n 

/  P  \« 
par  n*,  il  vient         ( j   <  2n  +  i-  (2) 

Cette  inégalité,  équivalente  à  (1),  devenant  12  <  i3  pour 
n  =  6,  est  vérifiée  par  cette  valeur  de  n.  Elle  l'est  aussi 
par  n  >  6,  puisque,  n  augmentant,  P  diminue  et  2n  -f-  i 
augmente;  donc  le  théorème  est  démontré. 

Remarque.  —  Pour  n  <  6,  le  premier  membre  de  (9)  est 
supérieur  à  12,  tandis  que  le  second  est  égal  ou  inférieur 
à  1 1  ;  donc  alors  Tinégalité  a  lieu  en  sens  contraire,  ce 
qui  justifie  la  restriction  n  >  5  dans  Ténoncé  du  théorème. 

CSoroUaire.  —  VexcAs  de  la  circonférence  sur  le  périmètre 
d'un  polygone  régulier  inscrit  est  moindre  <pAe  le  côté  du  polygone > 

L'inégalité 

21c  —  AB  .  n  <  AB    ou    27r  <  AB  (n  +  0 
qu'il  s'agit  de  démontrer  est,  pour  n  >  5,  une  conséquence 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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immédiate  du  théorème  (2)  ;  car  on  a  éyidemment  21:  —  p 
<  P — p.  On  la  Yérifie  d'aillears  très-facilement  pour  n  <  6, 
en  observant  (1)  qu'on  a  it*  <  10  et  que  les  valeurs  de  AB 
correspondant  aux  valeurs  3,  4,  5  de  n  sont  respectivement 


2 

m.  Théorème.  —  On  peut  inscrire  et  circonscrire  à  un 
même  cercle  deux  polygones  réguliers  Sun  assez  grand  nombre  n 
de  côtés  pour  que  la  différence  d»  de  leurs  périmètres  soit  moindre 
qu'une  partie  aliquote  du  côté  a»  du  polygone  inscrit^  aussi 
petite  qu*on  voudra. 

On  sait  qu'on  a     cfc,  <  -4"  *•»   ^  <  ^^^y   *  <  a«. 

4 

Il  en  résulte  di2<  —  d^<— a^K  —  a^. 

442 

On  trouve  pareillement 

j  I     j  I  I 

du  <  — -  du  <  -5-  oia   <  — -  Om; 

404 

et  ainsi  de  suite;  donc  on  a  généralement 

05.2*  <  -^  a«.2*   ou  dn  <  — J-  On, 

en  posant  6.2*  =  n.  Le  nombre  entier  k  pouvant  être 
supposé  aussi  grand  qu'on  voudra,  le  théorème  est  démontré. 

Corollaire.  —  On  peut  inscrire  à  un  cercle  un  polygone 
régulier  d'un  assez  grand  nombre  de  côtés  pour  que  V excès  de  la 
circonférence  sur  le  périmètre  du  polygone  soit  moindre  qu^une 
portie  aliquote  de  son  côté,  aussi  petite  qu*on  voudra.  Car  on  a 
évidemment  27c  —  p  <  P  —  p. 

Remarque.  —  Dans  la  démonstration  analytique  du 
théorème  (1)  nous  avons  supposé  la  relation  a  —  sin  a 

a* 
<  ~T-  démontrée  (Eléments  de  Trigonométrie  rectiligne  et 

^hérique,  p.  178)  au  moyen  de  la  formule  sin  3a  =  3  sin  a 
■^  4  sin*  a.  En  voici  une  autre  démonstration,  déduite  de 
la  formule  plus  simple  sin  2a  =  2  sin  a  cos  a. 
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lY.  Théorème.  —  Verreur  que  Von  commet  en  t^empla- 
çant  un  arc  positif  quelconque  par  son  sinus  est  moindre  que  le 
sixième  du  cube  de  Varc. 

Si  dans  la  formule  sin  0=2  sin cos  —  on  rem- 

2  2 

place  cos  —  par  i  —  2  sm*  — ,  on  aura 

a  4 

a  a  a 

sin  a  =  2  sin 4  sin  sin* . 

2^2  4 

t\              .      a     ^    Ci       .       a     ^    a      .  .    a    ^  a^ 
Or  on  a  sin  —  <  ,  sin  —  <  ^  sin* < 


22  44  4        16 

et,  par  suite,  4  sin  —  sin* <  —5—;  donc  il  vient 

2  4  ^ 

a  a* 

sin  a  >  2  sin jr-,  (1) 

28  ^ 

Remplaçant  a  par dans  cette  inégalité,  dans  celle  qui 

en  résulte,  et  ainsi  de  suite,  on  a  successivement 

a  .       a  a*      ^    I 

sm— >28m_--g-X-^  (2) 

a              .      a          a*  I  ,_, 

sm  —  >  2  sin  — r- û-  X  — r  (3) 

2  2*  8  2«  ^  ' 

et,  en  général, 

a  .       a  a*  1 

Multipliant  les  inégalités  (1),  (2),  (3),...,  (n)  respectivement 
par  I,  2,  2*,...,  2«^^S  faisant  la  somme  des  inégalités 
résultantes  et  supprimant  les  termes  communs  aux  deux 
membres,  il  vient 

sm  a  >  2»  sin ^  (  i  -A — r-+..-H ); 

2*»         8    \  ^  4  ^  4*  ^      ^  4«  -  V' 

d'oîi  l'on  déduit 

a 


a  2*>  ^*  /    _i     '     I      ^1         I        I     \ 

~a  ^  a  8    V"^!""*"  4'  "^ '"  "*"1«^=^/ 


2» 


I 


I 
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Gela  étant,  si  Ton  suppose  que  le  nombre  entier  n  croisse 
indéfiniment,  le  rapport  sin : et  la  somme 


in—  1 


auront  pour  limites  Tunité  et  la  fraction  -4",  ce  qui  réduit 

3 

l'iné^lité  précédente  à 

sin  a  a*  .  a^ 


>  I -T-    on    a  —  sin  a  < 


a  6  6 

(Elirait  des  Éléments  de  Trigonométrie  rectUigne  et  sphérique.) 

NOTE  DE  GËOMËTRIE  SUR  LA  NORMALE  A  L'ELLIPSE, 

Par  M.  Wjmwaoj,  maître  répétiteur  an  Lycée  de  Lille. 


I. 

Théoràme.  —  Si  Von  prend  sur  chaque  vecteur  JCun  point 
M  â^une  ellipse  une  longueur  égale  au  demi-grand  axe^  on  a 
deux  points  en  ligne  droite  avec  le  centre  et  cette-  droite  est 
parallèle  à  la  normale  en  M. 

En  effet,  soit  D  le  point  oh  la  normale  en  M  coupe  le  grand 
axe  on  sait  que  : 


FD 

FD 
d'oh 

va 

FM 

""  FM' 

FM 

FD  +  FD 

oa  bien 

FD 

—    FM  +  F'M 
MF 

c  a 

Si  donc  FK  =  a,  les  deux 
triangles  MDP  et  KOF  sont 
semblables. 

De  la  même  proportion,  on  tire  également  : 

FD  +  FT)    _    FM  4-  FM 
FD  ""  FM 
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a 


ou 


FD    ~    F'M  ' 
et  si  FI  =  a,  les  triangles  FIO  et  FlID  sont  aussi  sem- 
blables ;  d'oh  la  proposition  énoncée. 
Cette  propriété  conduit  à  la  solution  du  problème  suivant  : 

Étant  donnée  une  ellipse  non  tracée^  construire  la  normale  : 
4^  en  un  point  de  la  courbe;  S^  parallèlement  à  une  direction 
donnée. 

1®  Sur  l'un  'quelconque  des  rayons  vecteurs  du  point  donné 
on  prend  une  longueur  égale  au  demi-grand  axe;  on  joint  le 
point  obtenu  au  centre  de  la  courbe  et  par  le  point  donné  on 
mène  une  parallèle  à  cette  dernière  droite; 

2^  Soit  OE  la  direction  donnée  ;  les  deux  cercles  décrits 
des  foyers  comme  centres  avec  a  pour  rayons  coupent  OE  aux 
points  I  et  E;  les  lignes  FE  et  FI  se  coupent  au  point 
cherché  M  et  la  parallèle  à  OE  menée  par  ce  point  sera  la 
normale  cherchée.  La  construction  complétée  au-dessous  du 
grand  axe  donnerait  un  point  M'  symétrique  du  point  M.  On 
peut  en  déduire  une  construction  de  Tellipse  par  points  avec 
la  normale. 

II. 

Théorème.  —  La  perpendiculaire  au  grand  axe  d^une 
sUipie  menée  par  le  pied  dune  normale  en  un  point  M  ren- 
contre les  lignes  FB  et  F'fi  en 
deux  points  C  et  E  tels  que  les 
longueurs  FG  et  F'E  représen- 
tent les  rayons  vecteurs  du 
point  M. 

On  sait  que  (1) 
^  FM    _    FD 

a     -     c     ' 
or,  les  triangles  semblables 
CDF  et  BOF  donnent  : 
FD    _    FC 

par  suite  FG  is:  FM  et  évidemment  FE  =  F'M. 
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D*ou  la  solution  du  problème  suiyant  :  Étant  donnée  une 
ellipse  non  tracée,  construire  la  normale  :  1^  en  un  point  de  la 
courbe;  i^  par  un  point  du  grand  axe. 

V  M  étant  le  point  donné,  les  cercles  décrits  des  foyers 
comme  centres  avec  les  rayons  FM  et  F'M  coupent  FB,  F'B 
en  G  et  E,  d'oli  la  droite  EGD  et  la  normale  MD  ; 

9^  Par  le  point  donné  D  on  mène  au  grand  axe  la  perpen- 
diculaire DCE;  les  cercles  de  centres  F  et  F'  et  de  rayons 
respectifs  FC  et  F'E  se  coupent  en  M  ;  d'oU  la  normale  MD. 
Ils  se  coupent  également  en  un  'point  symétrique  de  M  par 
rapport  au  grand  axe,  ce  qui  donne  une  seconde  :  normale  ce 
qui  fait,  ayec  les  deux  normales  qui  coïncident  avec  le  grand 
axe,  quatre  normales  issues  du  point  D. 

Cette  construction  donne  l'ellipse  par  points  avec  la  nor- 
male. 

Remarque.  —  Le  point  D  n'a  pas  sur  le  grand  axe  une 
position  quelconque;  car  lorsque  le  point  G  sera  tel  que 
FC  <  FA,  au  point  D,  ne  correspondra  aucun  point  de  l'ellipse, 
d'après  la  construction  précédente;  la  position  extrême  du 
point  D  sera»  à  partir  de  F,  à  une  distance  de  ce  point  égale  à  : 

(a  —  c\  cos  OFB  =  (a  —  c\  — . 

III. 

Théorème.  —  La  normale  en  un  point  M  cTuna  ellipse 

T.  MP  a 

rencontrant  le  pettt  axe  au  point  F,  on  a  =  — . 

Il  est  facile  de  yoir  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
MFF'  rencontre  le  petit  axe  au  point  P;  le  quadrilatère 
MFPF  est  inscriptible  dans  un  cercle,  ce  qui  permet  d'é- 
crire la  relation 

MP  X  FF '  =  MF  X  PF  +  MF'  X  PF; 
or  PF  =  PF,      FF  =  2C,        MF  +  MF  =  2a, 

et  par  suite 

MP  X  2C  =  PF  (MF  +  MF)  =  PF  X  2a; 

.,  .  ,       ,  ,.                MP           PF 
a  ou  la  relation  = . 
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BiMÀRQUi.  —  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  HFF'  puse 

par  le  point  T  où  la  tan- 
gente en  M  coupe  le  petit 
axe. 

En  effet,  ce  cercle 
ayant  son  centre  sur  le 
petit  axe  ne  peut  couper 
-cet  axe  qu'en  un  point 
T  tel  que  l'angle  TMP 
soit  droit. 

Ces    deux    propriétés 
donnent  la  solution  du 
problème  suivant  : 
Mener  la  normale  à  une  ellipse  par  un  point  du  petit  axe. 
On  peut  considérer  deux  cas  : 

1®  L'ellipse  est  tracée.  —  On  construit  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  formé  par  les  deux  foyers  et  le  point  donné;  ce 
cercle  coupe  l'ellipse  en  quatre  points,  et  il  est  facile  de 
choisir  les  deux  points  dont  les  normales  concourent  au 
point  donné. 

2*»  L'ellipse  n'est  pas  tracée.  —  Soit  P  le  point  donné  ;  on 
construit  d'abord  le  cercle  circonscrit  au  triçingle  PFF'; 
puis  on  joint  le  point  P  aux  foyers;  sur  PF  et  PF  on 
prend  une  longueur  PL  =  PL'  =  c;  on  joint  L  et  L'.  Du 
point  P  comme  centre  avec  a  pour  rayon  on  décrit  un 
cercle;  ce  cercle  coupe  en  I  et  V  la  ligne  LL';  les  lignes 
PI  et  Pr  rencontrent  le  grand  axe  en  deux  points  R  et  R' 

PR  PF  PR  PF 

tels  que       -r^r^  =  -^^r—  ou = 

^  PI  PL  a  c 

et  en  vertu  de  la  propriété  énoncée  ci-dessus 

PR  =:  PM. 

Le  cercle  décrit  du  point  P  comme  centre  avec  PR  pour 
rayon  coupera  le  cercle  circonscrit  au  triangle  PFF'  aux 
points  M  et  M',  oîi  aboutissent  les  normales  cherchées. 

Pour  le  premier  cas,  on  peut  indifféremment  employer 
l'un  ou  l'autre  des  cercles  précédents. 

La  construction  du  second  cas  donne  le  point  T  et  par 
suite  la  tangente  aux  deux  points  obtenus. 
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Dans  les  deux  cas,  le  problème  admet  deux  solutions,  et 
si  Ton  ajoute  les  deux  normales  qui  coïncident  avec  le 
petit  axe,  on  a  quatre  normales  issues  du  point  P,  à  condi- 
tion toutefois  que  le  point  P  soit  compris  entre  des  limites 
qu'il  est  facile  de  déterminer.  Pour  cela,  M  étant  un  point 
de  la  courbe  dont  la  normale  est  MP,  soit  2a  Tangle  F'MF; 

l'angle  PFF  est  égal  à  a  et 

c 


PP  = 


cos  a 


par  suite  PM  =  —  PF    =  . 

c  cos  a 

Or,  on  sait  que  cos  a  varie  entre  i  et  — ,  ce  qui  donne, 


a 


1 


pour  les  valeurs  extrêmes  de  PM,  a  et     .    . 

0 

Alors  le  point  M  est  à  une  des  extrémités  des  deux  axes, 

le  point  P  est,  ou  en  0,  ou  en  un  point  G  distant  de  0  d'une 

a*  c* 

longueur  égale  à      — r^ 6  = 


b  b 

On  voit  donc  que,  lorsque  le  point  P  parcourt  l'espace  OG, 
le  point  M  parcourt  la  demi-ellipse  ABA.'  et  qu'à  chacune  des 
positions  du  point  P  correspondent  quatre  normales  à  la 
courbe.  Le  point  P  étant  en  G,  les  points  M  et  M'  des  cons- 
tructions précédentes  se  réunissent  au  point  B  et  le  nombre 
des  normales  se  réduit  à  deux;  le  cercle  décrit  du  point  G 
comme  centre  avec  GB  pour  rayon  a  trois  points  communs 
avec  l'ellipse  au  point  B  ;  ce  cercle  est  dit  le  cercle  oscuUi' 
teur  de  l'ellipse  au  point  B.  Pour  les  positions  du  point  P 
au  delà  de  G,  il  n'existe  plus  que  deux  normales  qui  coïnci- 
dent avec  le  pelit  axe. 

11  est  évident  que  le  point  P  peut  occuper  des  positions 
symétriques  de  celles  que  l'on  vient  d'examiner,  par  rapport 
au  grand  axe. 

Remarque  I.  —  La  relation 

PM  =  — i— 

cos   a 

donne  également  une  construction  simple  de  la  longueur 
PM;  en  effet,  elle  indique  que  la  parallèle  menée  à  PF  par 
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une  des  extrémités,  Â  par  exemple,  du  grand  axe,  parallèle 
limitée  aux  deux  axes,  est  précisément  égale  à  PM  ;  mais 
cette  construction,  simple  au  point  de  vue  géométrique,  est 
un  peu  moins  commode  que  la  précédente  au  point  de  Yue 
graphique. 

Remarque  IL  —  Cette  même  relation  indique  que  la  pro- 
jection d'une  normale  en  un  point  limitée  au  petit  axe,  sur 
les  rayons  vecteurs  de  ce  point  est  constante  et  égale  au 
demi-grand  axe. 


NOTE  SUR  LE  TRIANGLE 

Traduit  de  l'anglais  de  l'ouvrage    A  Treatise  on  some  nevc  geomêtrical  methodt. 
Par  daines  Booth^  membre  de  la  Société  Royale  de  Londres. 

(Suite;  voir  page  177.) 


SUR  LES  RELATIONS  TRIGONOMÉTRIQUES  ENTRE  LES  ANGLES  D'uN 

TRIANGLE. 

6.  Puisque  on  a 

cotg  —  =    P  ~  ^     et  cotg  —  =  -4-  ,  (20 
2  r  2  r 

en  prenant  les  expressions  analogues  pour  les  autres  an- 
gles, et  ajoutant,  on  a 

cotg y-  cotg f-  cotg  —  =  -^ f-  -^ 

2  ^2  2  r  '  r 

I     f  —  c    _  JL 
"^        r         "    r  ' 

et  cotg  —  +  cotg—  +  cotg  A  =  -£-  +  ^  -f.  X. 
En  divisant  ces  équations  par  p,  on  retrouve 

En  multipliant  les  équations  (21),  on  a 
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,     A       ,     B       ,     C  (p  _  a)  (p  —  6)  (p  —  c) 

COtff COtg COtg =    -^ '—^ ; —^ — 

et  COtg  —  COtg  _  COtg  —  =  yPyT- 

Donc 
f^r p  (p  —  o)  (p  —  b)  (p  —  c)  p*r*  p 

rrry  pr^  pr^  r 

Donc  pr  =  Y rrrV  .  (23) 

Par  suite  :  La  racine  carrée  du  produit  des  quatre  rayons  des 
cercles  inscrits  et  eooinscrits  est  égale  à  la  surface  du  triangle. 

On  a  sm  A  =  — =r-;  sin  B  =  — =r-  ;  sin  C  =  — =r-. 

2R  2R  2R         . 

En  ajoutant,  on  a 

sin  A  +  sin  B  +  sin  C  =  -|-.  (24) 

En  multipliant  membre  à  membre,  il  vient 

sin  A  sin  B  sin  C  =  -^.  (25) 

Si  l'on  élève  (24)  au   carré,  et  si  Ton  en  petranche  les 
valeurs  des  carrés  des  sinus,  on  a 

sm  A  smB  +  sm  B  sm  C  +  sm  A  sm  C=  -2- ^-çrETt — 

mais  a^  +  6"  +  ^*  =  ^P'  —  ^^*  —  ^^' 

Donc 

sinAsinB  +  sinBsinC  +  sinC  sinA=  ^'  "^  ^'^"^  ^^'^  (26) 

n  •     ^  ]f  {p  —  b)  (p  —  c) 

On  a  sm  —  =   y  -^ -r-^ — . 

2  '  bc 

Donc 

.      A     .     B     .      C 

4  sm  sm sm 

2  2  2 

_    4P  (p  —  fl)  (p  —  b)  (p  —  c)    _  jr_ 

pabc  R 

On  a  ,  +  cos  A  =    "^^P  "  ^>  . 

'  bc 

En  prenant  les  mêmes  expressions  pour  cos  B  et  cos  G, 

et  ajoutant,  on  doit  avoir 


(27) 
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cos  A.  +  cos  B  -|-  cos  C 

2p'(o  +  6  +  c)  ""  2P(^*  +  5«  -|.  c«)  —  3atc 

abc 

Mais  a"  +  6«  4-  c*  =  2p«  — ^  2r*  —  8Rr 

On  trouve  alors,  en  remplaçant 

f 
cos  A  -f-  c^s  B  +  cos  C  =  I  -| — j^.       (28) 

Si  q\  q"y  q'"  représentent  les  distances  du  centre  du  cercle 
circonscrit  aux  côtés,  on  a 

g'  =  R  cos  A;  q"  =  R  cos  B;  q"  =  R  cos  C. 
Par  suite  q'  +  f  +  q"  ==  R  +  r.  (29) 

7.  On  a  a  cotg  A  =  2q' ; 

donc  a  cotg  A  +  6  cotg  B  -\-  c  cotg  C  =  2(ç'  -{-  g"  -\-  q'- 

Mais  9  +  9'  +  Ç''  =  R  +  ^; 

donc  a  cotg  A  +  6  cotg  B  -}-  c  cotg  C  =  2(R  +  r).  (30) 
Si  Ton  fait  le  carré  de  l'équation  (28)  et  que  l'on  remplace 

cos*  A  par  sa  valeur  i 5--,  et  que  l'on  prenne  les  expres- 

4K 

sions  analogues  pour  cos'  B  et  cos*  G,  on  a 

2(cos  A  cos  B  -(-  cos  B  cos  G  -j-  cos  G  cos  A) 

en  remplaçant  a"  +  ^*  +  c"  P*r  sa  valeur,  et   réduisant, 

on  a        cos  A  cos  B  -j-  cos  B  cos  G  -|-  cos  G  cos  A 

r«  +  p«  -  4R« 
-  pi  .  (31) 

8.  Pour  montrer  que  l'on  a 

cos«  A  +  cos*  B  -|-  cos*  G  =  I  —  2  cos  A  cos  B  cos  G  (32) 
on  remarque  que  puisque 

A  +  B  +  G  =  7c,  on  a  cos  G  =  —  cos  (A  +  B). 
Donc 

cos*  G  =  cos*  A  cos*  B  —  2  cos  A  cos  B  sin  A  sîn  B 

4-  I  —  cos*  A  —  cos'  B  4"  cos*  A  cos*  B, 

en  remplaçant  sin*  A  et  sin*  B  par  leurs  valeurs. 

Donc  l'expression  cos*  A  +  cos*  B  -(-  cos*  G  devient 

I  -j-  2  cos  A  cos  B  (cos  A  cos  B  —  sin  A  sin  B) 

=  1—2  cos  A  cos  B  cos  G. 
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D'après  une  formule  que  nous  ayons  yue  plus  haut,  on  a 

I  +  cos  A  =  — i-^^ i— ; 

oc 

on  en  tire 

(i  +  cos  A)  (i  -f-  cos  B)  (i  +  cos  G)  =  -^.  (33) 

En  effectuant,  et  remplaçant  cos  A  -j-  cos  B  -j-  cos  G 
et  cos  A  cos  B  -|-  cos  B  cos  G  -\-  cos  G  cos  A 

par  leur  valeur  (28)  et  (31),  on  trouve  après  réduction 

cos  A  cos  B  cos  G  =    P*  —  i^^  +  ^')*   .      ^^^ 


on  a  cos 


4R« 

2  '  6c  ' 

Donc 

4  cos cos cos =  -^ — Î-—  =  -:k--(^) 

^  2  2  2  4R  .  pr         R    ^    ' 

En  comparant  avec  une  formule  déjà  donnée  (24),  on  a 

sin  A  -|-  siii  B  -f-  sin  G 

=  4  cos cos cos  — .  (36) 

^2  2  2 

9.  Soient  a'  et  a!*  les  segments  déterminés  sur  le  côté  a  par 
la  hauteur  h  abaissée  du  sommet,  et  %  la  distance  de  Tortho- 
centre  au  côté  a.  On  a 

cotg  B  cotg  G  =  — ^  =  -^. 

Donc  cotg  B  cotg  G  =  -^  =  -r^ . 

Appelons  A  Taire  du  triangle  total,  S,  $',  V*  les  triangles 

composants,  ayant  leur  sommet  à  Torlhocentre*  On  a 

Tca  =  2S;  Aa  =  2A. 
Donc 

cotgAcotgB-|-cotgBcotgG-f-cotgGcotgA=    "*         — =1. 

Multiplions  par  tg  A  tg  B  tg  G,  il  vient 

tg  A  +  tg  B  +  tg  G=tg  AtgB  tg  G        (37) 

,      A         l/(p  — fc)(p  — c) 
puisque  tg  —  =  [^       p(p^a)       ' 
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on  a 

ABC  (p  —  a)(v  —  b)(p — e)         r    _, 

tg-^tg tg =     ,         ''^        '^^       '   =—38 

*  2  2        pVp(p-a)(p-6)(p-c)        P 

De  même,  comme 
^      A.   _  (p-ft)(p-c)  _   (p-ft)(p-c)^ 

2  Vp(p-a)(p-6)(p-c)  P^ 

on  en  déduit 

tg—  +  lg  —  +  tg— =         p        >     (39) 

on  a  .,^^^_____  

B    _  ]/(p-a)(p-c).  .^   G    _  l/(p-a)(p-^) 

^  T- -  r     p(p-6)    ' ^s—  -  r     p(p_c)   • 

B  G  p  —  a 

Donc  tg tg =  -^^ . 

°    2      °    2  p 

On  en  conclut 

10.  Puisque  ha  =  2A,  on  en  déduit  h  = ,  et  par  suite 

«^    .    r.    I    tir  *  /  ï      1      ï      I      '  \         ^  bc4-ac4-ab 

h  +  h+h^=  2L(^^+—  +  —)=21         -^^^ 

Soient  a\  a''  les  segments  que  fait  sur  le  côté  a  la  hau- 
teur menée   du  point  A,  et  tc  la  distance  du  même  côté  à 

Torthocentre.  On  a 

_        ^         aa!*  hiz  2ATr 

COS  B  COS  G  =  — r =   -r =   r—  , 

oc  oc  abc 

la  formule  (31)  nous  donne 

p*  4-  r*  —  aR* 
COS  A  COS  B  +  COS  B  cos  G  +  cos  G  cos  A  =  j^ — ^— 

Donc 

«  4.  ^'  J-  V'  -.    P'  +  r^  -  4R'  .  .^, 

7t    -|-    TT     -J-   7C      —    — .  (42) 

et  par  suite 

h  +  h'  +  A"  _  (^  +  ,r'  +  tt")  =  2(R  +  r).   (43) 
Mais  cette  quantité  représente  la  somme  des  lignes  qui 
joignent  Torlhocentre  aux  sommets  du  triangle;  et  comme 
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on  sait  que  la  somme  de  ces  distances  est  double  de  la 
somme  des  perpendiculaires  g',  q",  q'\  abaissées  du  centre 
sur  les  côtés,  on  retrouve  ainsi  la  formule  (29) 

11.  Dans  un  trianglcy  la  somme  des  inverses  des  côtés  des  six 
carrés  inscrits  et  ex-inscrits  est  égale  au  double  de  Vinverse  du 
rayon  du  cercle  inscrit. 

Soient  a  la  base  du  triangle  et  h  sa  hauteur  ;  en  appelant 

nh 

X  le  côté  du  carré  inscrit  on  a  a;  =  — —- —  ;  en  appelant 
X,  le  côté  du  carré  ex-inscrit,  on  a  a;^  = 


a  —  h 

I  2 


Donc  —  +  —  =  —  ;  si  y,  y^,  et  ;ï,  z^,  sont  les  côtés 

des  carrés   qui  s'appuient  sur  les  deux  autres  côtés  du 
triangle,  on  aura 

X    ^   x^  ^    y    ^   Vt    "^    z    "^    z^ 

/    I         ,         I         ,  I     \  2 

(A  suivre.) 


CONCOURS  ACADEMIQUES  1879 


ACADÉMIE  DE  BORDEAUX 

Mathématiques  élémentaires. 

—  Liea  des  points  tels  que  le  rapport  des  distances  à  deux  points  fixes 
est  égal  au  rapport  de  deux  lignes  données. 

Quel  est  le  lieu  des  points  de  l'espace  jouissant  des  mêmes  propriétés? 

—  Lieu  des  points  tels  que  les  distances  à  trois  points  donnés  sont  dans 
le  rapport  de  trois  lignes  données.  (Dans  l'espace.) 

Calculer  toutes  les  lignes  de  la  figure 

BC  =  50—  CÂ  «  54—  AB  =  32— 

a  =  3o  6  =  24  Y  =s  10 

—  Construire  un  quadrilatère,  connaissant  trois  côtés  et  les  deux  angles 
adjacents  au  quatrième  côté. 

—  Calculer  trigonométriquement  les  autres  éléments  du  quadrilatère. 

(6  heures.) 
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ACADÉMIE  DE  DOUAI 

Mathématiques  spéciales. 

Par  deux  points  fixes  A,  B  pris  sur  une  conique,  op  fait  passer  un  cercle 
variable  qui  coupe  cette  conique  en  deux  autres  points  G,  D  : 

1*  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  les  deux  pôles  de  la  sécante  CD 
pris  par  rapport  au  cercle  et  à  la  conique  passe  toujours  par  un  point  fixe  F, 
quel  que  soit  le  cercle  choisi,  et  que  la  polaire  du  point  F  par  rapport  au 
cercle  passe  toujours  aussi  par  un  point  fixe  G,  quel  que  soit  le  cercle; 

2*  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point  F  aux  dî^ 
férents  cercles; 

3*  Même  question  pour  le  point  G. 

Mathématiques  élémentaires. 

On  considère  toute  la  catégorie  des  triangles  dans  lesquels  les  trois  côtés 
œ,  y,  st  satisfont  à  une  relation  donnée  de  la  fornie 

ax^  y*»  «P  -f  hxmf  yn'  «p'  -|-  cx^  y»*  zp'  +  .  .  .  .  =  o 
où  a,  &,  c...  sont  des  constantes  de  signes  divers  et  où  tous  les  termes  sont 
de  même  degré,  en  sorte  qu'on  ait 

1*  On  demande  quelle  relation  existe  dans  tous  ces  triangles  entre  les  trois 
hauteurs  h^  h\  h"; 

2*  Déduire  de  ce  qui  précède  une  formule  propre  au  triangle  rectangle; 

3*  Trouver  par  suite  la  pente  d'un  plan  incliné  en  fonction  des  pentes  de 
deux  droites  situées  dans  ce  plan  et  comprises  respectivement  dans  deux 
plans  verticaux  perpendiculaires  Tun  à  l'autre.  (On  sait  que  la  pente  d'une 
droite  est  le  rapport  de  la  différence  des  niveaux  de  deux  de  ses  pointa  i 
la  distance  de  leurs  projections  sur  un  plan  horizontal  et  que  la  pente  du 
plan  est  celle  d'une  perpendiculaire  aux  horizontales  du  plan.) 

4*  Démontrer  que  si  l'on  assimile  les  pentes  de  diverses  droites  d'un  plan 
(émanées  d'un  même  point)  à  des  forces  horizontales  agissant  dans  les  plans 
verticaux  respectifs  menés  suivant  ces  droites,  la  pente  de  la  ligne  de  plus 
grande  pente  du  plan  sera  pour  la  grandeur  et  pour  la  direction  la  résul- 
tante des  pentes  de  deux  autres  lignes  comprises  dans  deux  plans  verticaux 
rectangulaires  quelconques. 

Enseignement  spécial. 

i*  On  donne  un  quadrilatère  gauche  ÀBCD,  c'est-à-dire  le  quadrilatère 
décrit  par  une  droite  mobile  MN  qui  s'appuyant  constamment  sur  deux 
droites  fixes  AD,  BG  non  situées  dans  un  même  plan,  passe  de  la  position 
AB  à  la  position  CD,  sans  cesser  jamais  d'être  comprise  dans  un  plan  mo- 
bile MPNQ  toujours  parallèle  à  lui-même.  On  demande  en  premier  lieu 
quelle  est  la  forme  de  la  section  MPNQ  faite  par  le  plan  mobile  dans  le 
tétraèdre  ABGD;  en  second  lieu,  comment  la  droite  MN  divise  cette  section, 
et  comment  la  surface  engendrée  par  MN  divise  le  volume  encrendré  par  la 
surface  MPNQ. 

i*  Un  corps  est  limité  inférieurement  par  un  quadrilatère  horizontal 
EFGH,  latéralement  par  quatre  faces  planes  verticales,  enfin  supérieurement 
par  un  quadrilatère  gauche  ABCD.  On  demande  de  quelle  manière  précise 
son  volume  est  compris,  entre  la  somme  des  deux  troncs  de  prismes  trian- 
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gaiaires  EFGCÀB  et  EHGCAD  et  la  somme  des  deux  troncs  de  prismes 
triangulaires  HEFBDA,  HGFBDC. 

3*  Trourer  l'expression  du  Yolume  de  ce  corps  et  passer  de  là  à  Teipres- 
sioQ  générale  du  volume  analogue  que  comprennent  entre  eux  deux  qua- 
drilatères gauches  ABCD,  A'B'C'IX  ayant  pour  projection  horixontale  an 
même  quadrilatère  plan  EPGH. 

DesoriptlTe. 

Étant  données  les  projections  de  trois  points  A,  B,  G,  trouTer  les  projec- 
tions d'un  point  D  situé  à  une  même  distance  donnée  de  chacun  des  trois 
premiers. 
Données  numériques  :  —  aa  =  3  cent.  9    aa'  =  3  cent.  6, 

56  =  I  cent.  5    b'6  =  10  cent.  5, 
cy  =  9  cent.  9    c'y  =  4  cent.  8, 
a5  =  7  cent.  3    $j  ss  3  cent.  6. 
DA  =  DB  =1  DC  =  i5  centimètres. 


ACADÉMIE  DE  LYON 

Glaase  de  mathématiques  élémentaires. 

Une  circonférence  (V,  de  rayon  donné,  a  son  centre  sur  une  circonférence 
0,  qui  est  également  déterminée.  Si  Ton  joint  l'extrémité  A  du  diamètre 
00^  au  point  d'intersection  G  des  deux  circonférences,  la  ligne  AG  rencon- 
trera la  corde  O'B  en  un  point  E  par  lequel  on  mène  une  tangente  EG  an 
cercle  CV. 

On  demande  : 

1*  Le  lieu  du  point  M,  intersection  de  la  tangente  et  de  AB  prolongé, 
quand  le  point  B  se  meut  sur  la  droonférence  0. 

2*  On  proaTera  que  les  trois  points  D,  G,  B,  sont  en  ligne  droite. 

Enseignement  spéoiaL 

1*  En  quels  points  de  la  surface  d'un  prisme  triangulaire,  oblique  et 
homogène,  pent-on  suspendre  par  un  fll  ce  corps,  pour  que,  sous  l'action 
de  la  pesanteur,  les  arêtes  latérales  prennent  one  direction  d'équilibre 
parallèle  ou  perpendiculaire  à  celle  du  fll? 

2*  On  propose  de  couper  un  parallélépipède  donné  parallèlement  à  Tune 
des  diagonales  de  la  base,  de  manière  que  la  section  soit  un  rectangle 
ou  un  losange;  on  supposera  dans  l'épure  que  les  deux  diagonales  de  la 
base  sont  dans  le  rapport  de  3  à  4,  qu'elles  font  entre  elles  un  angle  de 
3o*  et  que  les  arêtes  latérales  du  parallélépipède  font  avec  la  base  un  angle 
de  6o* 


ACADÉMIE  DE  PARIS 

Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  deux  circonférences  0  et  0'  tangentes  extérieurement  ou 
intérieurement.  Par  le  point  A,  on  mène  dans  la  première  une  corde  quel- 
conque AB,  et  dans  la  deuxième  une  corde  AG  perpendiculaire  à  AB.  On 
joint  BC.  Gela  posé,  on  demande  : 

JOTONAL  DB  HATE.  1879.  14 
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1*  Ia  lien  décrit  par  la  projection  du  point  A  sur  l'I^poténuse  BG 
lorsque  le  triangle  variable  tourne  autour  du  point  A  ; 

S*  Le  lieu  du  milieu  de  l'hypoténuse  BC  ; 

8*  Le  lieu  décrit  par  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 

Examiner  si  tous  les  points  de  chacune  des  lignes  trouvées  conviennent 
dans  tous  les  cas  à  la  question. 

—  On  donne  une  droite  OA,  da  longueur  connue  a.  Du  point  0  comme 
centre,  on  décrit  une  sphère  de  rayon  variable  et  Ton  considère  sur  cette 
spbèro  la  calotte  sphérique  vue  du  point  A,  et  le  segment  à  une  base  com- 
pris entre  cette  calotte  et  sa  base.  On  demande  quâ  doit  être  le  rayon  de 
la  sphère: 

1*  Pour  que  Taire  de  la  calotte  soit  maximum  ; 

2*  Pour  qiie  le  Tolume  du  segment  soit  maximum. 


ACADÉMIE  DE  POITIERS 

CSla886  di$  JiatlitaïaUqtoo*  élémentaires. 

Sur  le  diamètre  AB  d'un  cercle  donné  on  prend  AC  =  AB  et  on  mène 
en  G  une  perpendiculaire  à  GAB.  On  Joint  un  point  quelconque  P  de  celle 
perpendiculaire  au  point  A  ;  la  droite  PA  rencontre  la  circonférence  en  H. 
La  droite  BH  rencontre  GP  en  Q.  On  mène  par  P  une  parallèla  à  GAB  qoi 
reneontre  Q  A  en  R,  et  par  le  point  Q  une  parallèle  à  GAB  qui  rencontre  PA 
en  M.  Démontrer  : 

!•  Que  PG  X  CQ  =  constante 

«   ^  PA  HA 

^•o«<^  pir  =  -H5rî 

3*  Que  les  points  P,  K,  B  sont  en  ligne  droite  ; 

4*  Que  les  points  M,  B,  R,  sont  en  ligne  droite; 

5*  Que  la  droite  MK  passe  par  un  point  fixe; 

6*  Que  la  droite  HK  passe  par  un  point  fixe; 

7*  Tieuvor  iea  lieux  géométriques  des  points  M  et  R. 


AdADÉMIE  DE  RENNES 

Mathématlctiies  élémeniatres. 

l**  Question,  —  Montrer  que,  pour  savoir  combien  de  fois  le  nombre 
premier  P  est  facteur  dans  le  produit  i.  2.  3.... m  de  tous  les  nombres 
jusqu'à  m,  on  peut,  après  avoir  écrit  ce  nombre  m  dans  le  système  de  nu- 
méraUon  dont  la  base  est  P,  diviser  par  p  — >  i  l'excès  de  ce  nombre  m  sur 
la  somme  de  ses  chiffres. 

En  conclure  que  p  sera  facteur  dans  le  nombre 

ffl  (i»  "-  i)  (w  ^  g)  ->  (iif>  »  4-  I) 
I.  2.  3..,.» 
auUnt  de  fois  que,  dans  la  soustraction  de  m  et  de  n  écrite  dans  le  sys- 
tème de  base  P,  U  faudra  ajouter  P  aux  chijBf^  du  phis  grand  nombre  poar 
rendre  la  soustraction  possible  dans  chaque  colonne. 
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2^  Question,  —  Un  triangle  ABC  étant  donné,  dont  les  eètés  sont  par- 
couros  dans  le  même  sens,  on  mène  par  les  sommets  des  rajons  faisant 
un  même  angle  V  avee  le  eôté  lespeetlTement  opposé.  Ùt^  détermine  #insi 
un  triangle  A'B'C  semblable  an  proposé.  Trouver  le  rapport  de  simflitnde 
soit  géométriquement,  soit  par  le  calcul  et  À  qnelles  valeurs  de  p  oorrespon- 
dent  le  plus  petit,  le  plus  grand  des  triangles  À'B'C?  Ce  triangle  peut-il 
être  égal  à  ABC?  v  variant,  quel  sera  le  Ueu  géométrique  du  centre  du 
cercle  cirocmscrit  à  A'BX!',  de  celui  du  cercle  inscrit  et  du  centre  de 
gravité 


AGADÉBOE  DP  TOUU)US£ 

MfitliéniAtUiaas  éléiii«ntai|pes. 

Trois  points  OAB  étant  situés  en  ligne  droite,  on  mène  par  le  point  0 
une  droite  variable  OT,  et  par  les  points  A  et  B,  un  cercle  tangent  à  la 
(froita  OT. 

Déterminer  la  position  de  la  droite  OT  de  telle  manière  que  ce  cercle 
ABC  ail  un  rajon  donné  R. 

On  désire  obtenir  une  aolutioa  géométrique ,  et  aussi  vne  relation 
algébrique  entre  les  quantités  OA,  OB,  R  pt  )es  lignes  trigpi^Qmétriqnes  de 
langle  0. 

On  déduira  de  cbaque  méthode  la  discussion  des  résultats. 

Enaeignement  spécial. 

PâSKiiaB  QcmiûN.  —  Projections  hoiiiont^le  et  yerticale  d'un  pnbe  dont 
le  côté  est  donné,  et  de  position  telle  que  Tun  de  ses  sommets  soit  sur  la 
ligne  de  terre,  que  les  deux  cétés  aboutissant  à  ce  sommet  fessent  avee 
la  ligne  de  terre  des  angles  égaux  à  46*,  et  que  riacliuaisoo  du  plan 
formé  par  ces  deux  côtés  sur  )e  plan  borizontal  de  projections  sQit  égjile 
à  45*. 

2*  Question.  — Soient  trois  arbres  parallèles  A|,  Aa,  A3  :  le  premier  arbre  por- 
tant une  roue  dentée  C,  dont  le  nombre  des  dents  est  Nt.  Cette  roue  est 
ûxée  invariablement  sur  cet  arbre  et  engrène  i^vec  une  petite  roue  0,  dont 
le  nombre  de  dents  est  fi^.  Cette  petite  roue  G,  est  invariablement  fixée 
sur  le  second  arbe  A3,  arbre  sur  lequel  on  a  fixé  une  grande  roue  C3  dont 
le  nombre  de  dents  est  N,  n'engrenant  pas  avec  la  petit^  0,.  Au  contraire 
celte  grande  roue  C,  engrène  avec  un  petite  roue  dentée  0,  dont  le  nombre 
de  dents  est  «1,,  fixée  invariablement  sur  le  troisième  arbre  A,.  Cette 
machine  étant  en  mouvement,  dans  quel  rapport  sont  les  vitesses  de  rotation 
ci>i  et  o>3  des  roues  extrêmes  Ci  et  Os? 

N.   =   43  N,   =:   48 

Hj  »  6 
Quelle  valeur  faut-il  attribuer  à  n^  pour  que,  Taiguille  a  fixée  sur  l'arbre 
Al  marquant  la  minute,  Vaiguille  &  fixée  sur  Tarbre  A3  marque  la  seconde? 
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ÉLÉMENTS  DE  LA  THÉORIE   DU  LAVIS 

Par  M.  Plllet,  professeur  de  laris  à  l'École  Polytechnique. 

[Suite;  voir  page  151.) 


Principe  des  distances.  —  Lorsqu'un  objet  s'éloigue 
de  nous,  deux  effets  se  produisent. 

1®  La  lumière  qu'il  nous  envoie,  et,  par  suite,  l'éclat 
total  qu'il  possède  pour  nous  décroît  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance;  cet  effet  est  absolument  nul  pour 
notre  œil,  et  s'il  existait  seul,  les  objets  paraîtraient  aussi 
éclatants  de  loin  que  de  près.  En  effet,  plus  un  objet  est 
loin,  moins  il  nous  envoie  de  lumière,  c'est  vrai,  mais  plus 
il  parait  petit  dans  notre  œil  ;  de  telle  sorte  que  celui-ci  rece- 
vant moins  de  lumière  mais  la  condensant  sur  un  espace 
plus  petit,  l'éclat  par  unité  de  surface  de  cet  espace  de  la 
rétine  reste  constamment  le  même,  et  l'objet  doit  paraître 
aussi  éclatant  de  loin  que  de  près.  Dans  les  pays  oli  l'atmos- 
pbère  est  très-pure,  en  Egypte  notamment,  les  distances 
ne  modifient  que  la  grandeur  apparente  des  objets,  mais 
presque  pas  l'intensité  de  leur  coloration  ; 

2^  Lorsqu'un  objet  s'éloigne,  il  s'interpose  entre  lui  et 
nous  une  sorte  de  brouillard  formé  par  l'air;  ce  brouillard 
est  d'autant  plus  intense  que  l'air  est  moins  pur.  Il  agit  : 

a.  Par  réflexion,  en  recevant  de  la  lumière  et  nous  la 
renvoyant,  ce  qui  diminue  d'autant  l'éclat  relatif  des  objets 
situés  derrière; 

b.  Par  transparence,  en  colorant  de  sa  couleur,  qui  est 
bleue,  les  objets  devant  lesquels  il  s'interpose. 

Des  différents  plans  en  peinture.  —  En  peinture, 
on  'classe  les  objets  suivant  leur  distance  à  l'œil,  par  les 
places  qu'ils  occupent. 

Les  objets  placés  très-près  sont  dits  au  premier  plan  ; 
on  admet  que  sur  eux  l'effet  de  l'air  est  nul  ;  donc  les  objets 
en  premier  plan  posséderont  leur  couleur  absolue. 
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Placés  un  peu  plus  loin,  les  objets  sont  dits  en  deuxième 
plan;  les  objets  jaunes  paraîtront  dans  ce  cas  moins  jaunes 
et  un  peu  bleuis,  ou  mieux  un  peu  neutralisés  comme  couleur. 

Les  objets  rouges  paraîtront  moins  rouges  et  un  peu 
bleuis,  c'est-à-dire  un  peu  yiolets. 

Les  objets  bleus  paraîtront  moins  bleus  s'ils  sont  bleu 
foncé  et,  au  contraire,  un  peu  plus  bleus  s'ils  sont  bleu  très* 
clair. 

Encore  plus  loin,  les  objets  sont  en  troisième  plan  ;  tous 
les  effets  indiqués  ci-dessus  devront  être  accentués. 

Enfin,  tout  à  fait  au  loin,  les  objets  sont  dits  dans  le 
lointain  ;  la  couleur  bleue  augmente,  et  Ton  peut  dire  que 
toutes  les  couleurs  yiennent  se  fondre  dans  le  bleu. 

Le  jaune  deyient  bleu  jaune,  c'est-à-dire  un  peu  yerdâtre. 

Le  rouge  devient  rouge  bleu,  c'est-à-dire  un  peu  violacé. 

Le  bleu  devient  moins  foncé  s'il  était  d'abord  foncé,  et 
plus  foncé  au  contraire  s'il  était  très-clair;  en  tout  cas, 
jamais  ce  bleu  de  lointain  ne  peut  devenir  intense;  il  ne 
doit  évidemment  pas  dépasser  le  bleu  de  ciel  qui  est  le 
bleu  clair  à  son  maximum  de  densité. 

Manlôre  de  rendre  en  canxaleu;  à  l'encre  de 
Chine,  les  effets  de  la  distance.  —  Les  effets  de  dis- 
tance se  rendront  à  l'encre  de  Chine  de  manières  différentes 
suivant  l'intensité  des  tons.  En  effet,  un  objet  est-il  foncé? 
En  s'éloignant,  il  doit:  1®  perdre  de  sa  coloration,  c'est-à-dire 
s'éclaircir;  2®  prendre  le  ton  de  l'air,  c'est-à-dire  se  foncer. 

Suivant  que  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  effets  l'empor- 
tera, on  devra  diminuer  ou  augmenter  la  teinte  du  premier 
plan. 

Exemples  : 

1*  Un  objet  jaune  en  lumière  se  rendra  en  premier  plan 
par  une  teinte  d'encre  de  Chine  pour  ainsi  dire  nulle  ; 
s'il  s'éloigne,  c'est  l'effet  d'assombrissement  de  l'air  qui  rem- 
portera; on  rendra  l'éloignement  en  ajoutant  de  légères 
teintes  d'encre  de  Chine  qui,  cependant,  ne  devront  jamais, 
même  pour  les  lointains,  dépasser  la  teinte  que  l'on  jugera 
deyoir  représenter  le  bleu  de  ciel  ; 
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V  tJn  objet  jaune  dans  Tombre,  et,  plus  généralement, 
tout  objet  dans  Tombre  se  rendra,  en  premier  plan,  par  une 
teinte  d'encre  de  Chine  en  général  asse2  intense  ;  en  éloi- 
gnant l*objet,  c*est  TeAPet  d'éclaircissement  qui  l'emportera 
et  on  devra  diminuer  les  teintes  ; 

3*  Pour  un  objet  rouge  en  lumière,  le  touge  étant  un  ton 
demi-sombre,  la  teinte  d'encre  de  Chine  qui  le  rendra  ne 
sera  ni  claire  ni  foncée  et  à  peu  près  celle  qui  conyiendrait 
comme  bleu  de  lointain  ;  il  pourra  donc  se  faire  que  l'éloi- 
gnement  conduise  à  ne  modifier  que  trës-peu  la  teinte  ren- 
dant le  rouge.  Cependant,  comme  il  ne  faut  jamais  en  dessin 
rester  dans  l'indécision,  on  devra  franchement  adopter  un 
rouge  clair  ou  un  rouge  foncé  ;  s'il  est  clair,  on  en  rendra 
les  effets  comme  on  a  fait  pour  du  jaune;  s'il  est  fonoé,  on 
agira  comme  11  va  être  dit  pour  le  bleu  ; 

4^  Un  objet  bleu  dans  la  lumière,  le  bleu  étant  Une  couleur 
sombre,  se  rendra,  en  premier  plan,  par  une  teinte  d'encre 
de  Chine  un  peu  accentaée;  en  s'éloignant,  cette  teinte 
devra  diminuer,  tandis  que  l'air  viendra  pour  la  foncer;  le 
premier  effet  l'emportera  ;  par  conséquent,  pour*  les  bleus, 
surtout  les  bleus  sombres  (ceci  ne  s'appliquerait  pas  aux 
bleus  clairs),  la  distance  se  rendra  en  diminuant  le  ton  du 
premier  plan. 

Réglé  gônôràld»  —  Veut-on  savoir»  en  faisant  Uâ  lavis, 
si  tel  ton  d'ombre  ou  de  lumière  doit  être  rabattu  ou  éclair- 
ci  en  s'éloignant,  on  commencera  par  établir  le  ton  qui 
conviendrait  aux  lointains,  et  qui  sera  très-voisin  de  celui 
qui  figurera  le  ciel;  les  tons  plus  clairs  que  celui-là  s'as- 
sombriront en  s'éloignant,  mais  sans  jamais  dépasser  comme 
intensité  celle  des  lointains  ;  les  tons  plus  foncés  que  celui 
des  lointains  devront  s'éclaircir  en  s'éloignant,  mais  sans 
jamais  devenir  plus  clairs  que  le  ton  des  lointains. 

En  résumé,  tous  les  tons,  en  s'éloignant,  tendront  à  se 
rapprocher  d'un  ton  unique,  qui  est  celui  des  lointains. 

Efiets  de  contraste  et  d'Irradiation.  —  Ces  effets 
sont  physiologiques  et  se  produisent  sur  les  nerfs  de  la 
rétine.  Leur  influence  est  considérable  sur  l'aspect  apparent 
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des  objets;  le  dessinateur  doit  les  connaltroi  afin  de  les 
produire  dans  son  lavis  en  les  exagérant.  Il  augmentera 
ainsi  l'illusion  produite  par  eux  sur  le  spectateur.  Voici  les 
principaux  effets  de  contraste  et  d'irradiation: 

1^  Si  deux  surfaces  placées  à  côté  Tune  de  l'autre  sont 
Tune  noire  et  l'autre  blanche,  leur  différence  d'éclat  s'exa- 
gère par  le  seul  fait  de  leur  juxtaposition; 

^  Une  même  surface  légèrement  grise  paraîtra  presque 
noire  si  on  la  fait  se  détacher  sur  un  fond  très-blanc  ou 
très-lumineuxt  et  presque  blanche  si  on  la  met  sur  un 
fond  noir; 

3^  Un  cercle  très-blanc  placé  sur  un  fond  moins  blanc 
semblera  entouré  d'une  auréole  dégradée  grise.  Au  con- 
traire»  un  cercle  très-noir  placé  sur  un  fond  presque  blanc 
semblera  enlouré  d'une  auréole  plus  blanche  que  le  fond 
et  se  dégradant  vers  le  blanc  du  fond  en  s'éloignant  du 
cercle  ; 

4^  Une  surface  d'une  certaine  couleur,  verte,  par  exemple, 
se  détachant  sur  un  fond  vert  un  peu  différent  d'elle, 
parait  moins  verte  que  si  on  la  place  sur  un  fond  d'une  cou- 
leur complémentaire,  rouge  par  conséquent.  Autrement  dit  : 
deux  tons  de  couleurs  analogues  s'atténuent  réciproque- 
ment» et  deux  tons  de  couleurs  opposées ,  c'est-à-dire  com- 
plémentairesi  s'exaltent  Tun  par  l'autre  ) 

B^  Un  rond  d'une  certaine  couleur  placé  sur  un  fond 
blanc  parait  entouré  d'une  auréole  dégradée,  teintée  de  la 
couleur  complémentaire. 

6°  Effet  â! irradiation.  —  Deux  surfaces  égales,  l'une  noire 
et  l'autre  blanche,  placées  à  côté  l'une  de  l'autre,  ne  pa- 
raissent pas  égales,  et  la  surface  blanche  parait  plus  grande. 
Cest  par  un  effet  analogue  que  le  croissant  de  la  lune, 
alors  que  la  lumière  cendrée  est  visible,  semble  déborder 
sur  la  partie  obscure  du  disque.  Un  fil  fin,  obscur,  visible 
sur  un  fond  gris,  disparaît  si  le  fond  devient  plus  éclairé. 
Les  plombs  des  vitraux  d'église  paraissent  beaucoup 
plus  minces  qu'ils  le  sont  en  réalité.  Dans  certains  cas, 
c'est  à  peine  si  on  les  voit.  En  résumé,  il  y  a  empiétement 
du  clair  sur  l'obscur. 


I 
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Conséquences.  —  {a)  Si  deux  plans  A  et  B  se  conpeDl 
suivant  une  arèle  vive 
CD;  si  l'un  d'eux  est 
éclairé,  et  si  l'autre  est 
dans  l'ombre,  la  face 
dans  l'ombre  parait  plus 
noire  aux  environs  de 
l'arête  CD  et  la  face 
éclairée  plus  blaacbe. 

Le  dessinateur  devra  donc  dans  son  lavis  accuser  cet 
effet  en  l'exagérant. 

(b)  ËQ  architecture,  les  fenêtres  qui  se  détacbent  sur  les 
,  murs    qui,    même    dans    l'ombre, 

I  ^  I  ■■  sont  beaucoup  plus  éclairés  que 
l'intérieur  des  pièces  auxquelles 
appartiennent  ces  fenêtres,  parais- 
sent três-noires  et  plus  foncées  en 
baut  qu'en  bas.  Ce  dernier  effet 
tient  à  ce  que,  dans  les  apparte- 
ments, les  parties  basses  des  parois  intérieures  sont  plus 
éclairées  que  les  parties  hautes. 

(c)  Dans  un  édifice,  les  toits  paraissent  presque  toujours 
sombres;  à  moins  qu'ils  se  fassent  miroirs  et  réllécbisseut 
la  lumière.  Cela  tient  i.  ce  qu'ils  se  détachent  sur  le  ciel, 
qui  est  presque  toujours  trfes-brillant.  Les  ombres  dans  les 
toits  paraissent  toujours  très-noires. 

(d)  Le  ciel  étant  bleu,  les  objets  qui  se  détachent  sur 
lui  doivent  paraître  plus  orangés  qu'ils  ne  sont.  Ce  fait  est 
surtout  sensible  pour  les  édifices  en  pierres  jaunes.  Aussi, 
les  architectes  ontrils  l'habitude,  dans  leurs  lavis,  lorsqu'ils 
veulent  rendre  l'effet  d'un  édifice  en  pierre  rouge  ou  jaune, 
de  passer  la  teinte  plus  intensit  à  la  partie  supérieure. 

Plus  généralement,  à  cause  du  contraste  puissant  dû  au 
ciel  très-clair,  tous  les  tons,  que  ce  soient  des  tons  d'ombre 
ou  des  tons  de  couleur,  doivent  être  plus  intenses  k  la 
partie  supérieure  des  édifices  qu'&  la  partie  inférieure.  On 
donnera  plus  loin  une  seconde  cause  de  cet  effet,  due  aux 
reflets  du  sol. 
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(é)  En  architecture,  les  ombres  fines  portées  par  les  mou- 
lures de  faible  saillie  se  dé- 
tachent   ordinairement    sur  ^ 
un  mur  blanc  ô  grande  sur- 
face éclairée,   et  paraissent 
plus    fines    et    plus    noires 
qu'elles  ne  sont  en   réalité. 
Au    contraire ,    les    grandes 
ombres  portées  par  des  corps 
de  bâtiment  en  saillie,  pa- 
raissent plus  claires  et  plus   transparentes  que  les  précé- 
dentes. Dans    un    dessin ,  on    devra    exagérer    ces    effets 
comme  l'indique  le  croquis  ci-contre.                (A  suivre.) 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


ACADÉMIE  DE  BORDEÂ.UX 
Saifllon  de  noveinl>r«  1878. 

I  tumembre.  —  t*  Deux  joints  A.  et  B  sont  distants  l'un  de  l'mtre  de 
d  kilomètres.  La  tonne  de  charbon  prlM  en  A  coûte  a  francs;  la  tonoe  de 
cbirbon  prise  en  B  coule  t  francs;  le  transport  de  la  tonne  coûte  c  frane 
par  UlomËtre.  Irouier  entre  A  et  B  le  point  où  la  tonne  de  cliartmn 
coflle  le  même  prix,  qu'elle  Tienne  de  a  ou  de  b  et  Térifier  que  les  prix 
sont  éganiT 

Appl.:  d  =  800  kil.    a  =   37  fr.  5o.    6  =  46  fr.  75.    e  =0  fr.  018. 

!■  Par  un  point  0  situé  dam  l'espace  i  une  biuleur  h  au-dessus  du 
plan  boriiontal,  ou  mène  des  plan»  faisant  tous  le  même  angle  a  arec  le 
plan  horizontal.  Démontrer  que  Icun  Iniersictions  avec  ce  plan  sont  toutes 
lAnfientes  k  une  circonférence  de  cercle.  Indiquer  le  point  du  plan  où  est 
Mlué  le  centre  de  celte  circonférence,  et  calculer  le  rayon. 

7  novembre.  —  !•  Calculer  les  calés  de  l'augle  droit  d'un  triangle  rec- 
Ungle  d'bjpoténose  a,  sachant  que  le  volume  engendré  par  le  triangle  en 
tournant  autour  de  l'un  dea  côtés  égale  m  fois  celui  engendré  quand  il 
t')urne  autour  du  deuiléme  côté.  Cas  de  n>  ^  1. 

i*  DémoDlrer  que  si  les  projections  d'une  droite  sur  les  deux  plans  de 
projection  sont  perpendiculaires  aui  traces  d'un  plan,  la  droite  est  perpen- 
diculaire &  ce  plan. 

SeMton  d'ftvrU  1879. 

51  mari.  —  I*  Deui  circonférences  de  rajoo  ret  r*  M  coupent,  la  <tls- 
laoce  de  leurs  centres  est  d.  Calruler  les  anglea  bods  lesquels  la  corde 
il' intersection  HN  est  me  des  centres  o  et  &. 


—  «18  — 

Applicidon  r  »  lo-,    r*  =  i3*.    d«  i5". 
2*  Résoudre    [x  -h  0  [^V  4-  i)  =  Sa;  +  gw  -f  i. 
[X  -h  i)  (3y  4-  I)  =  gar  4-  ify  +  2. 
Vérifier  les  valeurs. 

t  avril.^  1*  Sur  une  droite  de  longueur  a  on  a  décrit  an  «êgmcnl  capable 
d'un  angle  donné  A.  Calculer  le  rayon  du  cercle  et  Tare  du  segment  où  est 
inscrit  i'angle  A. 

Application:  a  «  436.      A  =  58«32'. 

2*  Résoudre  : 

log  [jx  —  9)»  +  log  [Sx  —  4)'  =  a. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


QUESTION  129. 

SoliitioM  par  M.  Lannbs,  élève  du  Lycée  de  Tarbes. 

Soient  P,  Q,  R  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  de  gravité  d'un  triangle  ABC  sur  les  côtés  de  celui-ci, 
T  Vaire  du  triangle  ABC  et  a»  b,  c  ses  côtés.  Démontrer  que  l'aire 

du  triangle  PQR  est  égale  à  -^    ^'  "^;  '  /"  ^'  T>. 

Le  triangle  ABC  ayant  un  angle  G  supplémentaire  de 
Tangle  POQ  du  triangle  PQQ,  ces  deux  triangles  sont  entre 

eux  comme  les  produits  des 
côtés  qui  comprennent  ces 
angles.  On  a  donc  : 
PQQ     _  GQ   .  GP, 
ABC     ""      a  .  b    ' 
de  même 

GQR     _  GQ  >  GR 

ABC     —         bc 
GPR  GR  .  G? 


ABC  ac 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre  et  remplaçant  GQ, 

2T         îT         2T 
QP,  GR  par  leurs  Taleurs  -«r— >  —5 — >  —5 —  ^^  «^ra  t 
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PQR     _    4T« 


L  6*0»    "*"    a*c*    '^    a*b*  J 


d'où 


pnH  =  ^il±»l± 


9  a»6«c« 


T». 


Nota,  —  Ont  résolu  la  même  questiotl  :  MM.  Hoc,  de  Longwy;  Fatvre  et 
Glndre,deLoiUH>le-3aiilnieT;  Lacroli«  pensionnat  Saint^Loois,  à  Balnt-Ëtieil&e; 
Vazou,  collège  RoUin;  Landroi  de  La  Flèche;  Longueville,  à  Gharleville. 


=£jK: 


'?      f 


QUESTION  133. 

SolvUoB  par  M.  Bohpard,  élère  do  Collège  Stanislas. 

ABCH)  et  AB'C'D'  scmt  deux  carrés  tels  que  BAB'  DAD'  soient 
en  ligne  droite.  B'G  coupe  AD  en  E  et  CD  coupe  AB'  en  F. 
Prouver  que  AEétàF  sont  des  lignes  égales. 

Les  triangles  semblables  DD'C  et  DAF  donnent 


AF 


AD 


D'C         DD' 
De   mÀme    les    triangles 
AEB',  BB'G  donnent  éga- 
lement 

AE    _    BC 

TF  BB'  • 

Or,         B'C  =  ÂB', 

AD  =  BC, 

DD'  =  BB' 

Donc 

AE  =  AF. 

Nota.  ^  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Uuet,  Gelinet,  d'Orléans; 
Tessier,  d'Angers;  Rollet,  de  Saint-Quentin;  Landre,  de  la  Flèehe;  Dupuy, 
de  Grenoble;  Zuloaga,  de  Liège;  d'Ocagne,  collège  Chaptal;  Ghareyre,  de 
Bourg;  Plet,  Paulme,  école  de  Passy;  Peyrabon,  Johannet  de  Châteauroux; 
Vermand,  de  Saint-Quentin;  Lenormand,  de  Rouen;  Pecqnery,  du  Havre; 
Detcheniquot  de  Montrde-Marsan ;  Objois,  de  Moulins;  Gondy^  de  Pon- 
tarlier;  Aiileret,  de  Versailles;  Foissey,  de  Dijon;  Pombard,  Jacquier^  à 
l'école  normale  de  Charlerille;  Longueyille,  à  Gharleville. 
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QUESTION  138. 


Solatl^m  par  M.  Landrb,  élère  du  PryUnée  militaire,  La  Flèche. 

Prouver  que  la  portion  du  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  un 

triangle  ABC,  comprise  entité  le  sommet  ket  le  côté  opposé  6C 

,    ,    ,     a  C05  A  +  b  cos  B  +  c  cos  C 

est  égale  a : 5— ^ — : — !-= . 

^  stn  2B  -|-  stn  2C 

En  effet,  AD  =  AO  +  OD  et  les  angles  BOC,  AOC,  AOB, 
sont  respectivement  doubles  des  angles  A,  B,  G. 

Considérant  successivement 
les  triangles  AOB  et  AOC, 
on  a 

AO  c 


sin  (90  —  C) 
AO 

sin  (90  —  B) 

dès  lors 

.^         c  cos  C 
AU  = 

d'oli 
AO  = 


sin  2C 


sin  2C 

b 
sin  2B 

b  cos  B 
sin  2B 


c  cos  C  -j-  '^  cos  B 
sin  2C  -|-  sin  2B 
Si  Ton  considère  les  triangles  BOD  et  DOC,  on  a 

BD  cos  A  DC  cos  A 


OB  = 


sin  2C  sin  2B 

a  cos  A 


sin  2B  -f-  sin  2G 


d'oii  OD  = 

Dès  lors 

A  rk    I    r^Tw        â  T^  û  cos  A  +  6  cos  B  4-  c  cos  G 

AO  +  OD  =  AD  =  .   '  , : — -7^ . 

sin  2B  +  sm  2C 

Nota,  —  Ont  résola  la  même  question:  MM.  Zuloaga,  de  Liège;  Hugot, 
école  Ozanam,  Lyon;  Hoc,  de  Longwy;  Peyrabon,  de  GhAteauroux;  Ëlie, 
collège  Stanislas. 
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QUESTION  136. 
•olattoM  par  M.  Cordbau,  élève  de  TÉcole  Lavoisier. 

Mener  un  cercle  tangent  à  deux  droites  données  de  position 
de  telle  sorte  q\ie  si  Von  mène  une  tangente  parallèle  à  une 
direction  donnée  et  terminée  aux  deux  lignes^  le  rectangle  des 
segments  déterminés  par  le  point  de  contact  soit  égal  à  un  carré 
donné. 

Soit  O  le  cercle  cherché  et  ATB  la  tangente.  Construisons 
le  cercle  0'  tangent  aux  deux  droites  données  et  joignons  le 
point  S  centre  de  similitude  des  deux  cercles  0  et  0'  au  point 


:s:St^^' 


T;  cette  droite  coupe  le  cercle  0'  en  I  et  la  tangente  MN  en 
ce  point  est  parallèle  à  AB.  Il  en  résulte  que  les  triangles 
SIM,  STA  sont  semblables  ainsi  que  les  triangles  SIN  et 

STB.  Donc  ^'^  '  ^«  ^* 

et  comme 

et 


on  a 


MI 

.  IN 

SI»' 

AT  . 

TR  — 

m* 

MI  . 

NI  = 

:  n»  = 

IK* 

m* 

TV» 

ST« 

■ôîï 

- 

^        ST 

ou  — 


IK  SI 

et  ST  =  ^  .  SI 

Pour  oonstFuirQ  cette  quatrième  proportionneUe,  joignons 
le  point  S  au  poiat  K  Pt  le  problème  revient  è  mener  une 
droite  de  longueur  donnée  m  parallèle  à  IK  et  a'appuyant 
sur  deux  droites  données  ST,  SK. 

I^e  point  T  étant  déterminé  menantj  OT  par^UèlQ  à  O'I. 
Le  point  0  est  le  centre  dii  cercle  cherché. 

N^ta.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Manceau,  d'Orléans;  Pain, 
école  Bossuet,  lycée  Louis-le-Grand;  Hoc,  de  Longwy  ;  Lachesnais,  de 
Versailles;  Dupuy,  à  Grenoble;  Yermand,à  Saint-Quentin;  Bles8el,à  Paris. 


QUESTION  140. 

flk^l«tloB  par  M  Blbssel,  piqueur  des  Ponts  et  Chaussées,  Paris. 

Prouver  que  dans  un  triangle  on  a: 

r  a  C05  A  +  b  cos  B  +  c  C05  C 


R  a  +  b  +  c 

Cette  égalité  revient  à  la  suivante  : 

(1)  aR  cos  A  -f  6R  cos  B  +  cR  cos  G  =  r  (a  +  6  +  c). 

Or  0  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle, 
H,  K,  L,  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  0  sur  les 
côtés  du  triangle,  on  a  R  cos  A  =  OH,  par  suite  aR  cos  A 
=  2  surf  BOG.  De  môme  6R  cos  B  =  2  surf  AOG,  cR  cos  C 
s=  2  surf  AOB.  Le  premier  membre  de  l'égalité  (1)  n'est 
autre  chose  que  le  double  de  la  surface  du  triangle  ABC. 
Il  en  est  de  môme  du  second.  Donc  l'égalité  proposée 
est  démontrée. 

Nota.  —Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Moles,  d*Angoulème;  Zuloaga, 
à  Liège;  Hugot,  de  Lyon;  Faivre  et  Oindre,  de  Lons-le-SauInier;  Hoc,  de 
Longwy;  Elle,  à  Stanislas;  Landre,  à  la  FJèche. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


171.  ^*-  Dans  un  triangle  dont  les  côtés  sont  en  progres- 
sion arithmétique,  A  étant  l'angle  moyen,  on  g  : 

tg—    •    ^g—  =  — '   COtg—  +COtg  _=2C0tg  — 

(Bumier.) 

172.  ^-*  Le  produit  des  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle 
évalués  en  nombres  entiers  est  toujours  divisible  par  60. 

(Dufrenoy.) 

173.  —  Si  dans  un  triangle,  les  bissectrices  des  angles  à 
la  base  rencontrent  les  côtés  opposés  sur  une  parallèle  à  la 
base,  le  triangle  est  isoscële.  (Dufrenoy,) 

174.  —  Étant  donné  un  parallélogramme,  on  construit 
sur  les  diagonales  des  rectangles  tels  que  les  côtés  opposés 
aux  diagonales  se  coupent  sur  Tun  des  côtés  du  parallélo- 
gramme. Démontrer  que  la  somme  des  deux  rectangles  est 
équivalente  au  parallélogramme.  {Dufrenoy.) 

175.  —  On  donne  un  cercle  et  une  tangente  fixe  à  ce 
cercle  en  un  point  I.  Sur  cette  tangente  on  prend  deux 
points  mobiles  A  et  B  tels  que  le  produit  AI  X  BI  soit 
constant.  Par  les  points  A  et  B  on  mène  des  tangentes  qui 
se  coupent  en  un  point  G  dont  on  demande  le  lieu  géomé- 
trique, {de  Longchamps.) 

176.  —  Par  un  point  pris  sur  le  prolongement  d'un  des 
côtés  d'un  triangle,  mener  une  droite  qui  coupe  les  deux 
autres  côtés,  et  qui  soit  telle  que  la  projection  sur  le  pre- 
mier de  la  partie  interceptée  entre  les  deux  autres  côtés  soit 
égale  à  une  longueur  donnée. 

177.  —  Soit  un  triangle  ABC  ;  aux  points  milieux  A',  B',  G 
des  côtés  on  élève  des  perpendiculaires  à  ces  côtés,  sur 

lesquelles  on  prend  A'D  =  —  BG  ;  B'B  =  —    AG  ;    G'F 

2  2 
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=r . —  AB.  (A'  est  le  milieu  de  BG,  etc.,  et  les  perpendicu- 
laires sont  menées  extérieurement  au  triangle.)  Démontrer  : 
1**  que  les  droites  telles  que  EF  et  AD  sont  égales  ;  2*»  qu'elles 
sont  perpendiculaires  Tune  sur  l'autre;  3®  que  les  trois 
droites  AD,  AE,  GF  se  coupent  en  un  même  point. 

(Nomy,) 

178.  —  Ëtant  donné  un  parallélogramme  ABGD,  on  mène 
par  le  point  G  une  sécante  PGQ  qui  coupe  en  P  et  Q  res- 
pectivement les  côtés  AB  et  AD.  Par  A  et  P,  on  fait  passer 
une  circonférence  tangente  à  AD  au  point  A  ;  par  A  et  Q, 
on  fait  passer  une  autre  circonférence  tangente  à  AB  au 
point  A.  Ges  deux  circonférences  se  coupent  en  un  point  M 
dont  on  demande  le  lieu  géométrique  lorsque  la  sécante  PCQ 
tourne  autour  du  point  G. 

179.  —  Gonstruire  géométriquement  un  triangle  connais- 
sant un  côté,  le  pied  de  la  hauteur  correspondante,  el 
sachant  que  les  bissectrices  d'un  des  angles  adjacents  à  ce 
côté  sont  égales.  (Mignot,) 

180.  —  Sur  les  trois  arêtes  d'un  triëdre,  on  prend  trois 
longueurs  égales  à  l'unité  OA,  OB,  OG.  Démontrer  que  si 
Ton  appelle  Y  le  volume  du  tétraèdre  OABG,  a,  b,  c  les  faces 
en  0,  on  a  : 

(ThuaL) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 
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THEORIE  DES  CENTRES 

DES  MOYENNES    HARMONIQUES 
Par  H.  K«hlcr. 


Quoiqu'elle  ne  figure  pas  explicitement  dans  les  pro- 
grammes officiels,  la  théorie  de  la  proportion  harmonique 
est  entrée  dans  renseignement;  je  ne  me  propose  pas  de 
l'exposer  dans  tous  ses  détails,  ni  de  développer  les  nom- 
breuses applications  qu'elle  comporte  et  qui  se  trouvent 
dans  la  plupart  des  traités  de  géométrie.  Le  but  de  cet 
article  est  de  montrer  comment  la  notion  de  la  proportion 
harmonique  est  susceptible  de  généralisation,  en  s'appli- 
quant  à  un  nombre  quelconque  de  points  situés  ou  non  sur 
la  même  droite. 

Maclaurin  est,  je  crois,  le  plus  ancien  auteur  qui  ait  con- 
sidéré le  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système 
de  points  (Introduction  au  traité  des  courbes  du  troisième  ordre). 
Poncelct  a  étendu  et  généralisé  la  conception  de  Maclaurin 
dans  un  long  mémoire  qui  fait  partie  du  Traité  des  proprié- 
tés projectives. 

MM.  de  Joncquières,  Crémona,  etc.,  ont  publié  des 
travaux  sur  le  môme  sujet;  la  théorie  des  centres  harmo- 
niques de  divers  ordres  sert  de  point  de  départ  à  M.  Cré- 
mona pour  la  démonstration  d'un  grand  nombre  de  propriétés 
des  courbes. 

Les  résultats  obtenus  par  ces  géomètres  sont  pour  la 
plupart  assez  simples  pour  entrer  dans  le  cadre  de  ce  journal. 

1.  Je  rappellerai  d'abord  quelques  principes  sur  l'emploi 
des  signes  en  géométrie. 

Lorsqu'un  segment  est  compté  sur  une  droite  à  partir 
d'une  certaine  origine,  on  TafTecte  du  signe  -j-  ou  du  signe 
— ,  suivant  le  sens  dans  lequel  il  est  porté;  dans  la  dési- 
gnation du  segment,  la  première   lettre  indique  toujours 

JOUANAL  BB  MATH.  1879.  1^ 
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l'origine  choisie.  De  là  résulte  l'identité  AB  =  —  BA,  si  ron 
convient  de  regarder  comme  positifs  les  segments  comptés 
de  A  vers  B. 

Si  Ton  a  trois  points  A,  B,  C  sur  une  môme  droite,  on  a 
toujours  ridentilé  AB  +  BC  +  CA  =  o.  Il  est  aisé  de  la 
vérifier  en  examinant  les  trois  positions  que  C  peut  occuper 
par  rapport  aux  points  A  et  B,  le  segment  AB  étant  regardé 
comme  positif.  Si,  par  exemple,  C  est  entre  A  et  B,  on  a 
AG  +  GB  =  AB,  ou  bien  (puisque  AG  =  —  CA,  et  CB  =  —  BC) 
AB  =  —  GA  —  BC,  et  AB  +  BC  +  CA  =  o.  De  même  pour 
les  autres  positions  du  point  C. 

Cette  identité  fondamentale  permet  de  rapporter  un  seg- 
ment AB  à  une  origine  quelconque  0  prise  sur  la  même 
droite.  On  a  identiquement  AB+  BO-j-  OA  =  o,  et  par  suite 
AB  =  —  BO  —  OA  ou  bien  AB=  OB  —  OA. 

Rappel  des  propriétés  de  la  proportion  et  du  faisceau  harmonique. 

2.  Soient  AB  un  segment  de  droite  et  Q  son  milieu  ;  si  par 

un  point  S  on  mène  une 
parallèle  Sp  à  AB,  les 
quatre  droites  Sp,  SA., 
SQ,  SB  forment  un 
faisceau  harmonique. 
La  propriété  caracté- 
ristique d'un  pareil 
faisceau,  c'est  qu'une 
transversale  quelcon- 
que paqb  coupe  les 
rayons     en     quatre 

points  liés  par  la  relation  -î-7-  =  — r-. 

Menons  a'qb'  parallèle  à  AB.  On  aura,  par  les  triangles 
pa    pS    ^^     pb 


semblables 


il  en  résulte 


=  -^, —  et 


aq  aq 

pa    pb 

aq  qb 


pS  .V 

^     =  -^t;-;  comme  aq  =  qb 
qb  qb  ^       ^ 


ou  bien  -î-r-  = 


pa 


aq 


pb  qb  ' 

C'est  la  forme   sous  laquelle  se  présente   la  proportion 
harmonique  dans  le  théorème  classique  sur  les  bissectrices 
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intérieure  el  extérieure  de  l'angle  d'un  triangle.  Les  côtés 
de  l'angle  et  les  deux  bissectrices  forment  un  faisceau  har- 
monique dans  lequel  deux  rayons  sont  perpendiculaires; 
la  proportion  harmonique  a  lieu  entre  les  segments  dé- 
terminés par  les  extrémités  de  la  base  et  les  pieds  des 
bissectrices. 

Le  faisceau  harmonique,  défini  comme  nous  venons  de  le 
faire;  est  tel  qu'une  parallèle  à  l'un  quelconque  des  quatre 
rayons  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  les  trois  autres. 
En  effet  menons  par  exemple  paq  parallèle  à  Sb;  on  aura 

4t-  =  -^,     -?T-  =  — ?-»  ®t  en   vertu  de   l'égalité  des 
S6  fb  S6  qb 

seconds  membres,  p'a  =  aq\ 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  proportion  harmonique 
est  projective  :  si  d'un  point  S  on  mène  des  rayons  à  quatre 
points  déterminant  sur  une  droite  des  segments  harmoni- 
ques, toute  transversale  est  coupée  par  les  rayons  en  quatre 
points  jouissant  de  la  même  propriété.  Les  points  p,  q  sont 
conjugués  l'un  de  l'autre  par  rapport  aux  points  a,  6;  de 
même  a  et  b  sont  conjugués  par  rapport  à  p  et  9.  Lorsque 
la  transversale  devient  parallèle  à  l'un  des  rayons,  le  point 
correspondant  à  ce  rayon  passe  à  l'infini,  et  son  conjugué 
est  au  milieu  de  la  distance  des  deux  autres  points. 

L'égalité  fondamentale  (1)  qui  sert  ordinairement  de  dé- 
finition à-  la  proportion  harmonique  peut  être  transformée 

de  plusieurs  manières.  On  peut  l'écrire  — 7 — | — ^  =  o 

ou  bien  — 1 — ^r-  =  o  (2)  ou  enfin  -i- —  :  -—^  =  —  i . 

qa      *      qb  qa        qb 

Sous  cette  forme  elle  exprime  qu'un  des  rapports  anharmo- 
niques  des  quatre  points  est  égal  à  —  i. 

Rapportons  tous  les  segments  au  point  p  pris  pour  ori- 
gine ;  on  aura,  au  lieu  de  l'égalité  (2), 

— i! 1 ■  ^  ==  o  ou  2pa  .  pb=^pq  (pa  +  pb), 

pa  —  Pq  Pb  —  P9  r^   \r       i    r   / 

ou  enfin  = —  •  (3) 

pq  pa  pb 

Si  Ton  prend  successivement  pour  origine  chacun  des 
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autres  points,  on  trouvera  de  la  même  manière,  en  appli- 
quant toujours  la  relation  type  AB  =  OB  —  OA  rappelée 
au  commencement  de  cet  article  : 

*  '     +4- (3-)    4-  =  -4r  +  4-(3') 


qp  qa  qb  ab  ap  aq 


ba  bp  bq 

Ces  quatre  dernières  égalités  (3),  (3'),  (3"),  (3*')  font  res- 
sortir la  réciprocité  qui  existe  entre  les  points  p  et  9  d'une 
part,  a  et  6  de  Vautre  ;  elles  se  prêtent,  ainsi  que  l'égalité 
(2),  à  la  généralisation  indiquée  en  commençant. 
Si  l'on   prend  pour  origine   le  milieu  0  de  aft,  on  aura 

oa  —  op      .      ob  —  op 
oa  —  oq  ob  —  oq 

et  en  réduisant 

20a  .  ob  +  2op  .  oq  —  oa  ,  oq  —  ob  .  op  —  oa  .  op 

—  ob  .  oq  =  o. 
Mais  ob  =  —  oa.  Donc  les  quatre  derniers  termes  disparais- 
sent, et  il  reste  oa  .  ob  -{-  op  ,  oq  =  o  ou  bien   op  .  oq 
=  oa^.  De  môme,  si  0   est  le  milieu  de  pq,  on  a  oa'  .  ob 
=  op^.  Ces  deux  relations  sont  souvent  employées. 

Quand  on  a  sur  une  droite  des  couples  de  points  (a,  6), 
(a ,  6'),  (a',  6'),  etc.,  tels  que  oa  ,  ob  =  oa  .  ob'  =  oa'  .  ob' 
=  .  .  .  =  op*,  on  sait  qu'ils  forment  une  involution  qua- 
dratique, dont  0  est  le  point  central,  p  ei  q  les  points  dou- 
bles qui  divisent  harmoniquement  tous  les  segments  tels 
que  {ab). 

Polaire  éCufi  poitU  par  rapport  à  un  système  de  deux  droites. 

3.  Soient  oa,  ob  deux  droites,  p  un  point  de  leur  plan; 
menons  les  transversales  Paft,  Pa  6',  Pa'6'  •  .  .  ;  le  lieu  des 
conjugués  harmoniques  de  P  par  rapport  aux  couples  (a,  6), 
(a,  6'),  (o",  6"). . .  est  une  droite  passant  par  le  point  0,  et 
les  points  de  concours  q,  q...  des  diagonales  de  tous  les 
quadrilatères  abb'a,  ab'b'a\ . .  sont  sur  cette  droite. 

La  première  partie  du  théorème  est  évidente;  car  si  l'on 
prend  le  conjugué  harmonique  de  P  sur  une  quelconque  des 
transversales,  les  rayons  oP,  oa^  op,  ob  forment  un  faisceau 
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harmonique,  et  si  Ton  considère  ensuite  une  autre  transver- 
sale Pa &\  le  conjugué  p  de  P  par  rapport  à  a,  V  sera  sur 
op.  Pour  démontrer  la  seconde  partie,  je  remarque  que  les 
droites  9P,  ga,  qp,  qb  forment  un  faisceau  harmonique  dans 
lequel  qp  est  le  conjugué  de  qP  ;  de  même,  dans  le  faisceau 
çP,  qa,  qp'y  qb,  le  rayon  qp  est  le  conjugué  de  gP;  donc  il 
se  confond  avec  qpy  et  le  point  q  est  sur  la  droite  pp'o. 


On  conclut  de  ce  théorème  que  dans  un  quadrilatère  com- 
plet chaque  diagonale  est  coupée  harmoniquement  par  les 
deux  autres.  Soit  le  quadrilatère  abb'a  dont  les  côtés  oppo- 
sés se  coupent  en  0  et  P;  le  conjugué  r  de  g  par  rapport 
aux  points  6,  a  est  sur  la  troisième  diagonale  OP.  De  môme 
le  conjugué  s  de  g  par  rapport  à  6'  et  a  est  sur  OP.  Enfin, 
comme  le  faisceau  gP,  ga,  gO,  qb'  est  harmonique,  les  quatre 
points  0,  r,  P,  s  déterminent  une  proportion  harmonique. 

(A  suivre.) 
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NOTE  D'ALGEBRE 


Recherche  du  maximum  et  du  minimum  de  la  fraction 


z  = 


a'x*  -{-  2b'xy  -|-  c'y" 


ce 
Posons  —  =  X.  La  fonction  proposée  devient 

y 

_    g  X«  +  2&  X  +  c 
^  ~    a'X«  +  26'X  +  c  ^^ 

ou  (a  —  az)  X"  +  2  (6  —  Vz)  X  +  c  —  cz  =  o 

et  en  résolvant 

(a—az)X  +  b  —  b'z  =  ±yl{b  —  b'zy  —  (a'-'az)(c  —  cz),  (2) 
Nous  distinguerons  trois  cas  selon  que  les  racines  de 
réquation 

(6'*  —  àc)  z*  —  (ac  +  ca  —  2  66')  z  +  6*  —  ac  =  o  (S) 
obtenue  en  égalant  à  o  la  quantité  sous  le  radical  seront 
réelles  et  inégales;  réelles  et  égales;  imaginaires. 

1^*^  CAS.  —  Les  racines  sont  réelles  et  inégales.  Supposons 
que  a  et  p  soient  ces  racines  et  que  l'on  ait  p  >  a. 

Si  6'"  —  ac  >  o,  on  a 

(a  _  a'jj)  X  +  6  —  b'z  =±:  v/(6'>  — aV)  («  —  a)  (a  —  p). 

Si  z  est  inférieur  ou  égal  à  a,  X  est  réel;  mais  si  z  est 
plus  grand  que  a  et  plus  petit  que  p,  X  devient  imaginaire. 

Donc  la  plus  petite  racine  a  est  la  valeur  maximum  de  jz. 
De  la  même  manière  on  peut  facilement  voir  que  la  plus 
grande  racine  p  est  un  minimum.  

Si  a  c=  o  ou  si  c'  =  o  le  radical  devient  6'  ^{z  —  a)  (j5  —  p) 
et  comme  précédemment  la  plus  grande  racine  est  le  mini- 
mum et  la  plus  petite  le  maximum  de  la  valeur  de  Z. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  réelles  les  racines 
du  dénominateur.  Si  elles  étaient  imaginaires,  c'est-à-dire 
si  6'*  —  a'c'  <  o,  on  aurait         

(a  ^az)X  +  b  —  b'z  =  ±  ^{ac  —  6'«)  {z  —  «)  (p  —  3)  ; 
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on   voit  aisément  que   X   est  imaginaire  pour  toutes  le 
valeurs  de  z  excepté  pour  celles  comprises  entre  a  et  p. 

En  conséquence  la  plus  grande  racine  est  un  maximum 
et  la  plus  petite  un  minimum  de  z. 

Si  a  =  p  l'expression  sous  le  radical  est  positive  pour 
toutes  les  valeurs  de  z,  et  par  suite  z  n'admet  ni  maximum 
ni  minimum. 

Si  d  et  p  sont  imaginaires,  l'expression  sous  le  radical 
est  positive,  et  dans  ce  cas  z  n'admet  encore  ni  maximum 
ni  minimum. 

De  ce  qui  précède  il  suit  que  la  valeur  de  X  correspon- 
dant à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  Zy  doit  satisfaire 
à  réquation 

(a  —  az)  X  -f-  ^  —  b'z  =  o 

Remplaçons  z  dans  (1)  par  sa  valeur  tirée  de  cette  équa- 
tion on  a  I  —  XX' 

a        h        c      =  o 

»        Et         > 
abc 

ou    (ab'  —  ba)  X*  +  (ac  —  ca)  X  +  6c'  —  c6'  =  o.    (4) 
Cette   équation  détermine  les  valeurs   de  X  qui  corres- 
pondent au  maximum  et  minimum  de  z. 

On  peut  facilement  voir  que  si  les  racines  de  l'équation  (3) 
sont  réelles,  il  en  est  de  même  de  celles  de  l'équation  (4) 
et  réciproquement.  ' 

Ce  qui  précède  nous  permet  de  trouver  élémentairement 
le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction 

Z  =  a  cos*  a?  -f-  26  cos  x  cos  y  +  c  cos'  y         (1) 
CCS  X  et  cos  y  étant  liés  par  la  relation 
(i  4"  p*)  cos*  X  +  2pq  cos  X  cos  !/  +  (i  +  9')  cos'  y  =  i  (2) 
(i,  by  c,  Pj  q  étant  indépendantes  de  x  et  de  y. 

(Lacroix,  Calcul  différentiel,) 

Multiplions  et  divisons  le  second  membre  de  (1)  et  de  (2) 

par  cos"  y  il  vient 

/     cos'  X     ,      .   cos  X     ,     \ 

Z  =  {a H  26 h  c )  cos'  y 

\      cos' y  cos  y     '     / 

[^     ,     ,,  cos'  X    .            cos  o;     ,    ,      ,     ,- 1       , 
U  -f  P*) ; h  2pg h  (i  +  ï')   cos«  y  =  i 
*  '^  ^  cos'  y     '     '^^    cos  y  J 
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d  ou  cos^  y  = ; 

^  ,         ,  COS*  X       ,  COS  X      .     ,         ,        , 

^       '    ^  ^    COS*  t/     *      '  ^     COS  y 
Remplaçons  dans  (1)  cos*  y  par  cette  valeur  et  posons 

COS*  X    Yi 


on  a  Z 


C0S*(/ 

oX*  +  26X  +  c 


(i+p*)X*+2p9X  +  (i+9*) 
Le  maximum  et  le  minimum  de  cette  fonction  sont,  d'après 
ce  qui  précède,  donnés  par  l'équation 

(I  +P'  +?')  Z'  -  [(I  +?•)  a  -  2pqb  +  (I  +P*)  c]  Z 

+  ac  —  6*  =  o 
et  les  valeurs  correspondantes  de  X  sont  données  par 
[(I  +P')  6  -  m]  X'  +  [(I  +  P*)  c  -  (I  +  ?•)  a]  X 

+  pçc  —  (i  -f-  Ç«)  6  =  o. 

Remarque.  —  L'équation  (4)  permet  de  résoudre  simple- 
ment la  question  suivante  :  Trouver  les  relations  qui  doivent 

ax*  -|-  bx  -j-  c 


exister  entre  les  coefficients  des  deux  fractions 


a'x*  +  bx'  +  c' 


a\*  -f-  ûx  -f-  Y 

et  -r4 — r—7^ — — -r  pour  que  ces  deux  fonctions  aient  des  maxi- 

ax*  +  px  +  Y^ 

mum  et  minimum  correspondants  aux  mêmes  valeurs  de  x. 

Les  équations  qui  déterminent  les  valeurs  maximum  et 
minimum  de  chacune  de  ces  fonctions  sont  d'après  ce  qui 
précède  : 

{ah'  —  6a')x*  +  2{ac  —  cd)x  -j-  (6c'  —  cb)  =  o 

(ap'  -  poc'jo;*  +  2(aY'  -  ^^)x  +  (Py'   -  yg')  =  o. 

Ces  deux  équations  devant  avoir  les  mêmes  racines,  on 
doit  avoir 

ab'  —  ba     ^^    ac  —  ca  bc  —  cb' 


ap'  —  pa'        '       ay'  -  ya  Py    -  yg' 

telle  est  la  relation  cherchée. 


G.  C. 
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NOTE  SUR  LE  TRIANGLE 

Traduit  de  l'aDglais  de  l'ouvrage    A  Treatiae  on  tome  new  geomeirieal  methods, 
Par  Marnes  Booth,  membre  de  la  Société  Royale  de  Londres. 

[SuUe;  voir  page  201.) 


SUR  LES  TRIANGLES  INSCRITS  DANS  UN   CERCLE  ET  CIRCONSCRITS 

A  UN   AUTRE   CERCLE. 

là.  Soit  le  triangle  ABC,  inscrit  au  cercle  AEBG,  et  cir- 
conscrit au  cercle  F(oK  ; 
nous  allons  chercher  une 
expression  de  la  distance 
des  centres  0  et  (o  de  ces 
cercles.  Soit  D  cette  dis- 
tance ;  appelons  R  et  r  les 
rayons  des  cercles  ;  on  voit 
facilement  que  Ton  a 
(R-|-D)(R  — D)  =  C<o.Go), 
ou 

D*  =  R*  —  Gu)  .  Go). 

Par  le  point  G,  menons 
le  diamètre  GOE;  joignons 
le  point  A  aux  points  G, 
E.  La  similitude  des  triangles  CEci),  AGE  nous  donne 

GE  .  a)K  =  G(o  .  GA; 
mais    GE  =  2R;     wK  =  r;     GA  =  GB  =  Gw. 
Donc                           2Rr  =  Cco  .  Gw. 
Par  suite  D»  =  R«  —  2Rr (45) 

Cette  valeur  de  D  est  indépendante  des  côtés  du  triangle 
et,  par  suite,  si  l'on  décrit  deux  cercles  de  rayon  R  et  r, 

tels  que  la  distance  de  leurs  centres  soit  égale  à  \/R*  —  2Rr, 
tout  triangle  inscrit  à  Tun  est  circonscrit  à  l'autre. 

13.  Soit  r  le  rayon  de  l'un  des  cercles  de  contact;  alors, 
en  faisant  quelques  transformations,  on  arriverait  à  la  for- 
mule D'>  =  R*  +  2Rr' (46) 


—  sai- 
si Ton  prend  les  expressions  analogues  pour  les  autres 

côtés,  et  que  Ton  ajoute  toutes  ces  expressions,  on  trouve 
D«  +  D'«  +  D"«  +  D'"«  =  4R«  +  2R(r'  +  r"  +  r''  — r)  .   .   .  . 

Mais  on  a  vu  (form.  10)  que  Ton  a  r'  +  r'-f-r**  —  r=4R; 

donc  D«  +  D'«  +  D"*  +  D"*  =  i2R«  .   .   .    .     (47) 

Donc  la  somme  des  carrés  des  distances  du  centre  du  cercle 

circonscrit  aux  centres  des  quatre  cercles  de  contact  est  égale  à 

douze  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit. 
On  peut  voir  facilement  que   G,  milieu  de  Tare  AB,  est 

le  centre  du  cercle   qui  passe   par  les  extrémités  du  côté 

AB,  et  par  les  centres  w  et  Û  du  cercle  inscrit  et  du  cercle 

ex-inscrit. 

14.  Si  un  triangle  est  inscrit  à  un  cercle  et  circonscrit  à  un 
autre  cercle,  ces  deux  cercles  ont  en  commun  un  pôle  et  m 
polaire. 

Soit  d  la  distance  du  centre  0  du  cercle  circonscrit  à  la 
polaire  commune,  8  la  distance  entre  le  centre  du  cercle 
inscrit  et  le  pôle  commun,  et,  comme  précédemment  D 
la  distance  entre  les  centres  de  ces  deux  cercles  ;  on  a,  en 
appelant  R  et  r  les  rayons  des  cercles 

(D  +  l)d  =  R*;    (d  —  D)8  =  r\ 

En  éliminant  8,  on  trouve  

(R«  _  r«)+  R(R  —  2r)dt  r  sj  ^Rr  +  r« 


d  = 


D 


SUR  LE  TRIANGLE  ORTHOGEN TRIQUE. 

IS.  Le  triangle  orthocentrique  a  été  défini  le  triangle  formé 
par  les  pieds  des  hauteurs  d'un  triangle  donné,  et  ces  per- 
pendiculaires se  coupent  en  un  point  appelé  orthocentre.  Le 
cercle  qui  est  circonscrit  à  ce  triangle  peut  être  appelé  le 
cercle  orthocentrique,  Pongelet  l'appelle  aussi  le  cercle  des 
neuf  points f  par  suite  d'une  propriété  qui  sera  établie  plus 
loin. 

Soient  A,  B,  G  les  angles  du  triangle  donné,  a,  6,  c  les 
côtés  opposés,  et  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit.  Les  côtés 
du  triangle  orthocentrique  sont  a  cos  A,  b  cos  B,  c  cos  C. 
En  effet,  soient  A,  B',  G'  les  sommets  du  triangle  ortho- 
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cenirique  respectivement  opposés  aux  sommets  A,  B,  G  du 
triangle  donné  ;  alors,  les  côtés  du  triangle  A'BC  sont  a  cos  B, 
c  cos  B;  et  A'C.  On  a  donc 

A'C  =:  a*  cos*  B  -j-  c*  cos*  B  —  200  cos'  B 
ou         A'C*  =  cos*  B(a*  +  c*  —  2ac  cos  B). 

Mais  la  quantité  entre  parenthèses  n'est  autre  chose  que 
AC*  ou  6^ 

Donc  6'  =  6  cos  B (48) 

On  a  aussi,  d'après  un  théorème  connu  :  a  =  2R  sin  A. 

Mais  les  côtés  du  triangle  orlhocentrique  sont,  d'après  ce 
que  nous  venons  de  voir,  a  cos  A,  6  cos  B,  c  cos  G  ;  de  plus, 
si  A',  B',  G'  sont  les  angles  de  ce  triangle,  on  a 

A'  4-  2A  =  7t; 
d'oîi  sin  A  =  sin  2A  =  2  sin  A  cos  A. 

Enfin,  si  R'  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 

orthocentrique,  on  a 

^, a  cos  A    a 

2XV    — —  .  .  ^—  .         .        • 

sin  2A  2  sm  A 

Donc,  R  =  2R'  (49);  c'est-à-dire  que  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  au  premier  triangle  est  double  du  rayon  du 
cercle  orthocentrique. 

16.  En  général,  l'aire  d'un  triangle  est  donnée  par  l'équa- 
tion abc  =  4RA. 

En  appelant  A  l'aire  du  triangle  orthocentrique^  dont  les 
côtés  sont  a  cos  A,  6  cos  B,  c  cos  G,  on  a 

abc  cos  A  cos  B  cos  G  =  4R'A'. 
Mais    abc  =  4RA,  et  R  =  2R'.  Donc  on  a 

— -  =  2  cos  A  cos  B  cos  G (50) 

Si  des  perpendiculaiî'es  sont  abaissées  des  sommets  (Twn  triangle 
sur  les  côtés  de  son  triangle  orthocentrique,  elles  passent  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  donné. 

Gomme  les  hauteurs  du  triangle  sont  les  bissectrices  du 
triangle  orthocentrique,  les  perpendiculaires  abaissées  de 
deux  sommets,  A  et  B,  par  exemple,  du  triangle  donné  sur 
les  côtés  du  triangle  orthocentrique,  font  des  angles  égaux 
avec  le  côté  G.  Donc  ces  lignes  se  coupent  en  un  môme  point, 


/ 


Si  Von  '  ^s  sont  égales,  elles  se  coupent  au 

côtés,  e*  ./'^^y^iflsi,  de  même  que,  en  abaissant  des 

D*-|-  ,jtif''^J^^'iûg^^  ^®3  perpendiculaires  sur  les  côtés 

Maiî'  ^^/r^^'/''^,f!nii^Q  Torthocentre  par  Tintersection  de  ces 

do'  ,'1''""'^''^ '.^Is  de  même  en  abaissant  des  mêmes  sommets 

,;/^^:^.//''^y^yiaires   sur  les  côtés   du  triangle  orthocen- 

^v/^'^  détermine  le   centre  du  cercle   circonscrit  au 

^^  puisque  les  perpendiculaires  abaissées  de  rorthocenire 
!it  i^^  côtés  du  triangle  primitif  sont  les  bissectrices  des 
'    gles  du  triangle  orthocentrique,  il  en  résulte  que  H  esl 
le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  orthocentrique. 

Trouver  la  valeur  du  rayon  p  du  cercle  inscrit  au  trianyle 
orthocentrique. 

Soit  p  le  demi-périmètre  du  triangle  orthocentrique,  et 
A'  sa  surface.  On  a  alors  A'  =  pp.  Mais  on  a  (form.  48) 

2p'  =  a  cos  A  -f-  ^  cos  B  -)-  c  cos  C 

donc  2p  =  -^   {aq  +  bq'  +  cq")  (51) 

en  appelant  q\  q"  et  q'  les  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  0  sur  les  côtés  du  triangle  donné; 

mais  aq'  -f-  H"  4"  ^9    ==  ^A. 

Donc  on  a 

p'p  =  A',  et  A  =  pR  (o^) 

Donc    p  =  —  ^ — . 

A 

Mais,  d'après  la  formule  (50),  on  a 

p  =  2R  cos  A  cos  B  cos  C  (53j 

p  A' 

On  a  aussi  ~  =  — —  (5i) 

R  A 

On  en  déduit  les  propositions  suivantes  :  La  surface  du 
triangle  orthocentrique  et  celle  du  triangle  donné  sont  propor- 
tionnelles au  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  premier  triangle  et 
au  rayon  du  cercle  circonscrit  au  second. 

La  surface  d'un  triangle  est  égale  au  rayon  du  cercle  circons- 
crit multiplié  par  le  demi-périmitre  du  triangle  orthocentrique. 

On  obtient  ainsi  un  nouveau  théorème  simple  pour  trouver 
l'expression  de  la  surface  du  triangle. 
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18.  La  surface  du  triangle  donné  est  la  somme  du  triangle 
orihocentrique  et  des  trois  triangles  formés  avec  les  seg- 
ments de  ces  côtés;  le  double  de  la  surface  de  l'un  de  ces 
triangles  est  bc  cos'  A  sin  A.  Donc 

bc  cos"  A  sin  A  -f-  ca  cos"  B  sin  B  -}-  a6  cos'  C  sin  G 

-j-  2A'  =  2A 

ce  que  l'on  peut  écrire 

bc  sin  A  -j-  oc  sin  B  +  a6  sin  G 

,    /sin*  A    ,   sin'  B    ,      sin'  G  \ 

—  abc  { H r )  =  2A  —  2A  . 

\     a  6        '  c       / 

Mais  bc  sin  A  =  ac  sin  B  =  a6  sin  G  =  2A 

et  comme  RA'  =  Ap,  on  a,  en  multipliant  par  R 
T>    .  T^.  /  sin'  A      ,      sin'  B      ,      sin'  G  \     ,„„. 

19.  Déterminer  une  expression  pour  te  carré  de  la  distance 
entre  le  centre  du  cercle  circonscrit  et  Vorthocentre,  ou  une 
expression  de  OH". 

Si  Ton  prend  le  triangle  dont  les  sommets  sont  0,  H  et 
un  des  sommets,  A  par  exemple,  du  triangle  donné,  les  côtés 
de  ce  triangle  sont  OH,  R  et  2R  cos  A ,  et  Tangle    en   A 
est  égal  à  G  —  B.  Donc  on  a 
0H«  =  R«  +  4R«  cos«  A  —  4R«  cos  A  cos  (G  —  B)  (56) 

Mais  A  =  TU  —  (G  4-  B);  donc 

OH*  =  R«[i  —  4  cos  A  i  cos  (G  +  B)  +  cos  (G  —  B)] 
ou  OH*  =  R»(i  —  8  cos  A  cos  B  cos  G);  (57) 

et,  en  vertu  de  la  formule  (53),  on  a 

0H«  =  R»  —  4Rp  (68) 

En  appliquant  la  formule  (50),  on  trouve  aussi 

0H«  =  R«(i  —  "X")-  (89) 

Enfin,  en  appliquant  d'abord  la  formule  (34),  puis  au  ré- 
sultat la  formule  (12),  on  trouve 

0H«  =  9R*  —  (a«  +  6»  +  c*)  (60) 

20.  La  somme  des  carrés  des  dislances  des  sommets  d^u/n 
triangle  à  Vorthocentre^  diminuée  de  la  distance  de  ce  point  au 
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centre  du  cercle  circonscrit ,  est  égale  à  trois  fois  le  carré  du 
rayon. 
En  effet,  on  a  AH"  =  4R*  cos*  A;  donc 
AH*  -4-  BH«  4-  GH»  =  4R*(cos*  A  +  cos*  B  +  cos*  C). 
Mais  cos*  A  +  cos*  B  -}-  cos*  C  =  i  —  2  cos  A  cos  B  cos  C 
ety  en  vertu  de  l'égalité  (57),  on  a,  par  soustraction 

AH«  +  BH«  +  GH*  —  0H«  =  3R«.  (61) 

Le  rayon  p  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  orthocen- 
trique  est  égal  à  2R  cos  A  cos  B  cos  G  ;  donc 

0H«  =  R(R  —  4P). 
Ajoutant  le  double  de  cette  expression  à  la  précédente, 
on  trouve 

AH»  +  BH«  +  GH*  +  OH»  =  5R«  —  8Rp.     (62) 

21.  Trouver  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  ex^inscrit  au 
triangle  orthocentrique. 

Nous  avons  vu  que  l'on  a    p  =  2R  cos  A  cos  B  cos  G  et 

2  cos  A  cos  B  cos  G  =  I  —  (cos»  A  +  cos»  R  -{-  cos*  C), 

on  en  tire      p  =  R(sin»  A  -f-  sin»  B  -j-  sin»  G  —  2). 

o» 
Mais  sin»  A  =  — =— -. 

4R» 

En  substituant  on  trouve  en  posant  2P»  ==  a»  -{-  6*  -|-  c» 

P»  —  4R» 
P=         ./  (63) 

-^        ^                           ,          bc  sin  A  cos  A 
De  même,  on  a  p  =:  


a 

^     cos  A  .      cos  A  6»  -f-  c»  —  o» 

ou    p  =  2A  ;  mais  =  ■ — ; 

^  a  a  %abc 

^°°°    p'  =  ilr  ^**  +  ''^  ~  "'^  =  ^  2R  °*  ^^*^ 

On  a  des  formules  analogues  pour  p"  et  f. 
Si  Ton  ajoute  ces  expressions,  on  trouve 

P  +  P  +P    +P    -  ^ g 

m 

Puisque  Ton  a 

cos»  A  -|-  cos»  B  +  cos»  G  =  I  —  2  cos  A  cos  B  cos  G, 
et  que  le  rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle  orthocentri- 
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que  est  égal   à  2R  cos  A  cos  B  cos  G,  comme  on  a  aussi, 
en  appelant  q\  (fy  (f  les   distances  du  centre   du   cercle 

circonscrit  aux  côtés,    cos"  A  =:  r^,  on  en  déduit 

Jt\ 

?'•  +  r  +  r  =  R(R-p)  (66) 

{A  suivre.) 


SOMMATION  DIRECTE  ET  ELEMENTAIRE 

DES  CARRÉS, 
DES  CUBES,  DBS  QUATRIÈMES  ET  DES  CINQUIÈMES  PUISSANCES  DES  n 

PREMIERS  NOMBRES  ENTIERS 
AINSI  QUE  DES  n  PREMIERS  NOMBRES  IMPAIRS , 

Par  Georges  Dostor. 


1.  —  Somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres  entiers. 

Nous  avons  les  identités 

(n  +  i)  (2n  -|-  i)  =  2n*  +  3n  +  i, 
(n  —  i)  (271  —  i)  =  2n*  —  3n  +  i. 

Nous  en  tirons,  en  retranchant  membre  à  membre, 
(n  +  i)  (2^  +0  —  (^  —  i)  (2n  —  i)  =  6n. 

Si  nous  multiplions  les  deux  membres  par  -^ ,   et  que 
nous  posions,  en  général, 

nous  pourrons  écrire 

n»  =  An  —  An  _  1 ,  (2) 

,.     ,  (n  —  i)  n  (2n  —  1) 

attendu  que  -i — ~ ^ 

o 

se  réduit  de  A»  ou  de  (1),  en  y  remplaçant  n  par  n  —  i. 

Dans  la  formule   (2),    remplaçons  n  successivement   par 

tous  les  nombres  entiers,  depuis  i  jusqu'à  n;  nous  obtenons 

la  suite  des  égalités 
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2«  =  A.  -  A,, 

3«  =  A,  -  A., 

(n  —    l)«   =   An-i   —  An_2, 

n*  =  A„—  A„_i. 
Ajoutons  membres  à  membres,  et,  dans  le  second 
membre  de  Tégalité  résultante,  supprimons  les  termes 
égaux  et  de  signes  contraires  qui  sont  en  évidence  et  qui 
s'entre-détruisent.  Nous  trouvons  ainsi  que  la  somme  des 
carrés  des  w  premiers  nombres  entiers  est 

lî  ^  2«  +  3«  -f  .   .   .  +  (n  —  i)»  +  n«  =  A,. 
Si   nous  désignons  cette  somme  par   Sn*  et  que  noas 
nous  reportions  à  la  notation  (1),  nou£  obtiendrons  la  formule 

v„.  =,    n(n  H-  iH2n  +  0  ,,) 

Corollaire  I.  —  Représentons  par  In  la  somme  des  n 
premiers  nombres  entiers,  de  sorte  que 

2 

Si  nous  divisons,  par  cette  égalité,  Texpression  (I),  il 
nous  viendra 

^^*    _    2n  +  1  n  +  (n  +  I) 

"ST 3 = 3 •        <"^ 

Ce  résultat  prouve  que 

La  somme  des  caiTés  des  n  premiers  nombres  entiers,  divisée 
par  la  somme  de  ces  mêmes  nombres,  égale  le  tiers  de  la  somme 
du  dernier  n  de  ces  nombres  et  du  nombre  suivant  n  +  '• 

CorroUaire  II.  —  Si  le  dernier  nombre  n  égale  un 
multiple  de  3  plus  i,  le  nombre  suivant  n  +  î  sera  un 
multiple  de  3  plus  2  ;  par  suite  leur  somme  sera  divisible 
par  3.  Donc 

Im  somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres  entiers  est  divi- 
sible par  la  somme  de  ces  mêmes  nombres,  chaque  fois  que  le 
dernier  nombre  considéré  n  égale  un  multiple  de  3  plits  i. 

CorroUaire  III.  —  Si  Ton  veut  avoir  la  somme  des 
carrés   des  n  nombres  entiers,  qui  suivent  le  nombre  n, 
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il  suffira  d'abord  de  remplacer  n  par  2n  dans   la  formule 
(1).  On  aura  ainsi 

2  (2n)«  =    ^^  (^^  +  i)  (4n  +  I)  _ 

Si  de  celte  somme  on  retranche  la  somme  des  carrés  des 
n  premiers  nombres  entiers,  ou  Tezpression  (I) ,  on  obtien- 
dra la  somme  des  carrés  des  n  nombres  entiers  qui  yiennkent 
après  le  nombre  n.  Cette  somme  sera  donc 

L(2ft)«  -  2««  =     2n(2n  +  O  (4»  +  0 

n(n  -f-  0  (^^  +   0 

6  * 

ou  bien 

2(2n)«  -  2n«  =    ""^^"^  +   '^     [8n  +  2  -  n  -  i], 
c'estr-à-dire 

r(2«)«  -  Sn«  =    »('«  +  0^  (7»  +  0  .  (III) 

II.  —  Somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres  impairs. 

Le  n^  nombre  impair  étant  2n  —  i ,  la  somme  des  carrés 
2n  —  I  premiers  nombres  entiers  s'obtiendra  en  rempla- 
çant,   dans   la   formule  (I),   n  par   2n  —  i  ;  cette  somme 

sera  ainsi 

„,  .,  n(2n  -^  i)  Un  —  i) 

E(2n  —  1)*  =  — ^ ^-^ ^. 

3 

Or  les  n  —  i  nombres  pairs,  qui  précèdent  le  n"**  nom- 
bre impair  2n  —  i,  sont 

2,  4,  6,   ...,  (2n  —  4),  {in  —  2), 
ou  2.1,  2,2,   2.3,    ...,  2(n  —  2),   2(n  —  i). 

La  somme  des  carrés  de  ces  n  —  i  nombres  pairs  sera 
par  conséquent 

2«  [i«  +  2»  +  3«  +  ,..  +  (n  —  2)*  +  (n  —  i)«], 
ou,  en  vertu  de  la  formule  (I), 

7}  (n —  i)  n  (2n —  i)   211  (n  —  i)  (211 —  i) 

6  ""  3 

La  somme  S,  des  carrés  des  n  premiers  nombres  impairs 
est  donc  exprimée  par  la  différence 

JOURNAL  DB  MATH.  1879.  16 


s.  = 
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n  (2n  —  i)  (4*1  —  i)  2n  (n  —  i)  (in  —  i) 


3 
n  (211  —  i) 


[(4^—0—  2  (n— i)]. 


ou  par 

S    __  (^^— 02^(2^+  0_    n(4n«— 1) 
*  6      •  3 

III.  —  Somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  entiers. 

Il  est  aisé  de  voir  que 

(n  +  0*  —  (n— i)«  =  4n; 

n* 
multipliant  par  —,  on  obtient  Tidentité 

4 

n^{n+  i)'  (n  —  ï)«n'    _ 

4  4 

qui  peut  s'écrire  n*  3=  Bn  —  Bn  — <,  (3) 

^*     (fi       [        j  \1 

en  posant  Bn  =  ^ — -^ — —  (4) 

Dans  régalité  (3),  remplaçons  n  successivement  par  tous 
les  nombres  entiers,  depuis  i  jusqu'à  n;  nous  aurons  la 
suite  des  identités 

I»  =  B„ 

2»  =  B.  —  B„ 

3»  =  B,  -  B., 


(n—   l)'  =  Bn-^   —  Bn-2, 
n8  =  Bn    —  Bn-1 

Ajoutons  membres  à  membres^  il  nous  viendra,  après  sup- 
pression des  termes  égaux  deux  à  deux  et  de  signes  con- 
traires, 

,.  +  2»+  3»  +  ...  +  (n-  i)»  +  n»  =  B„, 
ou,  en  ayant  égard  à  la  notation  (4), 

2„.  =  JiliîL±^  =  [JLi!LjLiLJ.    (V) 

Ainsi  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  entiers  est 
égale  au  caiTé  de  la  somme  de  ces  mêmes  n  premiers  nombres 
entiers. 
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Corollaire.  —  Élevons  an  carré  les  deux  membres  de  la 
formule  (I),  nous  aurons: 

(Sn«)«  _ . 

Divisons  cette  égalité  membre  à  membre  par  la  formule 
(Y),  nous  obtiendrons  la  relation 

(Sn')«    _    (2n  +  I)'    _  r  ^  +  (n  +  I)  r       rirl^ 
Sn3      -  9  "L  3  ^J-     ^^^^ 

Elle  prouve  que 

Le  carré  de  la  somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres 
entiers,  divisé  par  la  somme  des  cubes  des  mêmes  nombres,  égale 
le  carré  du  tiers  de  la  somme  du  dernier  nombre  n  et  du  nombre 
suivant  n  -f-  i* 

Si  le  dernier  nombre  n  est  un  multiple  de  3  plus  i, 
(Z»«)«  sera  divisible  par  Sn*. 

IV.   —  SomUS  DIS  CUBES  DES   n  PREMIERS  NOMBRES    IMPAIRS. 

La  somme  des  cubes  des  2n  —  i  premiers  nombres  en- 
tiers s'obtient  en  mettant  2n  —  i  à  la  place  de  n  dans  la 
formule  (V),  ce  qui  donne 

S(2n  —  i)'  =  n*(2n  —  i)* 
mais  la  somme  des  cubes  des  n  —  i  nombres   pairs ,  qui 
précèdent  le  nombre  2n  —  i ,  est 

23[,a  ^  2»  +  3»  +  .   .   .  +  (n  —  2)»  +  (n  —  i)»] 

ou       8E  (n  —  i)«  =    ^(^  —  ')'^'    =  2n\^  —  i)*. 

4 
Donc  la   somme  S,  des  cubes  des  n  premiers   nombres 

impairs  sera 

S,  =  n'(2n  —  i)*  —  2n*(n  —  i)*  = 

n*[(4n*  —  4n  +  i)  —  (2n»  —  4^  +  2)], 

ou  (VII)  S,  =  n«(2n«  —  i) 

(A  suivre,) 
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ÉLÉMENTS  DE  LA  THÉORIE   DU  LAVIS 

Par  M.  Pillet,  professeur  de  layis  à  l'École  Polytechnique. 

[Suite;  voir  page  212.) 


Des  reflets  dans  le  dessin  de  machines  et  dans 
le  dessin  d'architecture.  —  Dans  le  dessin  de  machines, 
on  ne  cherche  pas  à  réaliser  un  effet  artistique.  Le  lavis  a 
surtout  pour  but  de  rendre  la  forme  des  objets;  on  ne  fait 
sentir  la  position  relative  des  objets  que  par  les  ombres 
qu'ils  portent  les  uns  sur  les  autres,  et  par  les  différences 
d'intensité  des  tons  qui  les  recouvrent.  Dans  bien  des  cas, 
on  ne  trace  même  pas  les  ombres  portées,  et  on  rend 
chaque  objet  comime  s'il  était  isolé  dans  l'espace.  On  trace 
donc  sa  ligne  d'ombre  propre  et  on  fait  le  lavis  soit  par 
teintes  fondues,  soit  par  teintes  plates,  à  l'aide  des  lignes 
d'égales  teintes  en  ne  tenant  compte  que  du  rayon  atmo- 
sphérique principal. 

En  architecture,  les  édifices  reposant  sur  le  sol,  qui  est 
fortement  éclairé,  et  souvent  de  couleur  claire,  les  reflets 
atmosphériques  doivent  être  combinés  avec  les  reflets  éma- 
nant du  sol.  Ces  derniers  sont  même  les  plus  intenses. 

Cherchons  à  nous  rendre  compte  de  la  direction  suivant 
laquelle  ils  ont  le  plus  d'intensité. 

Cette  direction  combinée  avec  celle  du  rayon  atmosphé- 
rique principal  nous  donnera  celle  des  rayons  de  reflets 
totaux. 

Rayon  terrestre  principal.  —  Soit  en  projection 
horizontale  A  un  édifice  rectangulaire,  reposant  sur  un  sol 
mat,  éclairé  et  renvoyant  de  la  lumière  par  diffusion  et  non 
par  réflexion,  comme  pourrait  le  faire  une  nappe  d'eau.  Il 
est  évident  que  si  nous  plaçons  un  petit  élément  plan  ver- 
tical cd,  dans  une  position  inclinée  sur  la  face  mn  de  l'édifice, 
il  ne  recevra  de  reflets  que  des  points  du  sol  situés  dans 


p.«., 


c/ 


m 

/ 
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l'angle  pcq  et  sera   d'autant  moins  éclairé  qa'il  sera  plus 

loin  d'être  parallèle  à  la  face 

mn.  On  peut  donc  dire  que  le 

rayon  terrestre   principal   doit 

être  dans  un  plan  yertical,  xt/, 

perpendiculaire  sur  la  face  mn 

de  l'édifice. 

Quel  angle,  avec  le  plan  hori- 
zontal, fait-il  dans  ce  plan?  — 
Pour  nous  en  rendre  compte, 
faisons  une  coupe  verticale  sur  l'édifice. 

Un  petit  élément  plan,  cd,  incliné  à  l'angle  a,  reçoit  de 
la  lumière  d'une  infinité  de 
points,  tels  que  a\  a,  a"  situés 
à  des  distances  f,  I,  V\  lui  en- 
voyant de  la  lumière  dont 
l'intensité  varie  avec  Tangle 
d'incidence.  En  combinant  tous 
ces  effets,  il  est  facile  de  recon- 
naître : 

1®  Que  l'élément  cd  sera  plus  éclairé  quand  il  sera  près 
du  sol  que  quand  il  en  sera  loin  ; 

2®  Qu'il  sera  éclairé  au  maximum  quand  il  fera  avec  le  sol 
un  certain  angle  a  que  le  calcul  pourrait  déterminer.  Le 
rayon  de  reflet  maximum  dû  au  sol,  sera  pris  normal  au 
plan  cdy  dans  la  position  précédente,  répondant  à  cet  angle  a 
d'éclairement  maximum. 


Combinaison  des  reflets  du  sol  et  des  rayons 
atmosphéricpies.— Rayon  aéro- 
terrestre principal.  —  Combinons 
les  reflets  du  sol  représentés  par  le 
rayon  terrestre  su-jsV,  situé  dans 
un  plan  de  profil  %u  et  dirigé  de  bas 
en  baut,  avec  le  rayon  atmosphéri- 
que principal  représenté  par  bonb'a 
(dans  rbypothèse  du  rayon  à  48<»). 
Le  premier  est  plus  intense  que  le 
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second,  et  on  pourra  les  réunir  en  un  seul  RR'  que  nous 
nommerons  le  rayon  aéro-terrestre  principal;  on  le  prend 
ordinairement  en  architecture  dirigé  suivant  la  diagonale 
d*un  cube,  mais  non  plus  directement  opposé  aux  rayons 
solaires.  On  prend  les  reflets  inclinés  à  45®,  dirigés  de  droite 
à  gauche,  de  bas  en  haut  et  d'arrière  en  ayant.  Les  projec- 
tions d'un  de  ces  rayon"  seraient  les  droites  R  et  R'. 

Remarque,  —  Il  est  bien  entendu  que  ce  rayon  aéro-ter- 
restre n'est  que  conventionnel.  C'est  un  rayon  qui,  pris  seul, 
éclairerait  les  ombres  à  peu  près  comme  le  font  tous  les 
rayons  de  reflets  qui  viennent  dans  toutes  les  directions, 
avec  des  intensités  variables.  Il  faudra  bien  se  garder  de 
lui  donner  des  propriétés  ombrantes  (Voir  plus  loin  §  C, 
Contre-ombres). 

Gonsécpiences.  —  (a)  Dans  un  dessin  d'architecture 
représentant  la  façade  ou  la  coupe  d'un  édifice,  toutes  les 
ombres  doivent  être  plus  claires  en  bas  de  l'édifice  qu'en 
haut,  comme  étant  plus  près  de  la  source  des  reflets. 

(b)  Les  moulures  qui  dans  l'ombre  sont  tournées  du  côté 
du  sol  doivent  être  moins  noires  que  celles  qui  sont  tournées 
du  côté  du  ciel.  Plus  généralement,  le  point  le  plus  clair 
d'une  moulure  placée  dans  l'ombre  est  celui  pour  lequel 
le  rayon  aéro-terrestre  lui  est  normal. 

Contre-ombres.  —  (c)  Les  reflets  du  sol  sont  quelque- 
fois assez  intenses  pour  produire  des  ombres  dans  les  ombres. 
On  nomme  ces  dernières  des  contre-ombres.  On  ne  les  trace 
que  dans  les  ombres  portées,  en  les  supposant  produites  par 
le  rayon  aéro-terrestre  principal,  tel  que  nous  l'avons  défini. 
Seulement,  il  ne  convient  pas  de  donner  à  ces  contre- 
ombres  des  contours  aussi  définis  qu'aux  ombres  directes, 
ni  de  les  prolonger  aussi  loin.  En  effet,  les  reflets  qui  viennent 
de  tous  les  points  du  sol  produisent  des  pénombres  très- 
considérables  qui  font  que  les  contre-ombres  disparaissent 
à  très-petite  distance  des  objets  qui  les  portent  et  que  leurs 
contours  s'estompent  très-rapidement.  On  fait  ordinairement 
les  contre-ombres  à  l'aide  de  teintes  très-rapidement  adoucies 
ou  fondues. 
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AppUcation.  —  Soit  à  faire  le  lavis  de  la  portion  de 

corniche  indiquée  sur  le  croquis  ci-après.  Un  larmier  K  est 

soutenu  par  un   talon   G  accompagné    d'une  banquette  F. 

—  Un  bandeau  C  est  surmonté   d'un   cavet  renversé  B  et 


soutenu  par  un  talon  D.  Enfin,  une  console  A.  est  placée 
sous  le  larmier.  Le  tout  est  dans  l'ombre  "Sa,  portée  par  le 
larmier  sur  la  frise;  on  opérera  comme  il  suit  : 

1"  On  commence  par  passer  une  teiute  générale  donnant 
le  ton  de  pierre,  et  composée,  si  cette  dernière  est  jaune, 
d'ocre  jaune  et  de  terre  de  Sienne  brûlée.  On  la  dégrade 
de  haut  en  bas,  on  la  tient  donc  plus  intense  à  la  partie 
supérieure  qu'à  la  partie  inférieure.  On  a  soin  de  ménager 
en  blanc  les  filets  de  lumière  sur  les  arêtes  éclairées  telles 
que  ff.  Ces  filets  se  trouvent  en  haut  et  à  gauche. 

%"  On  passe  ensuite  la  teinte  d'ébauche.  —  Elle 
est  composée  d'encre  de  Chine  soit  pure  soit  un  peu  violacée 
par  de  la  laque  carminée,  et  une  pointe  de  bleu  de  cobalt. 
Cette  teinte  est  placée  sur  tout  ce  qui  est  occupé  par  les 
ombres  propres  ou  portées.  On  doit  la  passer  d'un  seul  coup 
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et  sans  faire  de  réserves.  Cette  teinte  assez  peu  intense  doit 
posséder  le  ton  que  Ton  yeut  attribuer  dans  les  ombres  aux 
parties  les  plus  en  reflet.  Ces  parties  sont  le  dessous  des 
talons  6  ou  D  ou  bien  encore  la  partie  inférieure  de  la 
baguette  F.  Cette  teinte  d'ébauche  est  dégradée  de  haut 
en  bas. 

3<>  On  fait  tourner  les  moulures.  —  Le  modelé  des 
moulures  se  rendra  soit  à  teintes  plates  soit  à  teintes  fondues, 
mais  en  les  considérant  comme  corps  dépolis.  Les  parties 
les  plus  noires  sont  celles  pour  lesquelles  les  normales 
seraient  dirigées  vers  le  ciel  et  non  vers  le  sol.  Dans  les 
dessins  à  petite  échelle  on  fait  ces  teintes  au  tire-ligne. 

4"^  On  lave  les  surfaces  planes.  —  Nous  trouvons 
des  surfaces  planes  en  E,  en  H,  en  C  et  en  A,  sur  la  face 
antérieure  de  la  console.  On  est  fixé  sur  l'intensité  de  la 
teinte  qui  répond  à  ces  surfaces  en  regardant  sur  les  mou- 
lures contiguës  dont  le  lavis  est  fait  et  qui  sont  situées  au 
même  plan  qu'elles^  les  éléments  de  ces  moulures  pour 
lesquelles  le  plan  langent  est  parallèle  aux  plans  que  Ton 
veut  laver.  On  placera  donc  sur  ces  plans  les  teintes  vou- 
lues pour  qu'il  y  ait  concordance  d'intensité.  Ces  teintes 
sont  placées  en  réserve,  c'esl^à-dire  en  ménageant  les  filets 
de  reflets  sur  les  arêtes  qui  regardent  le  rayon  aéro-terrestre. 

Nous  trouvons  ces  filets  en  nn\  mm\  qq  et  sur  la  console 
xy  et  yZf  c'est-à-dire  en  bas  et  à  droite  sur  la  face  A  de 
la  console  qui  est  en  avancement  sur  le  plan  £,  on  passera 
une  teinte  légère  qui  la  rendra  plus  noire  et  la  fera  avancer. 

&"  On  fait  les  contre-ombres.  —  On  passera  une 
teinte  de  contre-ombre  sur  le  cavet  qui  regarde  le  ciel  et 
échappe  aux  rayons  de  reflets. 

Cette  teinte  sera  modelée  si  le  cavet  est  grand,  elle  sera 
plate  si  le  cavet  est  de  petite  dimension. 

Nous  aurons  également  la  contre-ombre  portée  par  la  con- 
sole A.  Nous  la  tiendrons  assez  noire  aux  environs  de  cette 
console  et  nous  la  dégraderons  rapidement  de  bas  en  haut 
et  de  droite  à  gauche. 

&"  Les  retouches.  —  Le  lavis' général  une  fois  fini,  il 
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est  utile  pour  augmenter  l'effet  produit  de  revenir  avec  de 
la  teinte  de  couleur  ou  ayec  de  la  teinte  d'ombre  sur  certaines 
parties  soit  pour  les  faire  tourner,  soit  pour  les  faire  avancer 
ou  reculer.  On  fait  avancer  les  parties  en  lumière,  en  y 
plaçant  quelques  tons  plus  chauds,  c'est-à-dire  plus  jaunes, 
ou  plus  rouges,  et  les  parties  dans  l'ombre  en  forçant  et 
même  en  colorant  au  bistre  les  teintes  d'ombre.  On  fait  recu- 
ler les  plans  en  y  passant  des  teintes  bleuâtres,  ou  neutres 
très-légères. 

On  fait  également  avancer  une  partie  de  l'édifice,  en  la 
faisant  davantage,  c'est-à-dire  en  y  plaçant  plus  de  détails 
et  rendant  avec  plus  de  recherche  l'effet  de  ces  détails,  on 
la  fait  reculer  en  la  laissant  dans  le  vague,  et  comme  dessin 
et  comme  lavis. 


QUESTIONS  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

POSÉES  AUX   EXAMENS    ORAUX  DE  l'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 

(1878). 


Algèbre. 

~  Démontrer  que  Tinégalité 

3  (i  +  a»  +  a«)  >  (i  +  a  +  a')^ 
a  lieu  pour  toutes  les  yaleurs  de  a. 

x'  —  5a?  4-  6 

—  Résoudre  — ; = — : >  i . 

a^  —  5a?  +  4 

—  Résoudre  Va  +  ^/â'  -f-  Va  -  v^^^  B. 

—  Résoudre  x  -\-  y  =  a;    x*  ■{■  y*  =  b*. 

—  Trouver  la  somme 

A»  = h  -- — =-  -f  -5 h  .   .   .  +  — ; ; — r 

1.2  2.3  3.4  n(n  -f  i) 

Limite  de  Ait  pour  n  =s  00 . 

—  Résoudre  l'inégalité 

(a^a  -.  5a?  +  6)  (y/F-  2  )    ^  ^ 
X*  +  4X  -\-  3 

—  Volume  maximum  du  cône  de  révolution  dont  la  surface  est  constante. 

—  Calculer  la  somme 

Sb  «  I  4*  *^  +  ^a?'  +  •  •  •  4-  nx^  —  t. 
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Oéoxnétrie. 


»  La  hauteur  d'un  triangle  rectangle  inscrit  dans  une  parabole  et  dont 
l'hypoténuse  est  perpendiculaire  à  Taxe  de  cette  courbe  est  constante  et 
égale  à  2p. 


—  Construire  x 


-v/t- 


—  On  donne  trois  droites  a,  6  et  u;  celte  dernière  est  prise  pour  unité  : 

a  —  6* 

construire  '  x  s= . 

I  +  ah 

—  Conditions  pour  que  les  hauteurs  d'un  tétraèdre  se  coupent  au  même 
point. 

—  Lieu  des  points  également  éloignés  de  trois  droites  qui  se  coupent  au 
même  point. 

—  Dans  un  trièdre,  les  plans  qui  passent  par  une  arête  et  la  bissectrice 
de  la  face  opposée  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

—  Dana  un  trièdre,  les  plans  menés  par  les  arêtes  perpendiculairement 
aux  faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

—  Par  le  centre  de  similitude  de  deux  cercles,  on  mène  une  sécante  qui 
coupe  le  premier  au  point  A,  le  second  au  point  B;  les  tangentes  en  ces 
points  se  coupent  en  un  point  dont  on  demande  le  lieu  géométiique. 

—  Construire  un  triangle  connaissant  les  trois  médianes. 

—  Dans  une  ellipse,  une  tangente  mobile  TT  rencontre  en  T  et  T'  les 
tangentes  aux  extrémités  du  grand  axe.  —  Démontrer  que  AT  X  AT  est 
constante. 

Trigonométrie. 

Un  arc  a  pour  sinus  —,  un  autre  _.^.—  calculer  le  sinus  de  la 

2  4 

somme. 

—  Démontrer  les  formules  : 

2  S  =  R  (a  cos  A  +  6  cos  B  +  c  cos  C) 
8  S'  =  abc  (a  cos  A  +  6  cos  B  +  c  cos  C) 
dans  lesquelles  les  lettres  ont  les  significations  ordinaires. 

—  Calculer  la  somme 

sin*  a  -\-  sin*  (a  +  '^l  +  ««^^  (a  -4-  2  /i)  +  .  .  .  +  sin'  (o  +  nh). 

—  Vérifier  la  formule 

tg  0?  =  cotg  X  —  2  cotg  2a?  ; 
en  déduire  une  formule  donnant  la  somme 

l  X  l  X       .  I  X 

ig.x  +  --tg_+_tg  — +  .  .  •+^r-«8iir- 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  le  périmètre  et  la  hauteur. 

—  Dans  un  triangle  on  a  : 

sin  A  _ 

— ^ — =7-  =  2  cos  C. 
sin  B 

Quelle  particularité  présente  le  triangle? 

—  Dans  un  triangle  on  a: 

tg  B  sin'  B 


tg  C  sin»  C  • 

Quelle  particularité  présente  le  triangle? 
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sin  X 

—  Résoudre  l'équation  :      .     .^         .  ■  s  m. 

sin  (6  —  x] 

—  Tronver  la  somme 

cos»  a  4-  cos'  (a  +  A)  +  .  .  .  •  +  cosM»  +  «*)• 

—  Vraie  valeur  de  x  cotg  x  pour  a;  »  o . 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  le  rayon  du  cercle 
inscrit. 

—  Vraie  râleur  pour  x  «s  45*  de 

cos  (45  +  x) 

I    —  tgOÎ 

—  Une  fonction  rationnelle  de  sin  (p  et  de  cos  p  peut  toujours  se  mettre 
sous  la  forme  P  +  Q  cos  o 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  sin  cp.   Démontrer  que    cetle 
décomposition  n*est  possible  que  d'une  seule  façon. 

—  Calculer  tg  — ^  a  en  fonction  de  tg  a. 

4 


NOTE  D'ALGEBRE 

Par  M.  Thualy  du  Lycée  de  Lorient. 


Transfottnation  d'un  radical  double  en  une  somme  de  deux 
radicaux  simples. 

Résolvons  le  système 


y/a-\-Vb    =Yx  +Vy 

i^  a  -  yv  =  V^  -  YJ 


Ajoutons  et  retranchons  successivement  ces  deux  équa- 
tions membre  à  membre,  il  vient 


)/a+Yb    +v/a-/6  ,_ 
=  Kx 

=  y  y 

Élevons  les  deux  membres  de  ces  deux  égalités  au  carré, 
il  vient  : 


2a +2/0»— 6                                            a  +  /a*  —  6 
• z=z  X  ou  a;  = ' — ' 
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aa  —  iV  a}  —  6                                        a  —  Vo*  —  6 
___  =  j,  ouy  = 

Pour  que  >J  x  Qi  sj  y  soient  rationnels,  il  faut  et  il  suffit, 
comme  on  sait,  que  o*  —  b  soit  carré  parfait,  alors 


ECOLE  NAVALE 


CONCOURS    DE    1879 

Arithmétique  et   Géométrie. 

1 .  La  surface  d'un  cercle  icr'  =  400  mètres  carrés.  Démontrer  que  pour 
obtenir  r  à  un  décimètre  près,  il  sulfit  de  remplacer  ic  par  3,i,  râleur  qui 

I  n'est  pas  inférieure  de à  la  vraie  valeur  3, 141 3...  En  effet, Tinégalité 

f  —  f'  =  20  I     , —  — T=::  I    <    est  satisfaite  si  Ton  prend 

«   —  ic  <   .  On  trouvera  r  =  11, 3  par  défaut  et  Ton  vérifiera  que 

3,1  X  (ii,3)*  diffère  peu  de  400. 

Nota.  —  Nous  awms  copié  cet  énoncé  tel  qu'ït  a  été  donné  aux  élèœs,  tout 
en  étant  fort  surpris  de  voir  que,  dans  une  composition  à  une  école^on  donne 
aux  candidats  U  solution  en  même  temps  que  Vénoncé,  —  Nous  ferons 
remarquer  aussi  que  n'  étant  inférieur  à  ic,  et  par  suite  f  étant  supérieur 
à  r,  il  faudrait  partout  changer  les  signes. 

2.  D'un  point  P,  on  mène  une  tangente  à  un  eercle  de  rayon  r,  et  on 
joint  le  point  de  contact  M  aux  extrémités  du  diamètre  parallèle  à  la  tan- 
gente. Démontrer  qu'on  obtient  ainsi  deux  cordes  égales,  équidistantes  du 
point  P,  ei  que  le  cercle  décrit  du  point  P  comme  centre,  avec  le  r^yon 

PM 

R  =    , — ,  est  tangent  à  ces  deux  cordes.  Si  le  point  P  est  placé  de  manière 

v/2 

que  R  s=  2r,  les  deux  cercles  sont  tangents. 

Géométrie  descriptive. 

Un  point  A.  est  situé  dans  la  partie  antérieure  du  plan  horiiontal,  à 
o",o3  de  la  ligne  de  terre.  Un  second  point  B,  placé  dans  le  premier  dièdre 
à  la  droite  du  point  A,  est  distant  de  o",o2  du  plan  horizontal,  de  o",o3  du 
plan  vertical,  et  de  o",04  du  point  A.  On  demande  de  construire  les  projec- 
tions du  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne  BA,  dont  le 
centre  est  au  point  B,  et  qui  a  o",o3  de  rayon. 
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Algèbre. 

—  Etant  donnée  l'équation  du  second  degré 

Ay»  4-  Bœy  H a?»  +  Da;  +  Ey4  F=o, 

4A 
la  résoudre  par  rapport  à  v>  et  déterminer  enraite  : 

i*  La  limite  c  du  rapport  -^  quand  a;  augmente  indéfiniment; 

•2/ 

2«  La  limite  de  la  différence  y  ^cx  pour  cette  même  valeur  infinie  de  x. 

Trigonométrie. 

—  On  donne  dans  un  triangle 

a  =  2597-,845 
h  =  3o84",327 
c  =  2i36",737 
Déterminer  les  trois  angles  et  la  surface. 


ÉCOLE  SPECIALE  MILITAIRE 


OOXPOSmONS   DONNÉES  EN   1878  AUX   CANDIDATS  QUI,   EMPÊCHÉS   A    L'ÉPOQUE 
ORDINAIRE,  N*ONT  PU  PRENDRE  PART  AUX   COMPOSITIONS. 

llathéinaticnieB. 

1.  —  Calculer  les  angles  compris  entre  o  et  i8o*  satisfaisant  à  l'équation 

5  sin*  a:  +  3  sin  a;  —  3  =3  o.       . 

1  —  On  donne  l'angle  0  et  le  point  A  sur  l'un  des  côtés,  et  Ton  de- 
mande de  trouTer  sur  l'autre  côté  un  point  M  tel  que  la  distance  ÀM  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  OA  et  OM.  Discussion  sommaire. 

3.  —  On  donne  le  triangle  BAC  rectangle  en  A  et  l'on  demande  de  déter- 
miner sur  BG  un  point  M  tel  que,  si  l'on  mène  MN  et  MP  respectivement 
perpendiculaires  à  AC  et  AB,  et  qu'on  fasse  tourner  la  figure  autour  de 
BC,  le  volume  engendré  par  le  rectangle  ainsi  formé  soit  égal  à  la  somme 
des  volumes  engendrés  par  les  triangles  BMP  et  CMN. 

Épure. 

On  donne  deux  sphères  0  et  C  tangentes  l'une  et  l'autre  aux  deux  plans 
de  projection  dans  le  premier  dièdre.  La  sphère  0  a  un  rayon  R  =  45  mil- 
Kmètres,  la  sphère  0'  un  rayon  R'  =>  32  millimètres;  la  distance  des 
centres  00'  =  60  millimètres.  Ceci  posé,  on  demande  : 

i*  De  construire  les  projections  des  deux  sphères; 

S*  De  construire  les  projections  de  la  courbe  intersection  des  deux  solides; 

3*  De  mener  un  plan  tangent  conunun  aux  deux  sphères  coupant  la  ver- 
ticale du  centre  de  la  sphère  0  à  5o  millimètres  au-dessous  du  plan  hori- 
zontal de  prcjeetion. 
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EXAMENS  ORAUX  DE  SAINT-CYR  1879 


—  Étant  donné  un  demi-cercle  AB,  mener  par  le  point  A  une  corde  AM 
telle  que,  si  par.  le  point  M  on  mène  une  tangente  qui  coupe  le  diamètre 
prolongé  en  C,  on  ait  AM  =  MG. 

—  Dans  un  triangle  étiuilatéral,  on  prend  le  milieu  P  de  AB,  et  on  pro- 
pose de  trouver  sur  BC  un  point  M  tel  que,  en  menant  la  droite  PM  et 
abaissant  MK  perpendiculaire  sur  AC,  on  ait  PM  =  MK. 

—  Dans  un  triangle,  le  point  de  concours  des  hauteurs  est  au  quart  de 
la  hauteur  AH,  à  partir  de  la  base.  Trouver  une  relation  entre  les  angles 
B  et  G. 

—  On  donne  un  triangle  ABG  rectangle  en  A;  mener  par  le  point  A  une 
droite  AX,  extérieure  au  triangle,  et  telle  que,  en  abaissant  les  perpendi- 
culaires BB',  GG'  sur  AX,  la  somme  des  triangles  ABB' ,  ACG'  soit  égale 
à  une  surface  donnée  K'.  —  Examiner  le  cas  où  cette  surface  est  celle  du 
triangle  ABG. 

—  Dans  un  triangle,  on  connaît  b  et  c,  et  Ton  sait  que  cos  B  +  cos  G 
=:  I.  On  demande  de  calculer  a. 

—  On  donne  deux  parallèles,  un  point  P  sur  l'une  d'elles,  et  un  point  Q 
en  dehors.  Par  le  point  0»  on  demande  de  mener  une  droite  QNM  rencon- 
trant la  parallèle  PN  en  N  et  l'autre  en  M,  de  telle  manière  que  MN  =  PN. 

—  On  donne  un  cercle  et  un  point  P  extérieur  au  cercle.  On  demande 
de  trouver  sur  la  circonférence  un  point  M  tel  que,  en  joignant  les  points 
M,  0,  P,  l'angle  en  0  soit  double  de  l'angle  en  P. 

—  On  donne  deux  droites  parallèles  XY  et  AB  :  sur  la  seconde,  on  prend 
les  points  A,  B,  G,  tels  que  2AB  =  BG.  Trouver  sur  XT  un  point  D  d'où 
l'on  voie  les  segments  AB  et  BC  sous  le  même  angle. 

—  Vraie  valeur,  pour  a  =  5,  de  l'expression 

an     —  6n 

~  Rapport  des  volumes  d'un  trapèze  qui  tourne  successivement  autour 
de  ses  deux  bases. 

—  On  donne  deux  droites  parallèles  AB,  GD,  et  leur  plus  courte  dis- 
tance BD.  Sur  le  prolongement  de  celte  plus  courte  distance,  on  prend  un 
point  P,  et  on  demande  de  mener  par  le  point  P  une  sécante  PMN  ren- 
contrant GD  en  N  et  AB  en  M,  de  telle  manière  que  MN  soit  la  moyenne 
aiithmétique  des  lignes  BM  et  DN. 

-^  Maximum  de  sin  a;  +  \/3    cos  x, 

•—  Gonstruire  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et  la  bissectrice. 
-^  Inscrire  dans  un  demi^cercle  un  rectangle  de  périmètre  donné. 
-^  Dans  un  triangle  on  donne  A,  et  l'on  sait  que  la   médiane  AM  est 
égale  au  produit  des  deux  côtés  6  et  c.  Trouver  les  angles  du  triangle. 

sin  2QS 

—  Maximum  de  ^ — r-z — ,  quand  x  varie  de  o  à  oo*. 

I  +  sm*  X  ^ 

-T  Par  le  milieu  de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle,  mener  deax 
droites  également  inclinées  sur  l'hypoténuse,  et  telles  que  leur  produit  soit 
égal  à  la  surface  du  triangle. 


—  285  — 

—  On  donne  le  triangle  ABC,  et  le  point  0,  milieu  de  BG.  On  demande 
de  mener  la  parallèle  ED  à  BC,  de  façon  que,  en  joignant  le  point  0  aa 
point  D,  le  trapèze  BEDO  ait  une  surface  donnée. 

^  Dans  un  demi-cercle,  on  propose  de  mener  AC  de  telle  manière  que, 
en  menant  le  rayon  OC.  et  la  droite  CD  faisant  avec  OC  un  angle  ^gal  à 
ACO,  et  rencontrant  le  diamètre  AB  en  D,  on  ait  CD  =»  /. 

—  Valeurs  qu'il  faut  attribuer  à  m  et  n  pour  que  le  trinôme  o^  +  mx 
4-  n  soit  dlTisible  par  (x  —  a)  (a?  —  6). 

—  Dans  un  secteur  on  donne  Fangle  an  sommet,  et  les  longueurs  des 
cordes  de  deux  arcs  dans  lesquels  on  partage  l'arc  du  secteur.  Trouver  le 
nyoo. 

—  Minimum  de  sin'  x  +  a  cos  x. 

—  On  donne  le  secteur  OAB.  On  demande  de  mener  une  droite  perpen- 
diculaire au  rayon  OA,  rencontrant  ce  rayon  en  K,  l'arc  en  M  et  le  rayon 
OB  prolongé  en  N,  de  façon  que  le  produit 

KM  .  MN 

soit  maximum. 

—  Dans  un  trapèze  on  demande  de  prendre  £  sur  le  côté  BC,  de  telle 
œaoiëre  que,  en  menant  la  droite  AE  qui  rencontre  la  base  CD  prolongée 
^  F,  le  triangle  AEB  soit  le  tiers  du  triangle  ECP. 

—  Résoudre  sin^  x  +  sin'  2X  =  a. 

T-  Dans  un  triangle  on  donne  les  trois  angles  ;  on  mène  la  bissectrice  et 
la  médiane,  et  on  demande  de  calculer  l'angle  de  ces  deux  droites. 

—  Résoudre  tg'  a?  +  4  cos^  x  =.  m. 

—  On  a  deux  nombres  différents  terminés  par  3  ;  trouver  la  condition 
pour  qne  leur  produit  soit  terminé  par  25. 

—  Résoudre  cos  a?  +  cos  y  =  i . 

X  y 

cos  —  +  cos  —  =  I».  (A  suivre.) 
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CONCOURS  ACADEMIQUES  1879 


ACADÉMIE  DE  CLERMONT 

Mathématiques  élémentaires. 

--Par  un  point  fixe  0  d'une  circonférence  de  rayon  donné  R,  on  mène 
deax  cordes  OA  et  OB  dont  la  première  est  fixe  et  la  seconde  mobile. 
Etudier  comment  varie  la  longueur  de  la  diagonale  issue  de  0  du  parallé- 
logramme construit  sur  OA  et  OB.  Trouver  les  valeurs  maxima  et  minima 
^^  cette  diagonale  ainsi  que  les  positions  correspondantes  de  OB. 


ACADÉMIE  DE  POITIERS 

Enseignement  spécial. 

—  Une  larae  BAC,  rectangle  en  A,  repose  en  équilibre  par  les  côtés  de 
l'angle  droit,  sur  deux  disques  fixes  de  même  épaisseur  que  la  lame,  placés 
<Tec  elle  dans  le  même  plan  vertical,  et  ayant  leurs  centres  0  et  0'  sur 


Il  sommet  est  sur  la  ligne  de«  centres, 

!t  i^J^  des cAUii  ael  b  du  triangle:  1*  le  rapport 

„  ^B":  **  '^  »pport  des  segments  AO,  AO'  delà 

■"  yip^rldet  charges  supportées  par  les  deux  disques. 

""  r*r~^ca^'~  6oi '^  —   0,80;  B  =  0,27,   épsisseuf   o,o5  ;  densil* 

^  -W*î  s=  ^  poidj  de  la  lame,  la  distance  MN  des  points  de  con- 

^  "^c^ii'*J_,[„  eiaciement    la  figure    relalire  i   ces  données  à 

- ,'  .M  c"^ 

ACADÉMIE  DE  LYON 
Hathimatlquas  spécial  es. 

(unsidtre  les  coniques  langeâtes  ï  deux  droites  reclangnlaires  Oi. 
naea  deui  poinU  rariables,  et  i  une  itroisième  droite  ÀB  en  un  point  C. 
Oaàeia'odel'  le  lieu  géométrique  du  point  de  contact  des  tangentes  ices 
coniques  menées  par  ua  point  donné  P.  Construire  ce  lieu  dans  le  cas  oA 
le  polni  P  se  trouTe  au  sommet  du  rectangle  construit  but  OA,  OB;  t*  quel 
est  le  lieu  de*  foyers  de  ces  coniques!  Construire  le  lieu  dans  le  cas  parti- 
culier où  C  est  au  milieu  de  AB,  et  examiner  ce  que  devient  ce  lieu  lorsque 
C  étant  au  milieu  de  AB,  ou  a  OA  =  OB. 

HftthAmatlques  AlAmentalres. 

On  donne  une  circontérenoe  0'  dont  le  centre  est  situé  sur  une  circonfé- 
rence 0  donnée.  On  mène  une  corde  quelconque  OB,  et  on  joint  reitréniié 
A  du  diamètre  O'OA  au  point  B.  On  joint  ensuite  le  point  A  i  l'on  des 
poiuts  d'intersection  C  des  deux  cercles;  on  détermine  ainsi  le  point  £. 
intersection  de  AC  et  de  O'B,  et  par  ce  point  E  on  mène  une  tangente  EG 

1*  Lieu  géométrique  du  point  M,  intersection  de  cette  tangente  avec  AB; 
2*  Démontrer  que  la  droite  BC  passe  par  le  second  poiul  D  d'interseclion 
des  deux  circonférence». 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 
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THEORIE  DES  CENTRES 

DES    MOYENNES    HARMONIQUES 
Par  M.  Kœhler. . 

(Suite,  YOir  page  225.) 


Progression  ou  échelle  harmonique, 

4.  Soit  âF  une  droite  divisée  en  parties  égales  aux  points 

B,  G,  D,  B;  menons 
par  un  point  S  une 
parallèle  à  AF  et 
coupons  le  faisceau 
S  (p,  A,  B,...  F) 
par  une  transversale 
quelconque  pabcdef. 
Chacun  des  points  de 
division  à  partir  du 
second  est  conjugué 
harmonique  de  p  par 
rapport  au  précédent 
et  au  suivant. 
On  a  donc 


2 

etc. . . 
I 


pa    '    pc 
ou  bien 


2pc 


pb        pd*  pd        pc    •" 


pe 


.  • 


pa        pb        pb        pc        pc        pd        pd        pe  ' 

Les  inverses  des  segments  comptés  à  partir  de  p  forment 
ainsi  une  progression  arithmétique  la  division  marquée  par 
le  faisceau  sur  la  transversale  est  une  progression  ou  échelle 
harmonique  par  rapport  au  point  p. 

Construction  d^une  échelle  harmonique. 

On  donne  une  droite  pX,  et  il  s'agit  de  construire  sur  cette 
droite  une  échelle  harmonique  par  rapport  au  point  p,  échelle 
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dont  ab  soit  le  premier  segment.  Je  mène  par  le  pointpdeux 
droites  arbitraires  je  prends  sur  Tune  d'elles  un  point  a;  je 
joins  Qta,  a6  qui  coupent  la  seconde  droite  en  r  et  s.  Je  joins 
r6,  puis  s^  qui  donne  le  troisième  pointe  de  Téchelle;  de 
même  rc  donne  le  point  y  y  et  sy  le  quatrième  point  d.  Ainsi 


de  suite.  On  voit  en  effet,  en  considérant  le  quadrilatère  sbci\ 
que  la  transversale  poL^y  passe  par  le  point  de  concours  p  des 
diagonales;  donc  p  est  conjugué  de  p  par  rapporta  a  et 
y.  Donc  le  faisceau  r(py  a,  6,  c)  est  harmonique. 

On  peut  prolonger  Téchelle  vers  la  gauche  en  joignant 
S6,  puis  rp'  qui  donne  le  point  b\  etc.. 

Pour  diviser  une  longueur  donnée  ÂD  en  un  nombre 
donné  de  parties  formant  une  échelle  harmonique  par 
rapport  au  point  p,  on  déterminera  d'abord  sur  une  droite 
pX  une   échelle  arbitraire   comme  tout  à  l'heure;  puis  si 
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Ton  yeut  partager  AD  en  trois  parties  par  exemple,  on 
joindra  Aa,  Dd  qui  se  coupent  en  <r;  les  rayons  96,  ac  cou- 
peront AD  aux  points  cherchés  6,  c. 

La  construction  que  nous  yenons  de  donner  d'après  Pon- 
celet  s'applique  en  perspective.  Le  problème  général  de  la 
perspective  consiste  à  représenter  l'intersection  par  un 
plan,  appelé  plan  du  tableau,  de  tous  les  rayons  menés  de 
l'œil  aux  points  d'une  figure  donnée.  Les  relations  géomé- 
triques entre  les  parties  de  cette  figure  se  transforment  sur 
sa  perspective,  et  la  connaissance  de  ces  transformations 
permet  souvent  de  simplifier  les  constructions.  Supposons 
qu'on  veuille  faire  sur  un  plan  la  perspective  d'une  droite 
AF  divisée  en  parties  égales,  l'œil  étant  en  S;  on  devra 
mener  le  plan  SAF,  chercher  son  intersection  avec  le  plan 
donné  et  marquer  sur  la  droite  ainsi  obtenue  pa6.../*(fig.  3) 
les  traces  des  rayons  SA,  SB. . .;  on  aura  évidemment  une 
échelle  harmonique  par  rapport  au  point  p  oii  le  plan  du 
tableau  est  rencontré  par  la  parallèle  à  la  droite  donnée  ; 
ce  point  p,  perspective  du  point  à  l'infini  sur  cette  droite, 
est  appelé  point  de  fuite. 

Centre  des  moyennes  harmoniques  d*un  système  de  points  en 

ligne  droite. 

S.  Le  centre  des  moyennes  distances  de  n  points  en  ligne 

droite  a,  6,  c...  (rapportés  à  une  origine  quelconque  0)  est 

.  .      »  1          1»                      oa  +  06  +  <>c  +  . . . 
un  point  q  tel  que  1  on  a  07  = ■ ■ • . 

Sa  position  est  indépendante  de  l'origine;  car  si  l'on 

prend  une  autre  origine  o\  on  aura 

oa  4-  o'b  -{-  oc  4-  . . .  —  n .  00' 
oq  —  00  =  ! ! ! 

et,  le  terme  —  00'  disparaissant  des  deux  membres,  il  reste 

o'a  4-  ob  4-  oc  -\-  ... 
oq  = • î ! . 

Pour  construire  le  centre  des  moyennes  distances,  on' 
prendra  d'abord  le  milieu  x  de  a&,  puis  le  point  y  au  tiers 
de  la  distance  xc,  le  point  s  au  quart  de  la  distance  j/d,  et 
ainsi  de  suile. 


En  effet,  on  a 


puis  oy  =  ox  -jr 


ox  = 
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oa  +  ob 


oc  —  ox 


2 

3 


=  -^—  ox  + 


oc 

1 


ou     oy  = 


oa  -{'  ob  '\-  oc 


etc 


9  c 


relation 


n 


pa 


pb 


+ 


pc 


Théorème.  — 

Si  Von  joint  un  point 
S  aux  n  points  A, 
B,  G. ..  e^  à  leur 
centre  des  moyennes 
distances  Q,  et  si 
Von  mène  Sp  pa- 
rallèle à  la  droite 
ABC. . .,  une  trans- 
versale quelconque 
coupe  le  faisceau  S 
(A,  B,  G...  Q)  en 
p,  a,  by  c...q  et 
Von   a  toujours    la 

+  ... 


q  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques  de  p  par  rapport 

aux  n  points  a,  6,  c. . .  et  Sg  est  Yaoœ  des  moyennes  harmo^ 

niques  du  rayon  Sp  par  rapport  aux  rayons  Sa,  S6... 

Pour  démontrer  la  relation  précédente,  considérons  d'abord 

une  droite  AB  partagée  au  point 

y  en  deux  segments  tels  que 

1»         «1      Av  a 

lonail  _^  =  — . 

Joignons  SA,  SV,  SB,  menons 
Sp  parallèle  à  AB,  puis  une 
transversale  pavb  ;  on  aura 

«  +  g    ^     P       ■       « 
pv  pa  pb  ' 

En  effet  les  triangles  sembla- 
bles déterminés  par  la  parallèle  avb'  à  AB  donnent 


et 


m 
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av 

av 

pa 

ps 

vb 

vb' 

-ï—  av 

CL 

pb 

ps 

ps 

On  conclut  de  là 

av 

a 

«0 

pa 

P 

pb 

[  bien 

P 

va 
pa 

+  «. 

vb 

Celte  égalité  devient,  en  prenant  le  point  p  pour  origine 

des  quatre  segments 

p(pa  —  pv)     ,      cf.{ph  —  pv) 

=  o 

pa  pb 

ou  bien  1— î—  =  --î- r-  (4) 

pv  pa  pb  ^ 

L'équation  fondamentale  du  rapport  harmonique  est  un 

cas  particulier  de  celle-ci  ;  il  suffît  de  faire  a  =  p  =  i. 

Si  AY  est  la  m^  partie  de  ÂB^  on  a 

m  m  —  *      I.     ^ 


pv  pa  pb 

Gela  posé,  je  reviens  à  la  figure  8  et  je  considère  les  points 
X,  y^  z. .,  q  oh  la  transversale  coupe  les  rayons  SX,  SY, 
SZ...  SQ  menés  aux  points  qui  servent  à  construire  de 
proche  en  proche  le  centre  des  moyennes  distances  Q  de 
A,  B,  G. . . 

On  aura  successivement 

^     _     ^       I       ' 
px  pa  pb   ' 

3                  2,1 
puis  = , 

py  px  pc 

(puisque  XV  =  — r-  XG), 

V  3  III 

ou  bien  = r — , 

py  pa  pb  pc 

-^  =  —  +  4- = -i-  +  -V  + -^  +  4 .  etc . 
pz  py  pa  pa  pb  pc  pa 

et  enfin     = A ; 1 [-  .   .   .  (S) 

pq  pa  pb  pc 
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On  peut  énoncer  le  théorème  réciproque  :  Étant  donné 
sur  une  transversale  nn  point  q  tel  que  Von  ait 


pg  pa  pb 

si  on  forme  le  faisceau  S  (p,  a,  b,  . . .  q)  et  si  on  le  coupe 
par  une  parallèle  à  Sp,  la  droite  Sq  passera  par  le  centre 
des  moyennes  distances  des  points  À,  B,  G  ...  Mais  cela 
n'a  lieu  que  pour  une  parallèle  à  Sp,  et  non  pour  une 
parallèle  à  un  rayon  quelconque,  comme  dans  le  cas  du 
faisceau  harmonique  de  quatre  rayons. 

Transformation  de  la  relation  (5). 

Cette  relation  qui  est  projective,  d'après  ce  qui  précède, 
peut  s'écrire 

?J LWfJ L^  +  ('J L\+  ,  .     =0, 

\pa         pq  J^Xpb         pq  J       \pc         pq  J 
ou  bien 

pq  —  pa  pq  —  pb  pq  —  pc  ___ 

n — zi — zz — I — zz — m — r  •  •  •  —  o. 


pa  .  pq  pb  .  pq  pc  .  pq 

et,  en  multipliant  par  pq  et  changeant  tous  les  signes 

'"    -f4-  +  -Ë-+...=o  (6) 


pa  pb  pc 

Cette  forme  se  prête  à  une  autre  démonstration  de 
la  propriété  projective  du  centre  des  moyennes  harmoni- 
ques. Il  s'agit  de  faire  yoir  que  si  Ton  coupe  le  faisceau 
S  (p,  a,  6,  .   .   .  ç)  par  une  autre  transversale  p'a'6'...  o 


aura  encore     —-, — — ^rr — h  •   •   .  =  o. 

pa      '     pb      ^ 

^  qa    sin  çSa        qa     sin  qSa 

Sa  sin  aqS    '     Sa  sin  a'g'S  ' 

.         J.  .       ,     qa         a  a  sin  aVS 

et  en  divisant,  -^  :  -^  =  — ■. i-—  . 

ha         Sa  sin  a^S 


pa    ^    pa    sin  a'p'S. 

Sa    '     Sa  sin  apS     ' 

qa    ^    qa     sin  a'g'S    ^    sin  aph 

pa    '    pa'  sin  aqS     '     sin  apS 

Le  second  membre  de  cette  égalité  reste  invariable  quand 


De  même 


et  par  suite 
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on  remplace  les  points  a,  a'  par  6,  6',  par  c,  c ,  etc.  Car»  en 
abaissant  les  perpendiculaires  SA,  Sh'  sur  les  deux  trans- 

Tersales,    on  a  sin  aq'S  =  j^ — ,  sin  ogS  =  -^—  ,  etc.,  et 

oq  oq 

le  quotient  des  rapports  des  sinus  devient 

Sh'   .  Sç    ^    SA'  .  Sp  S^  .  Sp'  

o  i   o  '  '  •  o  1-   o  '  ^  ^~"  c«  »   o   '  ^~  const  —  À. 
SA  .  Sç    SA  .  Sp     Sq  .   Sp 

On  a  donc 

pa  pa         p6  pb 

Si  la  somme  des  premiers  rapports  est  nulle,  il  en  est  de 
même  de  la  somme  des  seconds,  c.  q.  f.  d. 

(A  suivre.) 


SOMMATION  DIRECTE  ET  ELEMENTAIRE 

DES  CARRÉS, 
DES  CUBES,  DES  QUATRIÈMES  ET  DES  CINQUIÈMES  PUISSANCES  DES 

U  PREMIERS  NOMBRES  ENTIERS 
AINSI  QUE  DES  n  PREMIERS  NOMBRES  IMPAIRS 

Par  Cleori^es  Doator. 

{Suite,  voir  page  239.) 


Y.  —  Somme  des  quatrièmes  puissances  des  n  premiers 

NOMBRES  ENTIERS. 

Puisque         n{n  +  i)  (2n  -|-  i)  =:  2n'  +  3n4-  ï» 

nous  avons 

n{n  +  i)  (2n  -f  i)  f3n*  +  3n  —  i)  =  6n»  +  i5n* 

-j-  ion*  —  n. 
Posons 

n(n  +  i)   (2n  +  i)  (3n«  +  3n  —  i) 
(S)    C„  = 3^ 

__    6n*  -}-  i5n*  -f~  'o***  —  " 
—  3Ô 


2a  —  2  Va*  —  b                                         a  —  V  a*  —  6 
___=j,  ouy  = 

Pour  que  sj  x  ei  si  y  soient  rationnels,  il  faut  et  il  suffit, 
comme  on  sait,  que  a*  —  6  soit  carré  parfait,  alors 


^TTTT  =  ^  .  +  /.-->  ^  ^/l^Ioi-j 


ECOLE  NAVALE 


CONCOURS    DE    1879 

Arlthméticnxe  et   Géométrie. 

\ .  La  surface  d  ua  cercle  icr'  =  400  mètres  carrés.  Démontrer  que  pour 
obleDir  r  à  un  décimètre  près,  il  suffit  de  remplacer  ic  par  3,i,  râleur  qui 

n'est  pas  inférieure  de à  la  vraie  valeur  3, 141 5...  En  effet, l'inégalité 

20  • 

f  —  r'  =  20  (     , —  — rm  j    <    — î —  est  satisfaite  si  Ton  prend 

\  >/  ic  yj-K  J  10 

it'  —  ie  <   — .  On  trouvera  r  =  11, 3  par  défaut  et  l'on  vérifiera  que 

3,1  X  (ii)3)'  diffère  peu  de  400. 

Nota.  —  Nous  avons  copié  cet  énoncé  tel  qu'il  a  été  donné  awD  élèves ^  Umt 
en  étant  fort  surpris  de  voir  que^  dans  une  composition  à  une  école^on  donne 
aux  candidats  ù  solution  en  même  temps  que  Vénoncé,  —  Nous  ferons 
remarquer  atissi  qtte  ic'  étant  inférieur  d  ic,  e/  par  suite  r'  étant  supérieur 
à  T,  U  faudrait  partout  changer  les  signes. 

2.  D*un  point  P,  on  mène  une  tangente  à  un  cercle  de  rayon  r,  et  on 
joint  le  point  de  contact  M  aux  extrémités  du  diamètre  parallèle  &  la  tan- 
gente. Démontrer  qu'on  obtient  ainsi  deux  cordes  égales,  équidistantes  du 
point  P,  et  que  lo  cercle  décrit  du  point  P  comme  centre,  avec  le  rayon 

PM 
R  =  ■  ; — ,  est  tangent  à  ces  deux  cordes.  Si  le  point  P  est  placé  de  manière 

que  R  =  2r,  les  deux  cercles  sont  tangents. 

Géométrie  descriptive. 

Un  point  A  est  situé  dans  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal,  à 
o-,o5  de  la  ligne  de  terre.  Un  second  point  B,  placé  dans  le  premier  dièdre 
à  la  droite  du  point  A,  est  distant  de  o"',02  du  plan  horizontal,  de  o",o3  du 
plan  vertical,  et  de  o",04  du  point  A.  On  demande  de  construire  les  projec- 
tions du  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne  BA,  dont  le 
centre  est  au  point  B,  et  qui  a  o",o3  de  rayon. 
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Algèbre. 

—  Etant  donnée  Téq nation  du  second  degré 

Ay»  +  Bicy  H ic»  +  I>a?  +  Ey4  F=o, 

la  résoudre  par  rapport  à  y,  et  déterminer  ensuite  : 
i*  La  limite  e  du  rapport  -^  quand  x  augmente  indéfiniment; 
3*  La  limite  de  la  diflTérence  y  ^cx  pour  cette  même  valeur  infinie  de  x. 

Trigonométrie. 

—  On  donne  dans  un  triangle 

a  =  2597",845 
b  =  3o84",327 
c  =  2i36",737 
Déterminer  les  trois  angles  et  la  surface. 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 


COMPOSITIONS   DOICNÉES  EN  1878  AUX   CANDIDATS  QUI,   EMPÊCHÉS    A    L'ÉPOQUE 
OKDINAIRB,  N'ONT  PU  PRENDRE  PART  AUX  COMPOSITIONS. 

Mathématiques. 

1.  -*  Calculer  les  angles  compris  entre  o  et  180*  satisfaisant  à  l'équation 

5  sin'  a:  +  3  sin  a?  —  3  =  o. 

2.  —  On  donne  l'angle  0  et  le  point  A  sur  l'un  des  côtés,  et  Ton  de- 
mande de  trouver  sur  l'autre  côté  un  point  M  tel  que  la  distance  AM  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  OA  et  OM.  Discussion  sommaire. 

3.  —  On  donne  le  triangle  BAC  rectangle  en  A  et  l'on  demande  de  déter- 
miner sur  BC  un  point  M  tel  que,  si  l'on  mène  MN  et  MP  respectivement 
perpendiculaires  à  AC  et  AB,  et  qu'on  fasse  tourner  la  figure  autour  de 
BC,  le  volume  engendré  par  le  rectangle  ainsi  formé  soit  égal  à  la  somme 
des  volumes  engendrés  par  les  triangles  BMP  et  CMN. 

Épure. 

On  donne  deux  sphères  0  et  0'  tangentes  Tune  et  l'autre  aux  deux  plans 
de  projection  dans  le  premier  dièdre.  La  sphère  0  a  un  rayon  R  =  45  mil- 
limètres, la  sphère  0'  un  rayon  R'  »  32  millimètres;  la  distance  des 
centres  OO'  =  60  millimètres.  Ceci  posé,  on  demande  : 

1*  De  construire  les  projections  des  deux  sphères; 

2*  De  construire  les  projections  de  la  courbe  intersection  des  deux  solides; 

3*  De  mener  un  plan  tangent  commun  aux  deux  sphères  coupant  la  ver- 
ticale du  centre  de  la  sphère  0  à  5o  millimètres  au-dessous  du  plan  hori- 
zontal de  projection. 
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2a  —  2  /a*  —  b  a  —  Ko*  —  * 

=  y  ou  y  = 

4       _        _  2 

Pour  que  ^  x  et  ^  y  soient  rationnels,  il  faut  et  il  suffit, 

comme  on  sait,  que  a*  —  6  soit  carré  parfait,  alors 


}J  adzY  b 


+  /a»-6^,  /  a-Ya'-b 


ECOLE  NAVALE 


CONCOURS    DE    1879 

Arithxn6ti({ae  et   Géométrie. 

1 .  La  surface  d'un  cercle  icr'  =  400  mètres  carrés.  Démontrer  que  pour 
obtenir  r  à  un  décimètre  près,  il  suffit  de  remplacer  ic  par  3,i,  Taleur  qui 

n'est  pas  inférieure  de à  la  vraie  valeur  3, 141 5...  En  effet, l'inégalité 

20 

f  —  f'  s-  20  I     , —      , —  J    <    — —  est  satisfaite  si  Ton  prend 

ic'  —  Tc  <  .  On  trouvera  r  =  11, 3  par  défaut  et  Ton  vérifiera  que 

20 

3,1  X  (ii)3)^  diffère  peu  de  400. 

Nota.  —  Nous  avons  copié  cet  énoncé  tel  qu'il  a  été  donné  aux  élèves^  Umt 

en  étant  fort  surpris  de  voir  que,  dans  une  composition  à  une  éoole,ondffMie 

aux  candidats  la  solution  en  même  temps  que  Vénoncé,   —   Nous  ferons 

remarquer  aussi  que  'k'  étant  inférieur  à  ic,  et  par  suite  f  étant  supérieur 

à  r,  U  faudrait  partout  changer  les  signes, 

%  D'un  point  P,  on  mène  une  tangente  à  un  cercle  de  rayon  r,  et  on 
joint  le  point  de  contact  M  aux  extrémités  du  diamètre  parallèle  à  la  tan- 
gente. DNémontrer  qu'on  obtient  ainsi  deux  cordes  égales,  équldistantes  du 
point  P,  et  que  lo  cercle  décrit  du  point  P  comme  centre,  avec  le  rajron 

PM 

R  =    ; — ,  est  tangent  à  ces  deux  cordes.  Si  le  point  P  est  placé  de  manière 

v/2 

que  R  =  2r,  les  deux  cercles  sont  tangents. 

Géométrie  descriptive. 

Un  point  A  est  situé  dans  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal,  à 
o-,o5  de  la  ligne  de  terre.  Un  second  point  B,  placé  dans  le  premier  dièdre 
à  la  droite  du  point  A,  est  distant  de  o",02  du  plan  horizontal,  de  o*,o3  du 
plan  vertical,  et  de  o",04  du  point  A.  On  denunde  de  construire  les  projec- 
tions du  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  k  la  ligne  BA,  dont  le 
centre  est  au  point  B,  et  qui  a  o'",o3  de  rayon. 
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Algèbre. 

—  Etant  donnée  l'équation  du  second  degré 

Ay»  +  ftry  H a?»  +  Da?  +  E!/+  F=o, 

la  résoudre  par  rapport  à  y»  et  déterminer  ensuite  : 
i*  La  limite  c  du  rapport  -^  quand  a;  augmente  indéfiniment; 
2*  La  limite  de  la  différence  y  ^cx  pour  cette  même  valeur  infinie  de  x. 

Trigonométrie. 

—  On  donne  dans  un  triangle 

a  ==  2597",845 
h  =  3o84",327 
c  =  2i36",737 
Déterminer  les  trois  angles  et  la  surface. 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 


COMPOSITIONS   DONNÉES  EN  1878  AUX   CANDIDATS  QUI,   EMPÊCHÉS   A    L'ÉPOQUE 
ORDINAIBB,  If  ONT  PU  PRENDRE  PART  AUX   COMPOSITIONS. 

llathéinatiqtues. 

1.  —  Calculer  les  angles  compris  entre  o  et  i8o*  satisfaisant  à  l'équation 

5  sin*  a;  4-  3  sin  âs  —  3  =  o. 

I  m        9 

2.  —  On  donne  l'angle  0  et  le  point  À  sur  l'un  des  côtés,  et  Ton  de- 
mande de  trouver  sur  l'autre  côté  un  point  M  tel  que  la  distance  ÀM  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  OA  et  OM.  Discussion  sommaire. 

3.  —  On  donne  le  triangle  BAC  rectangle  en  A  et  l'on  demande  de  déter- 
miner sur  BC  un  point  M  tel  que,  si  Ton  mène  MN  et  MP  respectivement 
perpendiculaires  à  AC  et  AB,  et  qu'on  fasse  tourner  la  figure  autour  de 
BC,  le  volume  engendré  par  le  rectangle  ainsi  formé  soit  égal  à  la  somme 
des  volumes  engendiéa  par  les  triangles  BMP  et  CMN. 

Épure. 

On  donne  deux  sphères  0  et  0'  tangentes  Tune  et  l'autre  aux  deux  plans 
de  projection  dans  le  premier  dièdre.  La  sphère  0  a  un  rayon  R  »  45  mil- 
limètres, la  sphère  0'  un  rayon  R'  «  32  millimètres;  la  distance  des 
centres  OO'  =  60  millimètres.  Ceci  posé,  on  demande  : 

1*  De  construire  les  projections  des  deux  sphères; 

3*  De  construire  les  projections  de  la  courbe  intersection  des  deux  solides; 

3*  De  mener  un  plan  tangent  commun  aux  deux  sphères  coupant  la  ver- 
ticale du  centre  de  la  sphère  0  à  5o  millimètres  au-dessous  du  plan  hori- 
zontal de  projection. 


—  268  — 


NOTE  SUR  LE  TRIANGLE 

Traduit  de  l'anglais  de  l'ouvrage  A  Treatitt  on  iome  new  geotnetriccU  mflhod»t 
Par  Jfmmem  Booth,  membre  de  la  Société  Royale  de  Londres. 

(Suite ,  voir  page  233.] 


22.  Trois  fois  la  somme  des  carrés  des  distances  des  centres 
des  quatre  ceixles  de  contact  au  centre  du  cercle  circonscrit, 
donne  un  résultat  égal  à  quatre  fois  la  somme  des  carrés  des 
côtés  augmenté  de  quatre  fois  le  carré  de  la  distance  de  Vortho- 
centre  au  centre  du  cercle  circonscrit. 

Nous  avons  vu  (form.  47)  que  Ton  avait 

D«  +  D'«  +  D"*  +  D'"«  =  1 2R« 
et  aussi  (form.  60) 

0H«  =  9R«  —  (a«  +  6*  +  c*). 
En  remplaçant  R*  par  sa  valeur  tirée  de  cette  équation, 
on  retrouve  évidemment 

3(D«  +  D'»  +  D"«  +  D"«  =  4(a«  +  6»  +  c«)  +  40H« 

(67) 

23.  La  somme  des  carrés  des  côlés^  augmentée  de  la  somme 
des  carrés  des  rayons  des  quatre  cercles  de  contact^  est  égale  à 
seize  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit. 

On  a  (form.  6) 

(a  +  6  +  c)«  =  4P*  =  4(ry  +  ri^  +  r"r"') 
et  (form.  11) 

hcJ^ca'\'ab  =  r'r^'^^^Y'  '\-r"r+r  (4R  +  r) 
Mais  4R  -|-  r  =  r  +  r"  +  r^ 

Donc,  en  retranchant  de  la  première  le  double  de  la  se- 
conde, on  trouve 

a«  +  6»  +  c«  =  2(rV"  +  r^r"  +  r^r')  —  2r(r'  +  »-''  -f  ?•") 
et  comme  4R  =  r  -\-  r"  -|-  r'"  —  r,  on   a,  en  élevant  au 
carré  et  retranchant  la  précédente 

16R»  =  r«  +  r'«  +  r"*  +  r"*  +  a»  ^  6«  +  c» 

(68) 
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34.  La  somme  des  carrés  des  côtés  d'un  triangle  est  égale  à 
douze  fois  le  carré  du  rayon  du  cercle  circonscrit  diminué  de 
quatre  fois  la  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  sur  les  côtés. 

Car    o*  +  6»  -f  c*  =  4R«(sin«A  +  sin*B  +  sin«G), 

donc  a*  +  6*  +  c«  =  i2R«  —  4R»(cos*A  +  cos«B  +  cos«C) 

ou      a*  +  6«  +  c«  =  i2R«  —  4{q*  +  g"«  +  q"^)         (69) 

35.  Dans  tout  triangle  on  a,  en  conservant  aux  lettres  leur 
signification  habituelle  : 

(-f+^+^)(;+;+:,)°4(7.) 

Puisque  Ton  a  — r  =  — ^ ^,    le  premier    fadeur 

devient  ^P' -  (a*  +  5»  +  c»)  . 

pr 
Mais  on  a  (form.  12) 

2p«  —  (o*  +  6«  +  c«)  =  2r(4R  +  r). 

et  on  sait  aussi  que  r'  +  ^'  +  »^  =  4R  +  ^,eta4-  &+  c 
=  2p. 
En  substituant  ces  valeurs,  on  trouve  la  formule  indiquée. 

26.  Déterminer  une  expression  pour  Ho,  distance  entre  les 
centres  des  cercles  inscrits  dans  le  triangle  donné  et  dans  te  triangle 
orthocentrique. 

Ces  centres  et  le  sommet  A  du  triangle  primitif  forment 
les  sommets  d'un  triangle  dont  les  côtés  sont 

r  coséc  — ,  2R  cos  A,  Hw, 
2 

et  l'angle  au  sommet  —  (G  —  B). 

2 

4Rr  cos  A  cos  — (C — B) 

ix  2 


H<û«==  4R«cos*A-}-r«coséc* 


2  sin    A 

2 


(71) 
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cos  -L  (C  -  B)  ,     , 

Mais  i-  _    c  +  6 


A  a 

sin 

2 


6«  +  c*  —  a* 
et  cos  A  =  


26c 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Tcquation  primitive,  on 
trouve  (*) 

Ha)«  =  4R»  —  8Rr  -f  aft  +  ac  +  6c  —  (a*  +  t*  +  c») 

(72) 
Mais  on  sait,  d'après  les  équations  (11)  et  (12),  que  Ton  a 
bc  •}-  ab  -{-  ac  =z    p*  +    r*  +  4Rr 
et  a*  +  ^"  +  c*  =  2p*  —  2p«  —  8Rr. 

Donc  H(û«  =  4Rr  +  4R«  +  Sr^  — p«  (73) 

Si   Qf  û',  û''  désignent  les  centres  des   cercles   ex-ins- 
crits,  on  trouvera  de   même,  en   faisant  les  modifications 
nécessaires,  les  expressions  suivantes  : 
Hû«  =4R«  +8Rr  +6c--ac— a6— (a«+6«+c«)  ) 
Hû'»  =  4R*  +  SRr"  — 6c  +  ac— a6  -  (a«+6'+c*)  (    (74) 
Hû"*  =  4R*  -j-BRr*— 6c  — ac-f  a6  — (a»+6»+c«)  ) 
En  ajoutant  ces  expressions  à  Tégalité  (72),  et  remarquant 

que  r'  +  r"  +  ^'^  —  ''  =  4^»  ^^  trouve 

H<o«  +  Hû*  +  Hû'«  +  Hû"«  =  48R«  —  4(a«  +  6«  +  c») 

(73) 

Soient  AH,  BH,  CH  les  distances  de  l'orthocentre  aux 

sommets  du  triangle;  on  a 

AH»  =  4R»  —  a«;   BH»  =  4R»  —  6^   CH»  =  4R«  —  c«. 

(*)  Pour  faire  cette  réduction,  il  faut  écrire  d'abord  le  second  membre 
de  l'équation  (71)  sous  la  forme  suivante  : 

C    —    B 

cos  ' 

4R*  —  4R'(x  —  cos'  A)  +  r'  coséc' 4Rr  . cos  A 

sm  — 

2 

puis  remarquer  que  Ton  a 

I  —  COS 'A  =  sin  »A  =  -T7-r  »  ^  coséc*  —  =  — '-!- '-  , 

6V  2  p 

6»  +  c»  —  o'            (6  -h  c)*  —  a»  -  26c 
et  enfin  remplacer par  -^ — 

On  arrivera  alors  à  Téqualion  (72). 

[Note  du  Traducteur.) 
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Donc,  en  substituant,  on  a 

Ha>«  +  Hû»  +  Hû'»  +  Hû"«  =  4(AH«  +  BH«  +  CH« 

(76) 
Puisque  Ton  a  (form.  60) 

OH*  =  gR»  —  (a«  +  6«  +  c*) 
et  (form.  47) 

D«  +  D'»  +  D"»  +  D"«  =  12R*. 

On  en  déduit 

Ha>»  +  Hû«  +  Hû'«  +  Hû"«  =  D»  +  D'*  +  D''*  +  D*« 

+  4OH*  (77) 

Donc  :  la  somme  des  carrés  des  distances  de  Vorihocenire 

aux  qwitre  centres  des  cercles  de  contact  est  égale  à  la  somme 

des  carrés  des  distances  du  centre  du  cercle  circonscrit  aux 

quatre  centres  des  cercles  de  contact,  augmentée  de  quatre  fois  le 

carré  de  la  distance  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  Vorthocentre. 

27.  On  abaisse  d^un  sommet  d!un  triangle  une  perpendiculaire 
sur  le  côté  opposé  ;  on  mène  la  bissectrice  de  V angle  du  triangle 
jusqu'à  la  rencontre  avec  la  base,  et  on  inscrit  un  cercle  dans  ce 
triangle.  Les  distances  du  milieu  de  la  base  au  pied  de  la  haur- 
ieur,  au  point  de  contact  du  cercle  inscrit  et  au  pied  de  la  bisseo- 
trice  sont  en  progression  géométnque. 

Car  il  est  facile  de  yoir  que  ces  distances  sont  respecti- 

c*  —  6*  c  —  b  a  c  —  6 

yement       ,     ,     ; — ;— . 

2a  2  2  c  +  6 

Lorsque  Ton  prend  les  cercles  inscrits  et  ex-inscrits  à  un 
triangle,  chaque  côté  a,  par  exemple,  est  touché  en  quatre 
points,  deux  à  l'intérieur  de  Tangle  A,  et  deux  à  Texté- 
rieur.  Le  cercle  inscrit  et  le  cercle  ex-inscrit  qui  touchent  a  à 
l'intérieur  de  l'angle  sont  de  part  et  d'autre  de  ce  côté,  et  la  dis- 
tance de  leurs  points  de  contact  este  —  b  ;  donc  chacun  d'eux 

est  à  une  distance  —  (c  —  6)  du  milieu  M  de  a.  Les  deux 

2    ^ 

autres  cercles  touchent  le  côté  a  d'un  même  côté  en  deux 
points  L  et  N,  extérieurs  à  l'angle  A,  et  distants  des  points 
B  et  C  de  la  quantité  p  —  a;  donc  leur  distance  est  2{p  —  a) 
-}-  a  =  6  +  c;  et  la  distance  de  l'un  de   ces   points  au 

milieu  de  a  est  —  (^  +  c). 
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28.  Relations  entre  les  médianes  a,  p,  y,  et  les  côtés  a,  b,  c 
(f  un  triangle. 

On  a,  par  un  théorème  bien  connu 

26*  +  2C*  —  a*  =  4a*. 
En  prenant  les  relations  analogues  pour  p*  et  ^^  on  a,  en 
ajoutant        4(a«  +  p*  +  y')  =  3(a«  +  6«  +  c»)  (78) 

Faisons  le  carré  de  la  première,  et  des  formules  analogues, 
et  ajoutons,  il  vient 

,6(a*  +  p*  +  r*)  =  9(a*  +  6*  +  c*)  (79) 

Enfin,  faisons  le  carré  de  l'égalité  (78)  et  retranchons- en 
l'égalité  (79),  il  vient 

i6(a*p«  +  PY  +  Y»a«)  =  9(a«6»  +  6»c«  +  cW).      (80) 

29.  Si  par  les  points  de  contact  A!  B'  G'  du  cercle  inscrit  dans 
un  triangle  donné,  on  mène  à  chaque  côté  um  perpendiculaire 
rencontrant  la  médiane  correspondante  aux  points  1,  m,  n,  on  a 

Ml    ^    B'm    ^    Cn    ~    r  ' 
La  distance  du  milieu  de  la  base  au  pied  de  la  hauteur 

issue  du  point  A  est ;  la  distance  de  ce  même 

c b 

milieu  au  point  de  contact  est ;  et  ces   distances 

2 

sont  proportionnelles  à  A  et  A7.  On  a  donc 

A7    ^        a 

h            c  +  ft  • 
D'où  -i.  -    ^  +  ^ ^  +  * 


A7  ah  2A      ' 

Par  conséquent,  en  prenant  les  autres  formules  analogues 
et  ajoutant,  on  a 

A7    ^    B'm    ^     G'n     ""  "IT"  ""  ~        ^^*^ 

30.  Déterminer  la  distance  entre  le  centre  de  gravité  K  et  U 
centre  co  du  cercle  inscrit. 
Considérons  le  triangle  dont  les  sommets  sont  A,  K,  w. 

Les  côtés  de  ce  triangle  sont  wK,  . ,  et  -^  ,      a 

sin  

2 
étant  la  médiane  issue  du  point  A. 
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Soit  0  l'angle  que  fait  la  médiane  a  avec  le  côté  c,  par 
exemple. 

Alors,  comme  la  médiane  divise  en  deux  parties  égales 

le  triangle  ABC,  on  a 

•    #it-/AA\              •                          c  +  6  cos  A 
c  sm  0  =  6  sm  (A  —  6),  ou,  puisque        2a  =  — ■ 

cos  d 

.    ^         6  sin  A       .  ^         c  +  6  cos  A     ,^^ 

sin  e  = ,  et  cos  6  =  ' (82) 

2a  2a  ^    ' 

soit  6  l'angle  que  fait  la  médiane  a  ayec  la  bissectrice  de 
l'angle  A;  on  a 

e  =  l A  —  6j,  et      2a  COS  e  =  (6  -f-  c)  cos  . 

Donc 

0K«  =  —^ f-  -1-  a«  —  4-  ot  ^V-  cos  e 

.  ,    A       '      9               3           .A 
sm* "^  sm 

2  2 

bc  4-  ab  4-  ac           a*  +  6*  +  c»  ^     ,^^,  ^ 

= ^  g    ^ — -ï- 4Rr  (83)* 

Mais  nous  avons  trouvé  (form.  H  et  12) 

2p«  —  2r«  —  8Rr  ==  a»  +  6«  +  c*, 

2p*  +  2r*  +  8Rr  =  2(6c  -f-  a6  +  ac). 

Donc 
^  ^    6c  +  a6  +  00    _    g»  +  y  +  c«    _  ^,       ^^^^ 

2  4 

Substituant  cette  valeur  dans  Texpression  précédente,  on 
trouve 

«K«  =  -4-  («'  +  fr"  +  c») J-  (î>c  +  oc  +  a6)  +  r» 

3o  o 

(83) 


*  Pour  obtenir  ces  transformations,  on  remarque  que  l'on  a 

_£ ^  ^Mp  -  a) 


sm  —         '  P 

2  I 


On  a  par  suite  __«_^ 

;j^.  ^    e>c(p  -  g)    ^^  ^,  ,  ^JMLhA.    {6  +  c)cosA.et 

P  9  ^    V  p  '      '  2 

en  remplaçant  4a*  par  sa  valeur  [y.  n*  28,  la  formule  qui  précède  78),  on  a 

uX}  ^hc--  -^  +  ~  (a^*  +  »c*  -  û»)  -  4-  (*  +  c)  (6  +c  -  a) 

P  9  ^ 

Si  l'on  remplace  abc  par  4pRr,  on  a  la  formule  [83). 

JOUUIAL  DS  MATH.  1879.  18 
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De  même ,  en  faisant  les  substitutions  nécessaires ,  on 
trouvera 

ÛK«=  -^(a»  +  6*  +  c»)+  ■^(ca  +  ab  —  bc)-\-r'* 
60  o 

Û'K»  =  -^  (o»  +  6»  +  c«)  +  -i-  (o6  +  6c— ac)  +  r^  >  (86) 

36  o 

En  ajoutant  ces  expressions,  on  trouve 

+  r«  +  r'«  +  r"»  +  r'"»  (87) 

Mais  nous  avons  vu  (form.  68)  que 

r«  4-  r*  +  r"«  +  /"«  =  i6R«  —  (a*  +  6«  +  c»>. 
Donc,  en  éliminant  les  rayons,  on  trouve 

ù)K«  +  ÛK«  +  Û'K«  +  Û"K*  =  i6R» ^  (a«  +  b*  +  c«) 

^  (88) 

31.  Trouver  une  expression  pour  la  distance  du  centre  de  gra- 
vité au  centre  du  cercle  circonscrit. 

Prenons  le  triangle  dont  les  sommets  sont  0,  K  et  le  mi- 
lieu de  la  base  ;  les  côtés  de  ce  triangle  sont  OK,  R  cos  A, 

a                                                                                h 
-r-,  et  le  cosinus  de  Fangle  opposé  à  OK  est .    Donc 

â  CL 

on  a 

0K«  =  —  4-  R«  cos«  A ^  aRcos  A  .  —      (89) 

9  3  a 

En  remplaçant  a"  par  sa  valeur,  et  cos*  A  par  i  —  sin*  A» 

puis  2RA  par  bc,  et  enfin  cos  A  par  sa  valeur,  on  trouve 

OK.  =  R.  -    <"'  +  ^'  +  ^'^  (90) 

9 
En  comparant  avec  la  valeur  de  OH  trouyée  précédem- 
ment (form.  60),  on  trouve  le  résultat  connu 

OH  =  30K  (91) 

(A  suivre.) 
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NOTE  SUR  LA  SOUSTRACTION  DES  FRACTIONS 

Par  M.  Maurice  d'Ocagne. 


On  peut  souvent,  en  arithmétique,  à  Taide  de  petits  arti- 
fices, apparemment  de  peu  d'importance,  apporter  de  notables 
simplifications  dans  les  calculs.  En  yoici  un  exemple  assez 
curieux: 

Soit  à  effectuer  la  soustraction  de  deux  fractions  ayant 
des  termes  assez  considérables,  mais  tels  que  la  différence 
des  termes  de  chacune  des  fractions  soit  relativement  petite. 
On  obtient  le  dénominateur  par  la  règle  connue.  Quant  au 
numérateur,  si  on  veut  Tobtenir  par  la  règle  ordinaire  on 
sera  conduit  à  des  calculs  longs  et  pénibles,  car  on  aura 
à  multiplier  le  numérateur  de  chaque  fraction  par  le  déno- 
minateur de  l'autre,  nombres  assez  grands  par  hypothèse. 

Mais  soient  -=—  et  -j-,  les  fractions  considérées  ;  on  a  pour 

0  a 

la  différence  :    A  =— ; r-  = 


b  d  bd 

ajoutons  et  retranchons  ac  au  numérateur,  il  vient: 

ad  —  ac  —  6c  -f-  ac    ___    a(d  —  c)  —  c{b  —  a) 

^6d  ""  bd 

d'où  la  règle:  Étant  proposé  de  soustraire  une  fraction  d*une 
autre  fraction^  pour  trouver  le  numérateur  du  reste,  on  multi- 
pliera le  numérateur  de  la  premièi^e  fraction  par  la  différence 
des  deux  termes  de  la  seconde;  le  numérateur  de  la  seconde  y  par 
la  différence  des  deux  termes  de  la  première,  et  la  différence  de 
ces  deux  produits  sera  le  numérateur  cherché. 

Les  calculs  sont  ainsi  notablement  simplifiés  :  car,  par 
hypothèse,  les  différences  d  —  c  et  6  —  a  sont  peu  consi- 
dérables. L'énoncé  de  cette  règle  a  été  donné  par  M.  Bardel 
dans  les  Comptes  rendue  (t.  I,  1835,  p.  44). 

Dans  le  cas  particulier  oh  les  deux  fractions  sont  telles 
que  les  différences  b  —  a,  d  —  c  soient  toutes  deux  égales 
à  l'unité,  on  est  conduit  à  ce  théorème  assez  remarquable  : 
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Dans  la  soustraction  de  deux  fractions,  telles  que  chaque 
dénominateur  surpasse  le  numérateur  correspondant  dune  unité, 
le  numérateur  de  la  différence  est  égal  à  la  différence  des  numé- 
rateurs. 


ÉCOLE  SPECIALE  MILITAIRE 


Examens  oraux  1879. 

Étant  donnée  une  demi-circonférence  dont  A6  est  le  diamètre,  on  mène 
le  rayon  OC  perpendiculaire  à  AB  et  par  le  point  À  une  corde  AMN  qui 
rencontre  la  circonférence  en  M  et  la  droite  AG  en  N  ;  on  demande  de 
déterminer  AMN  de  façon  que  Ton  ait  : 

!•  AM  =  MN;  2- AM  =  NO. 

—  On  donne  un  quadrant  OAB;  on  mène  la  droite  MN  perpendiculaire 
à  OA,  aux  deux  tiers  de  OA  à  partir  de  0.  Trouver  le  rapport  des  deux 
surfaces  dans  lesquelles  MN  partage  le  quadrant. 

—  Résoudre  l'équation  sin  2X  =  3  cos  3x. 

—  Inscrire  dans  un  cercle  un  triangle  isocèle  connaissant  la  somme  de 
la  base  et  de  la  hauteur. 

—  Résoudre  l'équation  ig{x  +  a)  =  2  tg(a5  —  a) 

—  Si  N  est  pair,  N(lN'  —  4)  est  divisible  par  48. 

—  Calculer  à  un  millième  près  le  rapport  des  deux  surfaces  dans  les- 
quelles la  corde  du  quadrant  divise  la  surface  d'un  cercle. 

—  On  donne  un  demi-cercle;  ou  le  divise  en  trois  arcs  dont  les  deax 
premiers  sont  égaux  ;  on  connaît  les  cordes,  et  on  demande  le  rayon. 

—  Condition  de  divisibilité  de  a;"  -+-a- par  a^  4-  o^ 

—  On   a  l'équation   V»  +  a?  +  Va  —  a;  =  V&T 

dans  laquelle  les  signes  sont  mis  en  évidence.  La  résoudre  et  vérifier  les 
racines. 

—  Dans  un  carré,  on  sait  que  la  somme  du  côté  et  de  la  diagonale  est  de 
100  mètres;  calculer  le  côté  à  un  centimètre  près. 

a»  6> 

—  Résoudre  l'équation  — ;; r-  +  ^-r r?-  =  »• 

^  a?»  —  a*     '     jj*  —  6» 

—  On  a  le  nombre  3,i25;  on  veut  savoir  par  quel  nombre  11  suffit  de 
le  multiplier  pour  que  le  produit  soit  entier. 

— -  Le  rayon  d'un  cercle  est  5o".  Calculer  la  surface  à  un  décimètre  carré 
près. 

—  Un  mobile  partant  d'un  point  A  d'une  circonférence,  parcourt  la  cir- 
conférence en  12  heures;  un  autre  partant  du  même  point  la  parcourt  en  sens 
contraire  en  1 3  heures.  Au  bout  de  combien  de  temps  leur  distance  sera- 
t-elle  de  120*? 

—  On  donne  un  triangle  ABC.  Trouver  sur  AB  un  point  M  tel  que  si  l'on 
mène  la  transversale  MN,  parallèle  à  BG,  la  ligne  MN  soit  moyenne  propor' 
tionnelle  entre  MA  et  MB. 


—  2T7  - 

a 

—  Si  l'on  yeut  trouver  tg  — *  en  fonctions  de  cos  a,  combien  trouyera- 

4 

t-on  de  solntions?  Former  l'équation    qui  donnera  tg  — —  en  fonctions  de 

cos  a. 

—  Résoudre  l'équation  cos  2x  -\^  2  sin  x  =s  m. 

—  Résoudre  — ; r-  H ; rr-  =  n  +  i. 

Démontrer  que  les  racines  sont  toujours  réelles. 

—  Calculer  à  o,ooi  l'expression  V^  +  V3'+  V^f 

—  Expliquer  pourquoi  on  ne  trouve  qu'une  valeur  pour  la  tangente  de  la 
somme  des  deux  arcs  en  fonction  des  tangentes  de  ces  deux  arcs,  tandis 
qu*on  trouve  deux  valeurs  pour  le  cosinus  de  la  somme  en  fonction  des 
co*«inus  des  deux  arcs. 

—  On  donne  une  demi-circonférence  et  une  perpendiculaire  CD  au  dia- 
mètre âB,  extérieure  à  la  circonférence.  On  demande  de  trouver  sur  la 
courbe  un  point  M  qui  soit  également  distant  du  point  À  et  de  la  droite  CD. 

—  On  a  deux  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  premiers  entre  eux; 
démontrer  que  si  les  deux  fractions  sont  irréductibles,  leur  sonune  est 
irréductible. 

—  On  donne  un  triangle  ABC  ;  on  inscrit  un  carré  MNPO  dans  ce  triangle, 
en  appuyant  la  base  sur  BC  ;  puis  un  carré  dans  le  triangle  AMN,  et  ainsi 
de  suite.  Trouver  la  limite  de  la  somme  de  tous  ces  carrés. 

^  Reste  de  la  division  d'un  nombre  par  99. 

—  Calculer  à  0,01  l'expression 

—  On  donne  deux  parallèles  AD,  BG,  et  un  point  P  sur  leur  plus  courte 
distance  AB.  Mener  par  le  point  P  la  droite  PCD,  qui  rencontre  BC  en 
C  et  AD  en  D,  de  telle  manière  que  CD  soit  moyen  proportionnel  entre 
AD  et  BC. 

—  Combien  trouvera-ton  de  valeurs  pour  sin  4a  en  fonction  de  sin  a? 

—  On  donne  un  triangle  ABC.  Trouver  sur  AB  un  point  M  tel  que  si 
l'on  mène  la  transversale  MN  parallèle  à  BC,  puis  NP  parallèle  à  AB,  le 
parallélogramme  inscrit  BMNP  ait  une  surface  donnée. 

—  On  donne  une  demi-circonférence  AB;  on  mène  un  rayon  OM,  incliné 
de  60*  sur  OB,  qui  rencontre  en  T  la  tangente  BT.  On  demande  de  trouver 
la  surface  du  triangle  mixliligne  BMT. 

—  Dans  le  problème  précédent,  on  suppose  l'angle  on  0  égal  à  ce;  calculer 
le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  mixtiligne  BMT. 

—  Calculer  à  0,01  l'expression 


f 


3  +^f5' 


3  —  \/5"* 

—  Le  diamètre  apparent  du  soleil  est  de  Si*  Calculer  la  distance  de  la 
terre  au  soleil  en  prenant  pour  unité  le  rayon  du  soleil. 

A  A  A' 

—  Si  -^  est  irréductible,  la  somme  ---  +  -^r-  ne  peut  pas  être  un 

D  D  Dr 

Qombre  entier.  —  Examiner  ce  qui  arriverait  pour  la  somme  des  termes 
d'une  progression  géométrique  décroissant  indéfiniment,  dont  le  premier 

^L  EL 

terme  serait  -rr-,  et  la  raison  -—-. 

tS  D 
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^  —  On  donne  une  demi-circonférence  ÀB;  on  mène  une  corde  AC  faisant 
Tangle  x  avec  le  diamètre  ÀB,  et  le  rayon  OD  parallèle  à  AC.  Déterminer 
l'angle  a;  de  façon  que  le  trapèze  ACDO  ait  un  périmètre  maximum. 

--  L'angle  MAN  est  droit;  déterminer  la  sécante  MPN,  passant  par  un 
point  P  donné,  de  façon  que  la  surface  MAN  soit  donnée.  Même  question 
si  Tangle  A  a  une  valeur  donnée  a^  moindre  que  go*. 

—  Deux  nombres  différents  sont  terminés  par  6  ;  quelle  est  la  condition 
pour  que  leur  produit  soit  terminé  par  36. 

—  Résoudre  le  système:       a?  ■\-  y"^  =.  m^ 

{x"  —  a^)  (î/2  _  52)  =  flîftj 

—  Reste  de  la  division  par  9  de  43". 

—  Les  deux  progressions: 

1 :  1,01  :  (1,01)':  (i,oip 

o.  0,01.     0,02.       o,o3 

déflnissent  un  système  de  logarithmes.  Trouver  la  base  de  ce  système. 

—  On  donne  une  demi-circonférence  et  un  point  M  sur  le  diamètre  AB; 
AM  =  d;  on  mène  MF  perpendiculaire  à  AB;  mener  par  le  point  A  une 
sécante  telle  que  la  portion  comprise  entre  MF  et  la  circonférence  soit  égale 
&  /. 

—  Calculer  à  0,001  Texpression 


A/2_  +  yJjV 

\\/2     4-  V8  / 


V2     +  V8  / 

—  On  donne  un  angle  yox,  et  un  point  F  à  l'intérieur.  Mener  par  le 
point  F  deux  droites  rectangulaires  rencontrant  Oa;  en  M  et  Oy  en  N,  et 
telles  que  FM  =  FN.  On  prendra  l'angle  OFM  comme  inconnu. 

—  Dans  un  quadrilatère  inscrit  on  donne  les  quatre  côtés;  on  prolonge 
deux  côtés  opposés;  trouver  les  longueurs  des  lignes  ainsi  prolongées. 

—  Résoudre  Téquation 

x^  —  ^x  sinoi  +  3  cosot  =  0. 

—  Calculer  à  0,001  près  l'expression 

I 

^  v/r+  v/3~+  v/8 

—  un  connaît  «in  x  =  0,754.  Calculer  avec  toute  l'approximation  possible 
tg  a;.—  Si  l'on  avait  une  table  de  logarithmes,  comment  trouverait-on  une 
limite  de  l'erreur  commise  dans  le  calcul  de  l'angle. 

—  On  a  un  rectangle  ABCD.  Trouver  sur  le  côté  CD  un  point  M  tel  que 

CM»+DAP 

—  Eliminer  x  entre         sin  a?  +  cos  j:  =  m 

sin*  X  +  cos*  X  =  n 

—  Combien  de  valeurs  peut  avoir  cos —  en  fonction  de  sin  aï 

—  On  a  un  cercle  et  un  point  F  extérieur  au  cercle;  on  mène  FMN 
faisant  un  angle  a  avec  OP.  !•  Trouver  l'équation  qui  donne  FM  et  FN. 
2*  Si  on  abaisse  MQ  et  NQ'  perpendiculaires  surOF,  trouver  l'équation  qui 
donne  MQ  et  NQ'  ;  3»  Déterminer  l'angle  «  de  façon  que  MQ  +  NQ'  soit 
égal  è  une  quantité  K.  >-  Discuter. 


de  suite,  la  somme  de  toutes  ces  perpendiculaires  soit  égale  au  périmètre 
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—  Dans  ane  racine  carrée,  on  prend  pour  yalenr  a  H :  qneUe  est  la 

limite  de  Terreur  commise? 

—  Condition  pour  que  les  deux  équations 

x'  -\-  px  4<  9  =3  o 

a^  +  p'x  4-  qf  ^  o 
Aient  une  racine  commune. 

—  Dans  un  triangle  on  connaît  les  angles  ;  on  demande  d'éraluer  les 
angles  que  fait  la  médiane  avec  les  côtés  qui  la  comprennent. 

—  ÉUnt  données  deux  équations  du  second  degré,  trouver  les  relations 
qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  pour  que  les  quatre  racines  forment 
une  proportion. 

—  Minimum  de  tg^x  -{-  i6  cos^  x. 


£_ f 


CONCOURS  GENERAL  1879 


Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  hyperboloîde  à  une  nappe  et  un  point  dans  le  plan  du  cercle 
de  gorge.  Par  ce  point,  on  mène  une  droite  parallèle  à  une  génératrice  de 
la  surface.  Cette  droite  est^  Taxe  d'un  cylindre  de  révolution  qui  passe  par 
la  génératrice  de  l'hyperboloîde.  Trouver  l'équation  de  la  projection  sur  le 
plan  des  aoy  de  l'inlersection  des  deux  surfaces.  La  projection  a  un  point 
double  dont  on  demande  le  lieu  lorsque  la  droite  varie. 

Mathématiques  élémentcdres. 

i .  On  considère  un  quadrilatère  ABCD  dans  lequel  ÀB  b  BC  et  CD  =  DA. 
On  demande  de  prouver  que  ce  quadrilatère  est  circonscriptible  à  deux 
cercles.  On  déforme  ce  quadrilatère  de  manière  que  les  côtés  demeurent 
invariables  et  que  les  points  A  et  B  demeurent  fixes.  On  demande  le  lieu 
des  centres  des  cercles  inscrits  aux  différentes  positions  du  quadrilatère. 

2.  Etant  données  les  deux  équations  : 

a»  +  &y  +  c*  =  o 
abc 

+  —  4 =0, 

X  y  z 

en  déduire  les  rapports  — ,  — ,  —  par  des  formules  ne  contenant  pas 

X       y       i 

de  radicaux  au  dénominateur.  Chercher  dans  quel  cas  les  valeurs  de  ces 

rapports  sont  réelles. 

Rhétorique. 

—  SoitAB  une  portion  de  droite  de  longueur  donnée;  on  prend,  entre  A 
et  B,  sur  la  droite  AB,  un  point  C,  et  sur  AC  comme  diamètre,  on  décrit 
une  demi-circonférence;  par  le  point  B,  on  mène  une  tangente  à  cette 
demi-circonférence.  Soit  D  le  point  de  contact  et  soit  E  le  point  où  cette 
tangente  rencontre  la  perpendiculaire  menée  à  la  droite  AB  par  le  point  A. 
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Déterminer  le  point  G  de  telle  façon  que  si  l'on  fait  tourner  autour  de  la 
droite  AB,  la  surface  engendrée  par  l'arc  de  cercle  ÀD  et  la  surface  en- 
gendrée par  la  portion  de  droite  BE  soient  dans  un  rapport  donné  m.  In- 
diquer la  condition  de  possibilité;  appliquer  dans  le  cas  particulier  où  m 

est  égal  à »  et  dans  ce  cas,  trouver  le  rapport  des  surfaces  engendrées 

2 

par  les  deux  portions  BD  et  DE  de  la  droite  BE. 

—  Longitude  et  latitude  d'un  point  de  la  surface  de  la  terre.  Manière  de 
les  déterminer.  Forme  du  méridien  terrestre. 

Classe  de  troisième. 

—  On  donne  un  cercle  et  une  tangente  en  A.  On  mène  un  diamètre 
quelconque  BG  et  on  abaisse  les  perpendiculaires  BB'  et  GC  sur  la  tangente. 
Démontrer  que  le  rapport  de  Taire  du  triangle  ABG  à  Taire  du  trapèze 
BB'GC'  est  le  même  quel  que  soit  le  diamètre. 

—  Soit  I  le  point  de  concours  des  hauteurs  d'un  triangle  ABG  ;  on  prend 
les  points  A',  B',  G'  respectivement  symétriques  du  point  I  par  rapport  aux 
côtés  BG,  AG,  AB.  1*  Démontrer  que  les  triangles  ABG,  A'B'G'  sont  inscrip- 
tibles  dans  un  même  cercle;  2*  évaluer  les  angles  du  triangle  A'B'G'  en 
supposant  connus  ceux  du  triangle  ABC;  3<*  les  deux  triangles  se  coupent 
suivant  les  sommets  d'un  hexagone  ;  démontrer  que  les  lignes  qui  joignent 
les  sommets  opposés  de  cet  hexagone  se  coupent  en  un  même  point  (dans 
chaque  partie  de  la  dernière  question,  on  examinera  séparément  les  cas  où 
les  trois  angles  du  triangle  ABG  sont  aigus,  et  celui  où  l'un  des  angles  est 
obtus). 


ECOLE  POLYTECHNIQUE 


CONCOURS  D'ADMISSION  EN  1879. 

Mathématiques. 

—  Oa  donne  une  conique  rapportée  à  ses  axes 

a  0 

et  un  point  M  sur  cette  conique.  Par  les  extrémités  d'un  diamètre  que  - 
conque  de  la  conique  et  le  point  M  on  fait  passer  un  cercle;  prouver  que 
le  lieu  décrit  par  le  centre  de  ce  cercle  est  une  conique  K  passant  par  Tori- 
gine  0  des  axes.  Si  autour  du  point  0,  on  fait  tourner  deux  droites  rec- 
tangulaires, elles  rencontrent  la  conique  K  en  deux  points  ;  prouver  que  le 
lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  menées  en  ces  points  est  la 
dfoite  perpendiculaire  au  segment  OM,  et  passant  au  milieu  de  ce  segment. 
Par  le  point  0,  on  peut  mener,  indépendamment  de  la  normale  ayant  son 
pied  en  0,  trois  autres  droites  normales  à  la  conique  K.  1*"  Dans  le  cas 
particulier  où  la  conique  donnée  est  une  hyperbole  équilatère,  et  où  a  =  i, 
à  =  —  i,  montrer  qu'une  seule  de  ces  normales  est  réelle;  2*  trouver 
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l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les  pieds  des  trois 
normales. 

Nota.  —  Le  pied  de  la  normale  est  le  point  de  la  courbe  d'où  part  la 
normale. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  cube  dont  Tarôte  a  i2  centimètres,  et  qui  a  sa  base  dans  le 
plan  horizontal.  Le  point  À  est  sur  la  ligne  de  terre,  et  ÂB  fait  un  angle 
de  30*  avec  la  ligne  de  terre.  On  mène  la  verticale  du  centre  du  cube. 
C'est  l'aie  d'un  hyperboloide  de  révolution  ayant  pour  génératrice  la  dia- 
gonale BK  d'une  face  latérale.  Le  sommet  E,  qui  se  projette  horizontale- 
ment en  A,  est  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  passe  par 
le  milieu  de  l'arête  verticale  KG.  Le  milieu  de  l'aréle  horizontale  KH  (qui 
se  projette  suivant  BC),  est  un  point  de  la  surraoe.  On  demande:  1*  de 
trouver  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces;  2*  de  représenter 
rhjrperboloide  supposé  plein,  en  enlevant  la  partie  située  à  l'intérieur  du 
cône. 


ECOLE  CENTRALE 


CONCOURS  DE  1879.  —  PREMIÈRE  SESSION. 

Géométrie  analyticfue. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires,  Oo;  et  Oy,  et  un  point  A  sur  Oo?,  un 
point  B  sur  Oy. 

1*  Former  l'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  tangents  à  l'axe 
Ox  au  point  B,  et  passant  par  le  point  A. 

2*  Lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  à  ces  hyperboles  au  point 
A,  avec  les  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  le  point  0. 

3<*  Ce  lieu  est  une  parabole  ;  trouver  l'équation  de  l'axe  et  de  la  tangente 
au  sommet;  construire  géométriquement  le  paramètre  de  cette  parabole. 

4*  Trouver  le  lieu  du  sommet  de  cette  parabole  lorsque  le  point  A  se 
déplace  sur  l'axe  Ox, 

Calcul  trigonométriq^e. 

Dans  un  triangle,  on  donne  les  trois  côtés 

a  =  3457*205 
b  =  5819-798 
c  =  7oo5"oo2 
trouver  les  trois  côtés  et  la  surface  de  ce  triangle. 

Physique  et  chimie. 

1.  —  Un  tube  barométrique  terminé  par  un  renflement  cylindrique  de 
Ojo5  de  hauteur  plonge  dans  une  cuve  à  mercure.  Il  renferme  de  l'air 
raréfié  qui  occupe  exactement  le  volume  du  renflement  lorsque  la  difl'érence 
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de  nireau  entre  les  deux  surfiices  de  mercure  est  de  0,12  et  lorsque  la 
pression  atmosphérique  est  de  0,75.  On  soulève  verticalement  ce  tube  jus- 
qu'à ce  que  la  section  inférieure  du  renflement  soit  à  0,43  au-dessus  du 
niveau  supposé  constant  du  mercure  dans  la  cuve.  Quelle  est  alors  la  diffé- 
rence de  niveau  des  deux  surfaces  dans  le  tube  et  dans  la  cuve?  Le  rapport 
des  rayons  des  deux  parties  du  tube  est  de  i  à  2. 

3.  —  Préparation  et  propriétés  chimiques  de  l'acide  sulfhydrique.  Cal- 
culer la  densité  théorique  de  la  vapeur  de  soufre,  connaissant  la  composi- 
tion de  l'acide  sulthydrique. 
Densité  de  l'hydrogène  d  =  0,0692 

Densité  de  Tacide  sulfhydrique      d'  =  1,1912 

Géométrie  descriptive. 

Hyperboloïde  de  révolution  entaillé  par  un  cône. 

L'axe  (2,  z')de  l'hyperboloïde  est  vertical,  à  100  millimètres  du  plan 
vertical,  et  au  milieu  de  la  feuille.  Le  cercle  de  gorge  (c,  c')  dont  la  cote 
vaut  o",o8o  à  o",o3o  de  rayon,  et  les  génératrices  reclilignes  de  la  surface 
font  avec  l'horizon  un  angle  de  45*. 

Le  cône,  dont  le  sommet  (Sy  s')  se  trouve  dans  le  plan  de  proûl  conduit 
par  l'axe  (z^  z')^  à  o,o5o  en  avant  de  cet  axe,  et  à  0,040  au-dessus  du 
cercle  de  gorge,  a  pour  trace  horizontale  le  cube  co  décrit  du  point  z 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  0,070.  On  demande  de  représenter 
l'hyperboloïde,  supposé  plein,  et  limité  d'une  part  au  plan  horizontal  P', 
à  la  cote  0,1 90,  et  de  l'autre  au  plan  horizontal  de  projection,  en  supprimant 
la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  cône.  On  indiquera,  à  l'encre  rouge, 
les  constructions  employées  pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'in- 
tersection des  surfaces  données  et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  0,228 
du  petit  côté  supérieur. 


ECOLE  FORESTIERE 


CONCOURS  DE  1879. 

Composition  mathématique. 

On  circonscrit  à  une  sphère  donnée  un  tronc  de  pyramide  régulière  dont 
les  bases  sont  des  octogones  réguliers.  Déterminer  le  volume  de  ce  tronc 
en  fonction  du  rayon  de  la  sphère  et  de  l'inclinaison  de  ses  faces  latérales 
sur  la  grande  base  et  le  minimum  de  ce  volume  quand  on  fait  varier  l'in- 
clinaison. 

En  supposant  que  le  carré  du  rayon  de  la  sphère  soit  égal  à  3  centiares, 
et  que  cette  inclinaison  soit  de  75%  on  déterminera  ce  volume  à  1  millième 
près  :  1*  sans  le  «secours  des  logarithmes  avec  le  plus  petit  nombre  de  dé- 
cimales possible  ;  2"  avec  le  secours  des  tables  de  logarithmes. 
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CSomposition  en  trigonométrie. 

Dans  un  triangle  ABC,  le  côté  AB  a  une  longueur  de  169  toises,  et  la 
bissectrice  de  l'angle  A,  prolongée  jusqu'au  côté  BC,  a  une  longueur  de 
137   toises  :   l'angle  B,    augmenté  de   la  moitié  de  l'angle  A,  forme  les 

^T-*  d'un  angle  droit. 

9i53 

Calculer   les  angles  de  ce  triangle  à  un  centième  de  seconde  près,  ses 

côtés  à  un  dixième  de  millimètre,  et  sa  surface  À  un  centiare  près. 


ECOLE   SPECIALE   MILITAIRE 


CONCOURS  DE  1879.  —  COMPOSITION  SUPPLÉMENTAIRE 

Composition  mathématique. 

1.  —  Calculer  la  valeur  de  x  donnée  par  la  formule, 

ica*  Sin'  ^  Cos  ^ 

3 
dans  laquelle  on  fait  a  =  442",  ByS 

t^-=i  i-j*  28'  47" 
«  est  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

2.  —  Calculer  les  trois  côté?  d'un  triangle  rectangle  connaissant  le  pro- 
duit des  trois  côtés  et  la  hauteur  abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  sur 
l'hypoténuse. 

3.  —  Dans  le  demi-cercle  ACDB  dont  AB  est  le  diamètre,  la  corde  CD  est 
parallèle  à  AB.  On  donne  les  longueurs  des  cordes  AC,  CD,  BD,  et  l'on 
demande  de  calculer  le  rayon  du  cercle.  —  Interpréter  la  solution  néga- 
tive, si  Ton  en  trouve. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


QUESTION  130. 
•olatloB  par  M.  Hoc,  élève  du  Collège  de  Longwy. 

Soient  menées  dans  un  tnangle  ABC  par  les  sommets  et  le 
centre  de  gravité  S,  les  droites  AS,  BS,  GS  rencontrant  les  côtés 
opposés  eh  a,  b,  c.  Formons  avec  Aa,  Bb,  Ce,  comme  côtés,  un 
triangle  MNP.  Les  l'ayons  R,  r,  v,  r',  r'  des  cercles  circonscrits 
respectivement  aux  triangles  ABC,  MNP,  BGS,  CAS,  ABS, 
satisfont  à  la  relation  4R'r  =  Sr'r'^r'''. 
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Désignons  par  m,   w',  m''  les  médianes  Aa,  B6,    Ce  du 

triangle  ABC.  Dans  tout  triangle 
le  rayon  R  du  cercle  circons- 
crit  est  donné  par  la  formule 

R  z=  — — -.  Si  Ton  applique 
cette  formule  aux  triangles  de 


renoncé ,    on    a    R    = 


abc 


m  m   m 


ff 


r  = 


4S' 


4S' 
Pour   avoir 


S'  remarquons  que ,  si  Ton  prolonge  Sa  d'une  longueur 
égale  al,  et  que  Ton  joigne  CI,  le  triangle  CIS  ayant  pour 
côtés  les  deux  tiers  des  médianes  est  semblable  au  triangle 

MNP  et  leur  rapport  de  similitude  est  -r— .  Donc  surf.  MNP 

3 


9 

4 
I 

3 


=  -^    surf.   ICS.  Et    comme   surf.    ICS    =    surf.    BSC 


=  -r—  surf.  ABC,  on  a  finalement 


r  = 


'   ff 
fnrnm 


Dès  lors 


4Rr«  = 


3S 
abc  .  m*  .  m*fn"* 


On  trouverait  de  même 


amV         „         ^ „ 


9S» 
bmm" 


cmm 


Donc 


3S     ' 


3S     ' 
abcm}  .  m*  .  m"* 

9S^ 


3S 
=  4Rr«. 


Nota,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Longuevilie,  à  Gharleville, 
et  par  M.  Deslais,  du  Mans. 


QUESTION  137. 

fKolntlon  par  M.  Zdloaga,  de  Liège. 

On  inscrit  un  triangle  ABC  dans  un  cercle  ;  la  tangente  en  A 
rencontre  BG  en  Q.  Par  le  point  Q,  on  mène  une  perpendiculaire 
à  la  bissectrice  de  Vangle  A,  perpendiculaire  qui  coupe  le  cercU 
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en  des  points  X  et  Y  ;  démontrer  que  la  distance  de  Vun  de  ces 
points  au  point  A  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances 
dn  même  point  aux  points  B  et  G. 

Soit  AM  la  bissectrice  de  Tangle  Â,  et  QX  la  perpendi- 
culaire menée  du  point  Q 
à  cette  bissectrice.  Je  dis 
en  premier  lieu  que  QX 
est  la  bissectrice  de  l'an- 
gle AQG.  En  effet,  si  je 
joins  le  centre  0  de  la 
circonférence,  aux  points 
A  et  M  (M  étant,  comme 
on  sait,  le  point  milieu 
de  l'arc  BG),  j'ai  :  OAM 
=:AMO.  MaisOAM=AQX, 
comme  ayant  les  côtés 
perpendiculaires  ;  de 
même  AMO  =  XQG,  donc 
AQX  =  XQG.  Du  point 
X,  je  mène  XP ,  hauteur 
du  triangle  BXG;  si  j'appelle  D  le  diamètre  du  cercle,  j'aurai 
BX  .  XG  =  D  .  XP.  De  môme  si  du  point  X  je  mène  XH 
perpendiculaire  au  diamètre  AN,  j'aurai 

AX*  =  AN  .  AH,  ou  bien  ÂX*  =  D .  AH. 
Je  prolonge  AQ,  et  par  le  point  X,  je  mène  XR  perpendicu- 
laire à  QA  ;  j'ai  RX  =  AH  comme  parallèles  comprises  entre 
parallèles,  or  RX  =  XP,  car  le  point  X  appartient  à  la 
droite  QX  bissectrice  de  l'angle  RQG;  o&  conclut  donc  de 
là  que  ET  =  BX  .  XG. 

Remarque,  —  Généralisation  de  la  question  137. 
Si  on  inscrit  un  quadrilatère  ABGD  dans  un  cercle,  et 
qu'on  mène  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  prolon- 
gements des  côtés  opposés  AB,  DG,  laquelle  bissectrice  coupe 
la  circonférence  en  des  points  X  et  Y,  on  aura  : 

AX  .  XB  =  XG  .  XD. 
En  effet,  si  je  mène  la  hauteur  XN  du  triangle  GXD,  et 
que  j'appelle  D  le  diamètre  du  cercle,  on  aura 

XG  .  XD  =  D  .  XN. 
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De  même,  menons  la  hauteur  XM  du  triangle  BXA,  nous 
aurons  AX  .  XB  =  D  .  XM. 

Or  le  point  X  étant  sur  la  bissectrice,  on  a  XN  =  XM, 
donc  XC  .  XD  =  AX  .  XB. 

Nota.  —  Ont  rêsola  la  même  question:  MM.  Hoc,  de  Longvrj;  Damotel^ 
élève  du  Lycée  Saint-Louis  ;  Deslais,  au  Mans. 


QUESTION  138. 

Solntlo     par  M.  Hoc,  élève  du  Collège  de  Longwy. 

Si  1,  m,  n  5071/  les  médianes  d'un  triangle ,  démontrer  que 

sa  surface  a  pour  expression 

2abc                ABC  ,.v 

cos  —  cos  cos  —  (1) 


a  +  h  -}-  c 
ou     -i-y/    2l*m»  +   2l»n«  +   2ni»n«  —  1*  —  m*  —  n*    (2) 

Démontrons  d'abord  la  formule  (1) 
On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

2  abc  [sin  A  -|-  sin  B  -f-  sin  C] 

4(w  +  <>  +  c) 

Or  de  régalité— : — —  =  —, — =7-  =  — : — rr  =  aRf  on  tire 

sm  A  sm  B  sin  C 

2R  =  a+b  +  e 


sin  A  +  sin  B  +  sin  G 

Portant  cetle  valeur  dans  (1)  on  trouve  — 5-,  c'est-à-dire  la 

4B. 

surface  du  triangle. 

Quant  à  la  démonstration  de  la  formule  (2),  on  y  arrive 
facilement  en  remarquant  que  la  quantité  sous  le  radical  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

(l  -^  m  +  n)  (l  ■+  m  —  n)  {m  -\-  n  —  l)  {n  -}-  l  —  m). 

L'expression  (2)  représente  donc  les  «4-  de  la  surface  du 

triangle  qui  aurait  pour  côtés  les  longueurs  /,  m,  n.  Cons- 
truisons ce  triangle  (PQR),  ainsi  que  celui  dont  les  médianes 
sont  /,  w,  n  (ABC).  Dans  lo  triangle  ABC,  prolongeons  d'un 
tiers  la  médiane  AL  =  {  et  joignons  C  au  point  G  ainsi  obte- 
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nu.  Le  triangle  GOG  (0  étant  le  point  de  concours  des  mé- 
dianes) a  pour  côtés  les-^  des  médianes;  il  est  donc  sem- 

3 

blable  à  PQR  et  sa  surface  est  égale  aux  «^  de  celle  de  ce 
dernier.  Or  elle  est  aussi  équivalente  à  surface  BOG,  c'est- 
à-dire  à  — r-  ABG.  par  suite 
3 

surf.  ABG  =  4-  PQR 

3 

=  —y/  2  i»m«  +  2  Pn»  4-  2  m^n*  —  /*  —  w*  —  n* 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Schmitz,  de  la  Rochelle  ; 
Fairre  et  Gindre,  de  Lonsle-Saanier  ;  Gélinet,  d'Orléans  ;  du  Motet,  élève 
du  lycée  Saint-Louis;  Elle,  collège  Stanislas;  Moles,  d*Angouléme;  Ver- 
mand,  à  Saint-Quentin  ;  Hugot,  de  Lyon. 


QUESTION  148. 

Solnlloii,  par  M.  Lannbs,  élève  du  Lycée  de  Tarb«s. 

On  donne  un  point  sur  chacun  des  côtés  d'un  angle;  construire 
deux  circonférences  égales  tangentes  entre  elles  et  touchant 
chacune  un  des  côtés  de  Vangle  au  point  donné. 

Supposons   le  problème  résolu  :  soient  0  et  0'  les  deux 

cercles  tangents  en  B  et 
G  aux  deux  côtés  de  l'an- 
gle A,  et  D  leur  point  de 
contact  :  tirons  GD,  BD 
que  nous  prolongeons  jus- 
qu'à sa  rencontre  en  E 
avec  la  circonférence  0', 
BG,  BO,  GE  et  EO'. 

Les  deux  triangles  BOD, 
DO'E  sont  égaux  :  il  s'en- 
suit que  EO'  est  perpen- 
diculaire à  AB;  l'angle 
CO'E  est  donc  égal  à  l'angle  A  comme  ayant  ses  côtés 
respectivement  perpendiculaires  à  A  B  et  à  AG,  et  l'angle 
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BDG,  supplémentaire  de  l'angle  CDE  qui  est  la  moitié  de 
CO'E,  a  pour  supplément  la  moitié  de  Tangle  A  :  on  connaît 
ainsi  un  premier  lieu  du  point  D. 
Menons  DH  parallèle  à   CE  :  l'angle  EGE  étant   égal  à 

,  DH  est  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  Â,  et  de 

BH  BD 

plus,  comme  on  a,-^j^  =  -^^  =  i, 

le  point  H  est  le  milieu  de  BG. 

On  a  ainsi  un  second  lieu  du  point  D. 

On  peut  donc  construire  le  point  D  :  ce  point  connu,  la 
construction  s'achève  facilement. 

Nota.  Ont  résola  la  môme  question:  MM.  Deslais,  an  Mans;  Trehoret, 
au  Havre;  Renaud,  à  Bordeaux;  Dnpuy,  à  Grenoble;  Faivre  et  Gindre,  à 
Lons-le*Saulnier  ;  Yazou,  au  collège  RolUn;  Faissey,  Baudot,  à  Dijon. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


181.  —  Étant  données  une  circonférence  o  et  deux  droites 
concourantes  cet/,  x'y'  dont  le  point  de  concours  n'est  pas 
dans  les  limites  du  dessin,  mener  à  la  circonférence  une 
tangente  passant  par  le  point  de  rencontre  de  xy  et  de  x'y'. 

182.  —  Soit  donné  un  cercle  o,  de  rayon  r,  inscrit  dans 
un  angle  ;  on  mène  les  deux  cercles  o  et  o'  tangents  aux  côtés 
de  l'angle  et  au  cercle  o,  puis  les  cercles  o,  oj'  tangents  à 
l'un  des  côtés  et  en  même  temps  tangents  respectivement  à 
0,  o'  et  à  0,  o'.  Démontrer  que,  oc  et  j/  étant  les  rayons  des 
cercles  o>  et  co',  on  a  la  relation 

183.  —  Prouver  que  (a  —  b)  Va6  est  divisihle  par  24  si 
ab  est  un  carré  parfait  et  que  a  et  6  soient  de  même  parité. 

(Betmheim,) 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 

raPHIMBlIB  CBNTKiLB  DES  CRBHIR8  DB  FBB.   —  A.   CHAIX  BT  d*, 
RUB  BBR6ÈRB,  M,  A  PARIS.  —  15056-9. 
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THÉORIE  DES  CENTRES 

DBS  MOYENNES    HARMONIQUES 
Par  M.  KflDiilcr. 

[Suite.  Voir  page  257.) 


7.  Théorème.  —  Le  centre  q  des  moyennes  harmoniques 
d'un  groupe  de  n  points  a»  b,  c. , .  par  rapport  à  un  point  ou 
pôle  p  est  un  point  unique  et  déterminé  ;  mais  si  q  est  considéré 
comme  un  centre  de  moyennes  harmoniques  des  mêmes  points 
a,  b,  c...  par  rapport  à  un  pôle  inconnu,  il  correspond  à 
n  —  I  pôles  différents. 

Désignons  par  a,  b^  c  .  .  .  les  distances  qa,  qb^  gc  .  .  • 
rapportées  au  point  q  pris  pour  origine,  et  posons  qp  =x  ; 
on  aura  pa  =zqa  —  qp  =  a  —  x^  pb  =  b  —  x,  etc.  L'équa- 
tion (6)  devient 

+  T —  +  — —  +  .    .   .  =  G. 


a  —  X  6— -a?  c  —  a: 

En  cbassant  les  dénominateurs,  on  obtient  éyidcm- 
ment  une  équation  de  degré  n  —  i  pour  déterminer  x,  ce 
qai  démontre  le  théorème  (nous  supposons  connue  cetle 
propriété  qu'une  équation  de  degré  n  —  i  admet  n  —  i 
racines). 

En  particulier,   s'il  y  a    trois   points   a,   b,  c    on  aura 

x\a  +  6  +  <^)  —  2x{bc  -f-  ca  +  ^^)  +  ^^fx^  =  o. 

Si  Ton  suppose  a  +  6  +  c  =  o,  le  point  origine  q  est 
le  centre  des  moyennes  distances  des  points  a,  b,  c,  une 
des  valeurs  de  x  devient  infinie,  ce  qui  devait  être,  puisque 
le  centre  des  moyennes  distances  n'est  autre  chose  que  le 
centre  des  moyennes  harmoniques  par  rapport  au  point  à 
l'infini.  Mais  il  y  a  un  point  à  distance  finie 

3abc  3ab{a  -f-  b) 

bc  -{-  ca  -{-  ab  3(a*  +  6"  +  ab) 

_    3afe(a«  —  6«) 

~      2(a»  —  6») 
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par  rapport  auquel  Torigine  est  centre  des  moyennes  har- 
moniques. 

Centre  des  moyennes  harmoniques  déduit  du  centre  des  distances 

proportionnelles. 

8.  Supposons  que  les  n  points  en  ligne  droite,  A,  B,  G  ... 

considérés  dans  ce  qui  précède,  soient  affectés  de  coefficients 

numériques  a,  p,  y  ...  ;  on  sait  que  le  centre  des  distances 

proportionnelles  est  un  point  Q  qui  satisfait  à  la  relation 

_^        a.OA  4-  B.OB  +  ...       /^   /,     *  .  .  V- 

OQ  = ^    • ;  0  étant  une  origine  arbi- 

traire.  On  retrouve  le  centre  des  moyennes  distances,  lors- 
qu'on suppose  les  coefficients  égaux  entre  eux.  Si  Ton  cons- 
truit le  faisceau  S  (P,  A,  B,  ...  Q),  et  si  on  le  coupe  par 
une   transversale  pab  ...  9,  on  aura 

»  +  P  +  T  +  •••     _  J^ I P_    ,    JL  -k  ... 


pq  pa  pb  pc 

Cette  relation  se  démontre  absolument  comme  la  relation 


pq  pa      ^     pb  pc 

à  laquelle  elle  se  ramène  par  l'hypothèse  a  =  p  =  y 
=  . . . ,  et  le  point  q  pourra  être  appelé  encore  centre  des 
moyennes  harmoniques  de  a^  by  c,  ...  par  rapport  au  pôle 
p.  La  droite  Sq  sera  l'axe  des  moyennes  harmoniques  de  Sp 
par  rapport  aux  droites  Sa,  S6,  Se,  . . .,  affectées  respective- 
ment des  coefficients  a,  p,  y,  ... 

Il  est  aisé  de  voir  comment  on  pourra  construire  l'axe 
relatif  à  Sp  par  rapport  aux  droites  Sa  et  S6  dont  les  coeffi- 
cients sont  a,  p.  On  mènera  AB  parallèle  à  Sp  et  on  partagera 
cette   droite   en   deux  segments  AQ,  QB,  tels  que  l'on  ait 

AQ  S 

'  ^j^    =  —  ;  il  est  évident  que  SQ  sera  l'axe  cherché. 

Cette  remarque  va  nous  permettre  de  démontrer  sans  diffi- 
culté le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Étant  donné  un  système  de  n  droites  qu£l- 
co)iques  dans  un  plan  et  un  pôle  P,  si  Von  mène  une  transversale 
quelconque  par  le  pôle  et  qu'on  cherche  le  centre  des  moyennes 
harmoniques  de  P  par  rapport  aux  points  ou  elle  coupe  les  n 
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droites  (supposées  i.ffectées  du  même  coefficient  ou  de  coefficients 
différents)  y  le  lieu  des  centres  sur  toutes  les  transversales  est 
une  droite,  polaire  rectiligne  du  point  P. 

Soient  AB,  BG,  CD,  BA  quatre  droites  ;  je  prends  la  polaire 
du  point  P  par  rapport  aux  deux  premières,  en  menant  a^ 
parallèle  à  PB  et  joignant  le  point  B  au  milieu  9,  de  a^. 
Bq  coupe  la  troisième  droite  CD  en  £.  Je  prends  l'axe  des 
moyennes  harmoniques  de  P£  par   rapport  à  £G,  £B  en 


regardant  ces  deux  droites  comme  affectées  des  coefficients 

I  et  2  ;  pour  cela  je  mène  y^  parallèle  à  P£  et  je  partage  le 

8(7  2 

segment  yS  au  point  g,  de  telle  sorte  qu'on  ait    ^'  ■  =  — . 

II  est  clair  que  Eq^   sera  la  polaire  rectiligne  de  AB,  BG, 

CD  ;  en  effet,  si  je  mène  une  transversale  arbitraire  Pofrc  . . . 

2  I 

qui  rencontre  Bq^,  Eg,  aux  points  e,  /,  j'aurai  -^  ^  -^ — 

,    _î L-  -^  -L  -J-  -_L._L_L- J-  JL 

■^    P6  '     P/"    ""    Pc    "^    pc  Pa    ^    P6    ^    Pc  ' 

La  droite  Eq,  coupe  DA  en  F  ;  je  cherche  Taxe  des  moyennes 
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harmoniques  de  Fg^  et  de  AD  en  affectant  ces  lignes  des 
coefficients  3  et  i  ;  pour  cela  il  suffit  de  mener  eÇ  parallèle 

CQ 
à  PF  et  de  partager  eÇ  au  point  Q  de  telle  sorte   que  -jr— 

3 
=  — .  FQ  sera  la  polaire  rectiligne  des  quatre  droites, 

d'aprës  la  définition  indiquée  dans  l'énoncé  du  théorème. 
On  a  effectivement  sur  la  transversale  Pa6c... 

PQ'    ""    P/-    "^    Pd  Pa    "^    Pfr    "'■    Pc    "^    Prf  * 

Les    mêmes    constructions    et    le    même    raisonnemen 

s'appliqucut  de  proche  en  proche  à  un  nombre  quelconque 

de  droites. 

9.  Ce  qui  précède  permet  d'énoncer  le  théorème  suivant 
dû  .à  M.  Cayley  ;  Étant  données  n  droites  et  un  pôle  P,  te 
point  où  tune  de  ces  droites  coupe  la  polaire  rectiligne  de  P  par 
par  rapport  aux  (n  —  i)  autres^  appartient  à  la  polaire  recti- 
ligne de  P  par  rapport  aux  n  droites. 

En  supposant  n  =  3,  on  voit  que  les  polaires  d'un  point 
par  rapport  aux  côtés  d'un  triangle  pris  deux  à  deux,  coupent 
ces  côtés  en  trois  points  qui  sont  en  ligne  droite  et  appar- 
tiennent à  la  polaire  rec- 
tiligne du  point  par  rapport 
aux  trois  côtés. 

Réciproquement  :  Si  les 
trois  c4tés  bc,  ca,  ab  cfun 
triangle  sont  coupés  par  une 
transversale  respectivement 
aux  points  a',  b',  c',  et  si 
a|,  b|,  Cl  sont  les  conjugués 
harmoniques  de  a',  b',  c'  par 
rapport  aux  couples  (b,  c)» 
(C;  a)«  (a,  b),  les  droites  aa„ 
bb|,  CC|  se  coupent  en  un 
même  point  P,  pôle  de  la 
transversale  (*). 


i*)  Il  Tau t  bien  remirquer  qae  ce  procédé  de  construction  du  pôle  d'one 
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10.  Le  théorème  général  sur  la  polaire  rectiligne  d'un 
point  devient  presque  intuitif,  en  invoquant  le  principe 
suivant  qui  résulte  des  premières  notions  de  géométrie 
analytique: 

Pour  reconnaître  le  degré  d'un  lieu  géométrique,  il  suffit 
de  chercher  le  nombre  des  points  de  ce  lieu  situés  sur  une 
droite  arbitraire;  lorsqu'il  y  a  un  seul  point,  le  lieu  est 
une  droite.  —  C'est  ce  qui  arrive  dans  la  recherche  de  la 
polaire  d'un  point  par  rapport  à  n  droites  ou  par  rapport 
à  une  courbe  du  degré  n.  Sur  chaque  transversale  issue 
du  pôle  on  ne  trouve  évidemment  qu'un  centre  des  moyennes 
harmoniques. 

L'application  du  principe  que  je  viens  de  rappeler  n'est 
pas  toujours  aussi  facile;  elle  exige  parfois  beaucoup  d'atten- 
tion. Yoici  un  exemple  très-simple:  on  demande  le  degré 
du  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  conique  passant  par 
un  point  P.  Au  premier  abord  il  semble  qu'il  n'y  a  qu'un 
point  sur  chaque  corde;  mais  le  point  P  lui-même  fai 
partie  du  lieu,  car  il  est  le  milieu  d'une  corde  parallèle  au 
diamètre  conjugué  de  OP  (0  étant  le  centre  de  la  conique). 
Le  lieu  cherché  étant  coupé  par  une  droite  en  deux  points 

est  du  second  degré. 

(A  suivre.) 


ilroiie  donnée  par  rapport  à  un  triangle  n'est  pas  susceptible  de  générali- 
sation. S'il  s'agit  d'un  quadrilatère,  il  faut,  pour  obtenir  le  pôle  d'une  trans- 
versale chercher  Tintersection  de  deux  courbes  du  troisième  degré  qui 
passent  déjà  par  les  six  points  de  concours  des  côtés  deux  à  deux  ;  on  trouve 
ainsi  trob  points.  Nous  ferons  Toir  dans  un  autre  article  que,  pour  le  cas 
du  triangle,  on  peut  résoudre  le  problème  en  cherchant  l'intersection  de 
deux  coniques  passant  par  les  trots  sommets  et  qui  se  coupent  encore  en 
an  quatrième  point,  le  pôle  cherché.  —  En  général,  les  pôles  d'une  droite 
par  rapport  à  un  lieu  du  degré  n  sont  au  nombre  de  (n  ->  i)'  —  d,  en 
désignant  par  d  le  nombre  des  points  doubles.  Si  le  lieu  se  compose  de  n 

n(n—  i)                   (n  —  i)  (n  —  a)       ., 
droites,  on  a  8  =»  — 1 i-  et  on  a  -^ '-^ ^  pôles. 

2  2 
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NOTE  D'ALGÈBRE 

SUR  LES   PROGRESSIONS  ARITHMETIQUES 


La  propriété  fondamentale  qui  sert  de  définition  à  la  pro- 
gression arithmétique  va  nous  permettre  de  calculer  très- 
facilement  certaines  expressions  dans  lesquelles  entrent  des 
termes  en  progression  arithmétique.  Nous  désignerons  la 
progression  par  les  termes 

•i-  a      b  .  c  ,  d  .   m   .   .  h  ,  k  .  L 

in  I  I  r 

1.  On  a =  — r-, 

a  b  ab 

I  I  r 


b  c    '^    bc  ' 


I  I  r 


k  l    ~    kl   ' 

Ajoutant  membre  à  membre,  il  Tient  après  réduction 

J L  =  rE  -i- 

a  l  ab  * 

en  désignant  par  S  la  somme  des  inverses  des  pro- 

duits obtenus  en  prenant   deux  termes  consécutifs  de  la 
progression. 
En  particulier  on  aura 

1.2  2.3        '       3.4       '       4.5        ' 

j  l  _  j I_ 

(n  —  i)n  n  ' 

De  même  on  aura 

I  I  c  —  a  2r 


ab  bc  abc  abc 

Donc  en  opérant  comme  précédemment 


ab  kl  abc 
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On  aura  de  même 

I 


abc 


=  3rS 


hkl  abcd 

et  ainsi  de  suite. 
Lorsque  le  nombre  des  termes  que  Ton  considère  augmente 

indéfinimenl  on  a  une  série  ;  les  termes  -7-,  -n->    ,,,   .  •  . 

/      kl       hkl 

tendent  vers  zéro.  On  a  donc  immédiatement  la  somme  des 

termes  de  certaines  séries. 

En  particulier  pour  n  infini,  on  a 

I        .        I        .        I        .  I 


+ 


+ 


+  •  —  + 


1.2  2.3  '  3.4  '•■•  n(n  +  i) 
M.  Bœhr,  professeur  à  TÉcole  polytechnique  de  Delft,  a 
donné  au  Congrès  de  TÂssociation  française,  au  Havre,  en 
1877,  une  représentation  géométrique  de  l'inverse  de  n  nom- 
bres entiers  consécutifs,  et  de  Tinverse  des  produits  de  deux 
nombres  entiers  consécutifs. 

Considérons  un  rectangle  ÂBCD;'se«  diagonales  se  cou- 
pent en  0.  Menons  OE  parallèle  à  AB;  la  ligne  CE  coupe 


en  F  la  diagonale  BD;    menons   FH  parallèle  à  AB;  la 
ligne  HG  coupe  BD  en  E:  menons  EL,  et  ainsi  de  suite. 

On  a  d'abord  DE  = . 

2 

Puis  les  triangles  BFC,  EFD  donnent 

DF  DE  I 


donc 


BF 
DH 
DA 


BC 
DF 
BC 


2 
I 

y 


En  général,  si  l'on  a 


DH  I 


on  en  déduit 


DA  n  ' 


DK    __  j_  DK  DL 


BK  n  '         DB  DA  n  +  i 

On  a  aussi 

EH  ED  DH  î  I 


AD  AD  AD  2  3  2.3 

HL  HD  LD  I  I  I 


AD    ~    AD    ~    AD    ""    3  4  3.4  ' 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  doue  bien  que  la  somme  des  termes 

tels  que  — - — ; — r-  a  pour  limite  l'unité,  puisque  la  somme 
^        n  (n-j-  i)  r      ^ 

des  termes  AE  -f-  EH  -f  HL  +  •  •  •  est  égale  à  AD. 

2.  11  existe  des  formules  analogues  pour  la  somme  des 
produits  consécutifs  des  termes  d'une  progression  arithmé- 
tique. 

Représentons  par  ao  le  terme  qui  précéderait,  dans  une 
progression  indéfiniment  prolongée  de  part  et  d'autre,  le 
terme  a  et  par  k  celui  qui  suivrait  /.  On  trouve  facilement 

ab  —  OoQ  =  2ra, 

'  bc  —  ab   =  2r6, 

cd  —  bc    =  2rc, 


llo  —  kl    =^  2rL 
Ajoutons,  nous  aurons 

I/o  —  aao  =  2rS. 
On  aurait  de  même 

kilo  =  aoab  =  SrJUib 
hkllo  =  Oo  (ibc  =  4rJlabc 
et  ainsi  de  suite. 
En  particulier,  on  a  les  formules 
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n  (n  -\-  i)  (n  +  2) 

~"  3 

i.2.3  +  2.3.44-3.4.5-|-«   .   . 

+  n(n+i)(n  +  ^)=    ^>  ^^  +  D  (n+ 2)  (n+ 3) 


•  4 

En  général  : 

Pour  avoir  la  somme  des  produits  obtenus  en  prenant  p  nomWes 
entiers  consécutifs  à  partir  de  i,  on  multiplie  le  dernier  produit 
par  le  nombre  qui  suit  le  dernier  facteur  et  on  divise  par  p  +  *  • 

Ces  formules  ont  été  données  sous  une  forme  un  peu  diffé- 
renle  par  Pascal  et  par  Fermât. 

3.  La  somme  des  inverses  des  produits  de  deux  nombres 
entiers  consécutifs,  trouvée  précédemment,  nous  permet  de 
démontrer  le  théorème  suivant,  connu  sous  le  nom  de  Théo- 
rème de  Goldbach. 

La  somme  de  toutes  les  fractions  de  la  forme 

r 
{m+  i)tp  +  i)  ' 
dans  lesquelles  m  et  ^  prennent  toutes  les  valeurs  entières^  po- 
sitives  et  plus  grandes  que  %éro^  a  pour  limite  Cunité. 

En  effet,  faisons  d'abord  varier  p  ; 
pour  m  =  1 ,  on  a  la  série 


dont  la  somme  est 


21    ^    2»    ^    2*    ^  ' 
I  I  I 


2*  2  1.2 


En  général,  pour  une  valeur  particulière  de  m,  on  a  pour 

la  somme 

I  m  I 

(m  +  i)*     *     m  +  I  w  (m  +  i)  ' 

Donc  la  somme  donnée  est  égale  à  la  somme  des  inverses 
des  produits  de  deux  nombres  entiers  consécutifs.  Elle  a  donc 

pour  limite  l'unité. 

A.  M. 
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NOTE  SUR  LE  TRIANGLE 

Traduit  de  Tanglais  de  l'ouvrage    A  TreatUe  on  som$  ntw  geomêtrietU  methods, 
Par  SwOÊÊitB  Booth,  membre  de  la  Société  Royale  de  Londres. 

(Suite,  Ydk  page  268.) 


32.  La  somme  des  carrés  des  douze  lignes  menées  des  sommets 
d'tin  triangk  aux  points  de  contact  des  cercles  tangents  sur  les 
côtés  opposés  est  égale  à  cinq  fois  la  somme  des  carrés  des  rôiés 
du  triangle. 

Supposons  le  côté  BC  du  triangle  prolongé  en  L  et  N  do 
telle  manière  que  BL  =  p  —  a,  CN  =  p  —  a;  on  sait  que 
L  et  N  sont  les  points  extérieurs  de  contact,  et  que  la  dis- 
tance entre  les  points  intérieurs  de  contact  est  c  —  b. 

Mais  on  a    a  +  p  —  a-j-P  —  a  =  c  -}-  b. 

Soit  M  le  milieu  du  côté  a;  alors  AM  =  a. 

Donc         AL»  +  AN*  =  2x«   +  —  (c  -f  6)«; 

AF«  -}.  AF'»  =  2««   +  _L  (c  _  6)1. 

2 

Par  suite      AL»  +  AN*  +  AF«  +  AF'«  =  4a»  +  6«  +  c«. 
En  faisant  des  constructions  analogues  pour  les  autres 
côt^,  on  trouve^  pour  la  somme  des  douze  lignes, 
4(ai  +  p«  +  Y«)  +  2(a»  +  6*  +  c«). 
Mais         4(a«  +  P"  +  f)  =  3(0"  +  &'  +  «*). 
Donc,  la  somme  des  carrés  des  douze  lignes  est  égale  à 

5(a«  +  &•  +  c»). 

33.  La  somme  des  carrés  des  douze  lignes  menées  des  milieux 
des  côtés  d^un  triangle  aux  centres  des  cercles  de  contact,  aug^ 
mentée  de  la  somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle,  domie  une 
somme  égale  à  douze  fois  le  carré  du  diamètre  du  cercle  circons- 
crit. 

Appelons  a,  p,  y  les  lignes  qui  joignent  les  milieux  des 
côtés  a,  6,  e  au  centre  û  du  cercle  ex-inscrit  opposé  à 
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l'angle  A,  et  8  la  distance  du  milieu  de  a  au  centre  a>  du 
cercle  inscrit;  on  a 

BQ«  +  Cû*  =  2a*  +  — a";  Bo)«+(>o«  =  28«  +  — a»    ] 

[    (92) 
Au» -t- Cû»  =  2?»  +  —  6»  ;  Au» -f  Bû«  =  2-r»  +  —  c»    \ 

2  *  2  / 

Ajoutant  ces  expressions  et  divisant  par  2,  on  trouve 
AÛ»  -f  Bû«  +  Cû»  +  —  (B«o«  +  Ca)«)  =  a«  +  p«  +  Y*  -f  8« 

2  4 

Mais  AÛ«  =  r«+p«;  Bû«  =  r'*  +  (p— c)«;  Cû«  =  r«+(p— 6)*; 
et  (Bo)»  +  Ca)«)  =  2r«  -f  (p  —  6)*  -|-  (p  —  c)». 

En  remplaçant,  on  obtient 

3r'«  +  r«+-î-r2p>+3(p-  6)«+3(p  — c)«l 

^  }  (93) 

=  a»  +  p»  +  T»  +  8»+-Lo»+  -i-(6»  +  c») 

2  4 

En  écrivant  les  formules  analogues  pour  les  autres  centres 
û'  et  Qff  on  trouve,  après  réduction» 

3(ri  +  r'«  +  r*«  +  O  +  3(a«  +  6«  +  c«)=(a«  +  p«  +  Y*+  S") 

Mais  on  a  vu  (form.  68)  que  Ton  a 

r«  +  r'«-f^'  +  ^**  +  «*+  &*  +  c*  =  i6R«. 
Donc,  en  substituant,  on  trouve 

48R«  =  (a«  +  p«  +  r*  +  ^)  +  (»'*  +  P'-+Y*  +  5'-)     )    .al^ 
+  (a"»  4-  P"*  +  f  •  +  »"•)  +  O*  +  &•  +  C«     5    ^'^^'^ 

34.  La  somme  des  aires  des  quatre  triangles  formés  en  joignant 
trois  par  trois  les  points  de  contact  des  cercles  de  contact  est  cons- 
tantCy  et  égale  au  double  de  l'aire  du  triangle  donné. 

On  prendra  Taire  du  triangle  formé  en  joignant  les  trois 
points  de  contact  intérieurs  avec  le  signe  négatif.  Eu  pre- 
mier lieu,  prenons  le  triangle  dont  le  sommet  est  A  et  la 
base  a,  et  construisons  le  triangle  dont  les  sommets  sont 
les  points  de  contact  du  cercle  ex-inscrit  avec  les  côtés  a, 
et  les  prolongements  de  b  et  c.  Le  double  de  Taire  de  ce 
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triangle  est  ovideuimeul 

p*  sin  A  —  (p  —  6)"  sin  B  —  (p  —  c)*  siii  C  —  6c  sin  A 

Si  Ton  fait  les  construclions  identiques  pour  les  autres 
angles  B  et  C  du  triangle  donné,  on  trouve  pour  le  double 
des  aires  des  autres  triangles, 

p*  sin  B  —  (p  —  c)'  sin  A  —  (p  —  a)*  sin  C  —  oc  sin  B 
p*  sin  C  —  (p  —  a)*  sin  B  —  (p  —  6)'  sin  A  —  ba  sin  G 
si  Ton  ajoute,  en  mettant  en  facteur  chaque  sinus,  on 
trouve  des  termes  tels  que 

[p*  —  (p  —  c)»  —  (p  —  by  —  6c]  sin  A, 
qui  se  réduisent  par  suite  des  formules  (11)  et  (12),  à 

(4Rr  -|-  r")  sin  A. 

En  ajoutant  ou  trouve  pour  le  double  de  la  somme  des 
trois  triangles  extérieurs 

(4Rr  +  r*)(sin  A  +  sin  B  +  sin  C); 

mais  (form.  24j    sin  A  -f-  sin  B  +  sin  G  =  -^  ; 

donc  le  double  de  la  somme  des  trois  triangles  est 

(4Rr  +  f^)  -|-  =  4rp  +  -^  (95) 

Mais  4rp   représente   quatre  fois  la  surface  du  triangle 

donné,  et     ^     est  le  double  de  la  surface  du  triangle  dont 

les  sommets  sont  les  points  de  contact  du  cercle  inscrit. 

35.  Dans  un  triangle  quelœnque  ABG,  les  bissectrices  inté- 
rieures des  angles  A,  B,  G,  rencontrent  les  côtés  opposés  en 
A',  B',  G',  et  les  bissectrices  extérieures  de  ces  angles  ren- 
contrent les  mêmes  côtés  en  A^,  B",  G^'.  Alors,  en  supposant 
a  >  b  >  c,  on  a 
AA*^  BB'^  GG^     _    (6  -f  c)(c  -f  a){a  +  6) 

A'A"     *     B'B"     •     G'G"    ""         8R«(a  +  6  +  c) 

Mais  le  triangle  A'AA''  est  rectangle;  donc 

GosAA-'B  =  -firrr-  =  sinAA'B. 

A  A 

-,  .  sin  AA'B  c 

Mais  = 

.  .       A  BA' 

sin  — ' 

2 


(90) 


Donc  (c  +Ift)  = 
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a  sin  AA.B 


.       A 
sm  — 

2 


OU,  en  remplaçant  sin  AA'B  par  sa  valeur 

c  +  6  A  AA" 

sm  — 


a  2  AA" 

En  prenant  les   expressions   analogues   pour    les   deux 

autres  c(Més,  et  remarquant  que  Ton  a 

A      .      B      .      C  r 

4Sin sm sm =  -=r-, 

^2  2  2  R 

on  a»  en  multipliant  membre  à  membre,  la  formule  qu'il 
s*agit  de  démontrer. 

36.  Trouve^'  une  expression  pour  ks  côtés^  les  angles  et  les 

surfaces  des  tiiangles  excentraux  ŒïQfy  ÛcoQ',  û'coû'',  û^coû. 

p  — '  a 
BF  =p  —  a  est  la  projection  de  ÛB;  donc  ÛB  ==  -^ — 

sin       - 
De  la  même  manière,  on  obtient  2 


.      B   ' 
sm 


Donc     ÛB  +  BÛ'  =00=  ^ a+pc 


sm  

2 

ou  Ûû'  =  ^-^  (97) 

B 

sm 

2 

Soit  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC; 

B  B 

alors  6  =  2R  sin  ■  B  =  4R  sin cos . 

22 

Donc         •  Qû'  =  4R  cos  —  (98) 

De  la  m4me  manière 

ÛÛ'  =  4R  cos  —  ,  et  ÛÛ"  =  4R  cos  —  . 

^2  ^2 

Donc,  si  P  est  le  demi-périmètre  du  triangle  excentral, 
on  a       P  =  2R(cos f-  cos 1-  cos  — j     (99) 
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L'aire  de  ce  triangle  est 

JL  ûû'  .  ûû"  ,  sin  - 

2 

en  substituant  on  trouve 


I 

2 


(A  +  B) 


Aire  du  triangle  excentral 

=  8R«  cos  —  cos  —  cos  —  (100) 

2  2  2 

On  sait  (36)  que  Ton  a 

A  B  P 

4  cos  —  cos cos ==  sin  A  +  sin  B  -j-  sin  C 


d'autre  part, 
sin  A  = 


;  sin  B  = 


;  sin  G 


2R    '  2R    ' 2R 

Donc,  on  trouve  pour  Taire  du  triangle  excentral 

R(a  +  6  +  c)  =  2Rp  (101) 

Cette  expression  coïncide  avec  celle  que  nous  ^  avons 
donnée  (S2),  car  ABC  estle  triangle  orthocentrique  du  triangle 
excentral  ûQ'Q",  dont  le  rayon  de  cercle  circonscrit  est  2R. 

37.  La  surface  du  triangle  excentral  est 

OT.            A  B  C 

8R»  cos cos  —  cos  —  • 


2 


et  le  côté  opposé  à  l'angle  Q'  est  4R  cos  —  A. 
Donc  la  perpendiculaire  menée  du  sommet  û'  sur  le  côté 
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B  G 

opposé  est  4R  cos  —  cos (102) 

2  2 

On  trouvera  facilement  le  rayon  p  du  cercle  inscrit  dans 

le  triangle  excentral;  car  le  rayon  du  cercle  inscrit  est  égal 

à  Taire  du  triangle  divisée  par  son  demi-périmëtre.  Donc 

A     .  B      ,  C 

cos h  cos h  cos 

i  2  2  2 

T  =  — ^^ Â B c-    (*<«) 

4R  cos  COS cos 

2  2  2 

38.  La  projection  de  û<o  sur  le  côté  a  est  égale  à  c.  Donc, 

_                 c                2R  sin  C  «    .      ^    /iAj\ 

Q(ù  =  — -  = —  =  4R  sm  —  (104) 

G  G  2 

cos  —  cos 

2  2 

A  B 

De  même     U'w  =  4R  sin  ;     û' w  =  4R  sin  . 

^  2  2 

On  en  déduit 

ûû'.Ûû".Û'û^ûo).û'û>.û''(o  =  64R^abc        (108) 

Le  double  de  Taire  du  triangle  ûcoQ'  est 

ûw.ûw'sin  —  (A  +  G). 

On  trouve  donc  pour  cette  surface 

8Risin  —  sin  —  cos  —  (106) 

222 

que  Ton  peut  écrire 

8R*  cos cos  —  cos  — (  tg  —  tg  —  ) 

2  2  2\°2*'2/ 

En  prenant  les  expressions  analogues  pour  les  trois  sur- 
faces qui  composent  le  triangle  QQ'iï'y  on  trouve,  pour  leur 
somme 

8R'  cos  —  cos  —  cos  — (   Ig  —  tg \-ig  —  tg h  tg  —  tg  — 1 . 

2  2  2\2222  22/ 

Mais  comme  la  somme  entre  parenthèses  est  égale  à  i , 
on  retrouve  Texpression  déjà  indiquée  (form.  100). 

(A  suivre.) 
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SUR  LE  MINIMUM 
d'une  expression  ai^ébrique  a  plusieurs  variables. 

Par  Manrire  d'Oeai^e 


La  question  que  nous  nous  proposons  de  traiter  iei  est 
la  suivante  : 

Etant  données  m  fonctions  X^,  X,  . . .  Xn  de  m  —  i  variables, 
X,  y, i  et  de  la  forme 

Xk  =  ak  a;  +  fek  y  + 4-  Ak  ^  -|-  ik 

trouver  le  minimum  de  la  somme  des  carrés  de  ces  fonctions  (*). 

Etablissons  d*abord  le  lemme  suivant  : 

1.  Lemms.  —  Si  les  variables  x,  y,  . . . .  t  satisfont  cons- 
tamment à  la  relation  ax  -f-  py  + +  rt  =  A,  te  mini- 
mum de  l'expression  x'  +  y*  +••••   +  ^'  ®  ^*^  P^^^ 
X    ^  _           _    t 

Qt  P  '  '  '  T 

Démontrons  d'abord  le  théorème  pour  le   cas  de  deux 
variables  seulement. 
Nous  avons  aœ  +  pj/  =  B  (1) 

Posons  X*  -j-  //•  =  tx  (4) 

B  —  olX 

De  (1)  je  tire  y  = . 

Portant  dans  (2)  j'ai 

/  B  —  our  \« 
-'  +  {—J—)   =^ 

ou  (a«  +  p*)a5>  —  2^Bx  -(-  B«  —  pv  ==  o. 

(*)  GeUe  qu  stion  a  été  Irailée  forl  élégamment  et  d'ane  maniera  géné- 
rale dans  les  Nouvelle  Annales  (t.  XVill,  janvier  1879,  p.  23),  par  le 
R.  P.  Le  Cointe,  S.  J.,  ear  le  Rév.  Père  prend  m  fonctions  linéaires  à  n 
variables.  Mais  sa  solution  très-savante  sort  du  eadre  des  matliéniatlqnes 
élémentaires. 

Remarquons  aussi  qu'à  cette  question  se  rattache  celle  que  M.  G.  de  Long* 
cliamps  a  si  bien  traitée  dans  le  Journal  de  Mathématiques  éUwMUiBMts 
(t.  Il,  p.  197). 
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La  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation  est 
a«B«  —  (a«  +  p»)  (B*  —  p»  >  o, 

ou  a*B»  >  a»B»  +  p«B»  —  P'ji  (*«  +  p»), 

ou  enfin  :*  >  ■  ^.  _^  p,  . 

B« 
Le  minimum  de  (a  est  donc 


Portant  cette  valeur  de  [l  dans  (2),  Téquation  ainsi  obtenue 
jointe  à  Téquation  (2)  donne  pour  valeurs  de  a;  et  y: 

^  ~     a»  +  p«  y  —     a«  +  p«  * 

d'oîi  l'on  déduit  —  =  4-  =         "^ 


a 


p  a»  +  p«   • 


Le  minimum  a  donc  bien  lieu  pour =  -^. 

Pour  établir  le  théorème  dans  toute  sa  généralité,  il  nous 
suffit  maintenant  de  démontrer  qu'en  prenant,  sur  un  nombre 
quelconque  de  variables,  deux  des  variables  proportionnelles 
à  leurs  coefficients,  on  diminue  la  somme  des  carrés  de  ces 
vaHables. 

En  effet,  attribuons  pour  le  moment  aux  différentes 
variables  des  valeurs  fixes  mais  arbitraires,  à  l'exception 
de  deux  d'entre  elles,  a;  et  y  par  exemple.  Alors  dans 

aJ5  +  Py  +  Y*  + +  "f  ^  =  A. 

la  somme  y«  -j-  .   .   •   .  +  Tf  prend  une  valeur  fixe  et  on  a 

«^  +  P  y  =  ^'• 
A'  étant  une  constante,  d'après  la  première  partie  du  théo- 

rème,  le  minimum  de  a?*  +  y*  ^ura  lieu  pour =  -^ . 

a  p 

Donc  dans  ce  cas  la  somme  a:*  +  y*  +  ^*  +  •   •   •   •  +  ^' 
est  diminuée. 

En  prenant  ainsi  deux  à  deux  les  diverses  variables,  on 
voit  que  le  minimum  de  x"  +  j/"  + -|-  /■  a  lieu 
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IL  —  Cela  posé  abordons  le  problème.  Nous  avons  à  cher- 
cher le  minimum  de 

ou,  comme  nous  supposons 

Xj  =  fliX  +  6,1/  -(-  Ci«  +  .    .   .    .  +  kit  +  Z| 

X,  =  o,ac  +  *»î/  +  ^«^  +  •   •    •    •  +  *i'  4-  h    (*) 


Xm  =  OmPC  +  bmy  +  ^m»  +••■•+  f^mt  -j"  Im 

le  minimum  de 

M  =  {a^x  +  6iî/  +  .   .   •  +  liY  + 

+  {amPC  +  bmyt    .    .    .    .    +  Im)* 

Or,  considérons  les  équations 

a^x  +b^y  + -j-  Aj^  +  /,  =  o 

a^x  --\-bgi  + -{•  h^t  +1^  =o 


OmX  +  6m!/  + +hmt+lm  =  0 

et  supposons  qu'il  y  ait  un  système  des  m  —  i  variables 
flCj/,  .  .  .  .  y  t  qui  vérifie  ces  m  équations  à  la  fois,  c'est- 
à-dire  que  le  déterminant  (*)  de  ces  équations  soit  nul. 

Dans  ce  cas,  la  question  se  termine  là,  car  le  minimum 
de  M  est  alors  zéro  et  a  lieu  pour  les  valeurs  de  m —  i  variables 
qui  vérifient  à  la  fois  les  m  équations  précédentes. 

Mais  le  plus  souvent  ces  équations  n'admettent  pas  un 
système  de  solutions  communes,  c'est-à-dire  que  leur  déter- 
minant n'est  pas  nul. 

6i Al 

bt K 


«1 
a. 


dm 


'm 


i-r» 


m 


< 


(*]  Je  me  crois  autorisé,  tout  en  restant  dans  les  limite»  des  Malliéma- 
tiques  élémentaires,  à  employer  la  notion  de  déterminant,  la  théorie  des 
déterminants  ayant  été  exposée  d'une  manière  élémentaire  dans  ce  journal 
même  par  M.  Bourget  (t.  I",  p.  5  et  suiv.). 
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Nous  représenterons  ce  déterminant  par  la  lettre  A. 
Or,    dans  le  système   d'équations  (1)  quels   que   soient 
X,  y,  ,  .   ,  t,  on  B  toujours  une  valeur  pour  chacune  des 
quantités  X^,  X^  •  •   .  Xm* 
Donc  les  équations. 

ûi^  +  *iï  +  •  •    •  +  h^t  +  (l^   —  XJ  =  o, 
o«a;  +  ^«2/  4-  .   •    •  +  A»^  +  (^1  —  '^%)  =  o> 


OmX  +  bmy  +  .    •    .  +  hmt  +  (^m  —  Xm)  =  O, 

doivent  toujours  être  vérifiées  à  la  fois;  c'est-à-dire  quels 
que  soient  o;,  j/,  ...  ^  on  doit  toujours  avoir 


«1 

6l    .    . 

>   .  A| 

ii-i. 

fll 

b,  . 

.  A. 

/, -X, 

=  o, 

a„        6„...h„         /™-X„ 
OU,  d'après  une  propriété  comme  des  déterminants  (*), 


«1 
a. 


dm 


bi    .   . 

•  Il 

6,   .   . 

• 

• 

• 

Jm    •     • 

■ 

•  Im 

a, 
a. 


0^    •    •    •  J^\ 
0^    .    •    •  Jxg 


ûm 


Om    •     •     •  A. 


m 


=    O. 


Mais,  le  premier  de  ces  déterminants  n'est  autre  que  le 
déterminant  A  défini  plus  haut.  Quant  au  second,  dévelop- 
pons-le par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière  colonne, 
en  représentant  par  S|,  8,  .  .  .  $m  les  déterminants 
mineurs  correspondant  à  X^,  X„  .  .  .  Xm.  Nous  avons 
ainsi  X^S^  —  X,8,  +  .  .   .  =t  Xm  Sm  =  A  (2) 

en  prenant  pour  Xm^m  le  signe  +  ou  1©  signe  —  suivant 
que  m  est  impair  ou  pair. 


(*]  Voir  t.  I,    p.  11,  Propriété  5. 
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Nous  voilà  donc  amenés  à  chercher  le  minimum  de  M 
=.  Xi*  +  X,*  +  •  •  •  +  ^»»'>  sachant  que  Xj,  X„ 
.  .  .  Xm  satisfont  constamment  à  la  relation  (2).  Ce  mini- 
mum aura  donc  lieu,  d'aprës  le  lemme  précédent  établi,  pour 

X,     ^  ^X»_    ^  ^        Xm 

§1  —  8,  db  8m 

Si  K  est  la  valeur  de  ces  rapports,  on  voit  en  multipliant 
respectivement  les  deux  termes  de  chacun  de  ces  rapports 
par  8|,  $29  •••$;»  et  prenant  le  rapport  de  la  somme 
des  numérateurs  à  la  somme  des  dénominateurs,  que 

A  A 

Il  en  résulte  que 

Y     _       ^^i  Y      _  ^^«  Y      -4-   —       ^^m 

^*  -  "s!7^  '  ^*  -  ■"  "287^'  .  .  .  A,„  d=  -  -^^-^. 

On  a  ainsi  m  équations  entre  les  m  —  i  variables  x,  y, 
...  ^  On  tire  les  valeurs  de  ces  variables  de  m  —  i  des 
équations  obtenues;  comme  vérification,  ces  valeurs  doivent 
satisfaire  la  m°  équation. 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  ^.  KoBBlfs,  élève  au  Lycée  Saint-Loai.s. 


.  Je  me  propose  de  démontrer  directement  et  par  la  syn- 
thèse ce  théorème  dû  à  M.  Faure  : 

Tout  cercle  circonscrit  à  un  triangle  autopolaire  par  rapport 
à  une  conique*  est  tel  que  la  longueur  de  la  tangente  issue  du 
centre  de  la  conique  à  ce  cercle  est  égale  à  V^a*  +  b*. 

Soit  ARS  un  triangle  autopolaire  ;  la  polaire  RS  du  point  A 
coupant  la  conique  aux  points  B  et  G,  les  points  R  et  S 
divisent  harmoniquement  le  segment  BC,  de  sorte  qu'en 
appelant  I  le  milieu  de  BG,  a  le  second  point  de  rencontre 

*  L'auteur  appelle  triangle  autopolaire  ce  que  Ton  appelle  soureot  triangle 
conjugué^  c'est-à-dire  un  triangle  tel  que  chacun  de  ses  sommets  est  par 
rapport  à  la  conique  le  pôle  du  côté  opposé.  (À.  M.) 
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du  diamètre  lA  avec  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ARS, 
on  a  IR.IS  =  lA.Ia  =  IB«. 

Le  point  a  est  fixe  pour  tous  les  cercles  circonscrits  à 
des  triangles  autopolaires  ayant  un  sommet  fixe  en  A,  de 
sorte  que  OA.Oa  mesure  le  carré  de  la  tangente  issue 
du  centre  0  à  tous  ces  cercles.  J'observe  en  outre  que  si  A 
et  a  coïncident,  l'angle  BAC  est  droit;  car  dans  ce  cas 
la  =  lA  =  IB.  Autrement  dit,  A  est  alors  un  point  du  cercle 
lieu  des  angles  droits  circonscrits;  on  a  OA  =  y  a}  +  6% 
et  le  cercle  circonscrit  est  tangent  en  A  au  diamètre  OA. 

Or,  parmi  tous  les  cercles  circonscrits  à  des  triangles  auto- 
polaires ayant  un  sommet  fixe  en  A,  considérons  celui  qui  est 
circonscrit  à  un  triangle  ayant  son  sommet  R  en  un  point 
d'intersection  de  la  polaire  BG  avec  le  cercle  lieu  des  angles 
droits  circonscrits  ;  d'après  la  remarque  précédente,  ce  cercle 
est  tangent  en  R  à  OB,  et  par  suite 

OA.Ox  =  0R>  =  0"  +  h\ 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

Le  même  mode  de  démonstration  s'applique  au  théorème 
analogue  de  l'espace,  dû  à  M.  Painvin  : 

La  quantité  a*  +  b*  -|"  c'  mesure  le  carré  de  la  tangente 
Usue  du  centre  d'une  surface  du  second  ordre  à  une  sphère  cir- 
conscrite à  un  tétraèdre  conjugué. 

Si  on  désigne  en  efTet  ARST  un  tétraèdre  conjugué,  la 
puissance  du  centre  I  de  la  section  par  le  plan  RST  con- 
jugué du  point  A  est  égale  à  la  puissance  de  ce  point  I 
par  rapport  au  cercle  circonscrit  RST  conjugué  par  rapport 
à  cette  section;  c'est-à-dire  que  cette  puissance  est  égale  à 
o'*  -j-  6'«,  2a  et  2b'  étant  les  axes  de  la  section  (Théorème  de 
Paure).  On  voit  donc  que  la  sphère  circonscrite  coupe  le 
diamètre  AI  en  un  point  fixe  a  défini  par  la  relation 

lA.Ia  =  a  +  6'« 
pourvu  que  A  soit  fixe.  En  particulier,  si  lA  =  la 
=  ^a*  +  6'",  le  point  A  appartient  à  la  sphère  de  centre 
I  et  de  rayon  Vo  •  4"  '^'*»  laquelle  est  le  lieu  des  sommets 
des  cônes  passant  par  la  conique  et  capables  d'un  angle 
trièdre  trirectangle  circonscrit. 
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Donc  si  lA  =  la,  A  est  un  point  de  la  sphère  de  Monge, 
on  le  lieu  des  triédres  trirectangles  circonscrits  à  la  sur- 
face, et  en  înème  temps  OA  est  tangente  en  A  à  la  sphère 
ARST,  Considérons  en  particulier  la  sphère  circonscrite  à 
un  trétraèdre  autopolaire  ayant  un  sommet  en  A  et  un 
autre  en  R'  sur  la  sphère  de  Monge.  Le  point  a  étant  fixe 
avec  A,  et  OR  étant  tangent  en  K  à  la  sphère  AR'ST,  on  a 

OA.Oût  =  OR'»  —  a»  +  6«  +  c\ 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

Théorème  de  M.  Laguerre.  —  Soit  un  point  P  et 
une  conique;  on  joint  P  aux  quatre  points  A,  B,  A',  B'  oùr  la 
polaire  de  P  coupe  la  coniqi^  et  le  cercle  lieu  des  angles  droits 
circonscrits  ;  les  angles  APA',  BPB'  sont  égaux. 

Les  bissectrices  PR,  PS,  de  Tangle  APB  forment  avec 
la  polaire  AB  un  triangle  autopolaire  rectangle  PRS;  le 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  donc  orthogonal  au 
centre  lieu  des  angles  droits  circonscrits  (Th.  de  Faure). 
J'en  conclus  que  le  diamètre  RS  du  premier  cercle  est 
divisé  harmoniquement  en  A'  et  B'  par  le  second.  Le  fais- 
ceau (P,  RSAB')  étant  harmonique,  et  les  deux  rayons 
PR,  PS  rectangulaires,  PR,  déjà  bissectrice  de  l'angle  APB, 
Test  aussi  de  l'angle  A'PB',  ce  qui  démontre  le  théorème. 


CONCOURS  ACADEMIQUE 


ACADÉMIE  DE  DIJON 

Concours  de  1879. 

Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  on  désigne  par  a,  5,  c  les  trois  côtés, 
et  par  I  un  point  qui  détermine  sur  le  côté  BC  deux  segments  IB,  IG, 
proportionnels  aux  nombres  p  et  q.  Gela  étant,  on  demande  de  résoudre  les 
quatre  questions  suivantes: 

1*  Calculer  en  fonction  de  a,  b,  c,  p  et  q  la  longueur  x  de  la  droite 
AI; 

2*  Déduire  de  la  formule  obtenue  et  en  fonction  de  a,  6,  c,  les  longueurs 
o,  6,  Y  des  bissectrices  intérieures  des  angles  A,  B,  C  et  les  longueurs 
a,  6',  y'  des  bissectrices  extérieures  de  ces  mêmes  angles  ; 


f 
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3*  Démontrer  que  si  les  deux  bissectrices  intérieures  6  et  y  sont  égales, 
les  cdtés  correspondants  6  et  c  sont  égaux  ; 

4*  Exprimer  en  fonction  de  la  surface  S  du  triangle  et  du  rayon  R  du 
cercle  circonscrit,  la  quantité  Z  définie  par  l'égalité 

a'*  —  a*      .      ^  6'»  —  «î  y'«  —  r« 

^  =      -,  _L    a    «*°  ^  +    ^2  ^  j^i    '»«*  ^  +       ,,    ,      ,    «in  C. 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 


BESANÇON 


-~  Étant  données  deux  circonférences  concentriques,  de  rayons  r  et  r',  et 
un  point  extérieur  A,  tel  que  OA  ss  d,  mener  par  ce  point  une  sécante 
ABC  telle  que  la  portion  BC,  comprise  entre  les  deux  circonférences,  soit 
égale  &  c.  On  calculera  les  angles  COB  et  CAO. 


DIJON 


—  Par  le  point  milieu  D  d'un  côté  d'un  triangle  équilatéral,  mener  une 
droite  telle  que  ce  point  D  partage  intérieurement  dans  le  rapport  de  i  à 
2  le  segment  intercepté  sur  cette  droite  par  les  deux  autres  côtés  du 
triangle,  et  calculer  en  fonction  du  côté  a  du  triangle  donné  la  longueur 
du  même  segment. 

—  On  donne  deux  circonférences  tangentes  extérieurement.  Calculer  en 
fonction  de  leurs  rayons  R  et  R'  la  perpendiculaire  abaissée  du  milieu  de 
Tune  de  leurs  tangentes  communes  sur  la  ligne  des  centres. 

—  Un  triangle  rectangle  et  son  symétrique  par  rapport  k  l'hypoténuse 
forment  un  quadrilatère  BACA'  dans  lequel  on  peut  inscrire  une  circon- 
férence ;  calculer  le  rayon  R  de  cette  circonférence^en  fonction  des  côtés  b 
et  c  de  l*angle  droit. 


LILLE 

—  Calculer  à  o',i  deux  angles  dont  la  somme  vaille  6o*  et  dont  Tun  ait 
un  sinus  triple  du  sinus  de  l'autre. 

—  Connaissant  tous  les  éléments  d'un  triangle,  évaluer  :  1*  les  segments 
déterminés  sur  chaque  côté  par  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit;  2*  les 
côtés  du  triangle  formé  en  joignant  ces  trois  points;  3«  la  surface  du  même 
triangle. 

—  Quelle  valeur  faut-il  donner  à  y  dans  l'équation 

x^  —  3xy  -h  y^  4-  20;  —  93/  -f-  i  =  o 
pour   que   celte  équation,   résolue  par  rapport  à  x^  ait  ses  deux  racines 
égales?  Entre  quelles   limites   doit  varier  y  pour  que  les  valeurs  de  x 
soient  réellea? 
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—  Ou  onne  dans  un  trapèze  ÀBCD  la  grande  base  5,  la  pelite  base  h'  et 
la  baaleur  h.  On  demande  à  quelle  distance  x  de  la  petite  base  il  faut 
mener  une  parallèle  £P  à  cette  base  pour  que  le  trapèze  ABEP  ait  une 
surface  donnée  S^ 

—  Deux  droites  OA  et  OB,  d'une  même  longueur  constante  a,  tournent 
chacune  librement  autour  de  0,  qui  est  ûxe;  leurs  extrémités  A  et  B  sont 
des  sommets  opposés  d'un  losange  articulé  ABBC  ayant  un  côté  donné  c. 
On  demande  :  1*  la  longueur  de  la  tangente  menée  du  point  0  au  cercle 
mobile  décrit  de  B  comme  centre  et  passant  par  les  sommets  voisins  C,  D 
du  losange;  2*  quelle  relation  existe  pour  toutes  les  formes  que  prend 
successivement  le  losange  entre ;les  deux  distances  OC  et  OD  de  ces  sommets 
au  point  fixe.  

LYON 

—  Sur  trois  axes  rectangulaires  passant  par  un  point  0,  on  prend  des 
longueurs  égales  OA,  0A\  OB,  OB',  OC,  OC';  on  joint  deux  à  deux  les  six 
points  A,  A',  B,  B',  C,  C.  Démontrer  qu'il  y  a  une  sphère  qui  touche  les 
huit  faces  de  l'octaèdre  afnsi  formé,  et  calculer  le  volume  de  cette  sphère 
en  fonction  de  la  longueur  OA. 

—  Les  côtés  opposés  AB,  CD  de  la  base  d'une  pyramide  quadrangulaire 
SABCD  se  coupent  en  E,  et  les  deux  autres  côtés  en  F,  de  sorte  que  les 
faces  ASB,  CSD  se  coupent  suivant  SE,  et  les  faces  ASD,  BSC,  suivant  SF. 
1*  Démontrer  que  toute  section  MNPQ  faite  dans  la  pyramide  par  un 
plan  parallèle  à  ESF  est  un  parallélogramme;  2*  déterminer  le  point  M  de 
SD  par  exemple  pour  lequel  la  section  est  équivalente  à  un  carré  donné  K'. 


MONTPELLIER 

—  Un  tronc  de  cône  est  cireonscrit  à  une  sphère  R.  Son  volume  est  équi- 
valent à  —  «mR^  dans  lequel  m  est  donné.  Calculer  les  rayons  des  cercles 
de  base,  et  discuter  les  formules  trouvées. 


NANCY 


-*  Chercher  quelles  relations  doivent  exister  entre  les  coefficients  du 
polynôme  Kac^  +  B^  +  Ca^  +  D^  +  ^  POur  qu'il  soit  divisible  par 


POITIERS 


—  On  donne  le  côté  AB  »  m  et  l'angle  A  a  2a  d'un  losange.  On  fait 
tourner  ce  losange  successivement  autour  :  1*  de  la  diagonale  AC;  2*  de 
la  diagonale  BD;  3*  du  côté  AB.  On  demande  la  surface  et  le  volume  décrits 
respectivement  par  l'aire  et  le  périmètre  du  losange  dans  chacun  de  ees 


f 
I 


—  313  — 

trois  cas;  on  éludiera  la  variation  de  ce  volume  et  de  celte  surface  lorsque  m 
restant  constant,  a  varie  de  toutes  les  manières  possibles. 

—  Trouver  l'angle,  compris  entre  o  el  36o*  qui  satisfait  à  l'équalion 

sin  X  cos  X  I 

~  3  T' 

—  On  donne  deux  cordes  c  =  4,19;  c^  =3,23  menées  d'un  même  point 
de  la  circonférence  aux  deux  extrémités  d'un  même  diamètre;  on  demande 
faire  du  cercle. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


QUESTION  139. 
Solaitom  par  M.  Hénon,  élève  du  Lycée  de  Poitiers. 

Du  milieu  de  t  hypoténuse  d^un  triangle  rectangle  en  élève  une 
perpendiculaire  9ur  cette  hypoténuse.  Démontrer  que  les  segments 
qu'elle  détermine  sur  la  droite  joignant  les  centres  des  carrés 
construits  sur  les  autres  côtés  du  triangle  sont  proportionnels  aux 
côtés  du  triangle. 

Soient  ABC  le  triangle  et  AEDB,  ACGF  les  carrés  construjts 
sur  AB  et  AG  ayant 
0  et  O'  pour  centres 
respectifs.  Sur  BG 
décrivons  un  demi- 
cercle  ;  il  passera  en 
A  et  coupera  00'  en 
H.  Si  on  joint  M  au 
milieu  I  de  BG,  cette 
droite  MI  sera  per- 
pendiculaire sur  BG, 
car  l'angle  MAB  qui 
Taut  45^  a  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  BM,  donc  cet  arc  vaut  90"  et  MI 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  BG.  Geci  posé,  les 
deux  triangles  MOB  et  MGO'  sont  égaux  comme  ayant 
MB  =  MG  et  OBM  =  GMO',  ces  angles  ayant  leurs  côtés 
perpendiculaires,  de  plus  ils  sont  rectangles.  Donc  OM  =  O'G, 


MO'  :=  OB,  et  comme 
AG 
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O'G 


OB 


AC 
AB 


il  en   résulte 


OM 

MO' 


AB  • 


NoUu  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Géllnet,  d'Orléans  ;  Pasadot, 
de  Poitiers;  Cordeau,  École  Lavoisier;  Peyrabon,  Johannet^à  Gh&teauroux; 
Deslais,  au  Mans;  Hoc,  de  Longwy;  Schlesser,  Yermant.  Corbeaux,  à  Saint- 
Quentin;  Lery,  àPau;  Martin,  à  Passy;  Tessier,  d'Angoulëme;  Aille- 
ret,  de  Versailles;  Landre,  à  la  Flèche;  Gondy,  à  Pontarlier;  Dupuy,  à 
Grenoble;  Faivre  et  Gindre,  à  Lons-ie-Saulnier. 


QUESTION  141. 
Solntlon  par  M.  Lannss,  élève  du  Lycée  de  Tarbes. 

Étant  donné  un  triangle  ABC,  inscrit  dans  un  ceixle,  par 

les  points  B  et  G  on  fait  passer  un  ceixle  qui  coupe  AG  en  E 

et  AB  en  D;  puis  par  les  points  D,  A,  E  on  mène  un  cercle 

qui  coupe  en  F  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  Démon- 

,       ,    .  FE  +  FB  AB 

trez  la  relation  yc  +  FD    ""  ÂC" 

Les  deux  triangles  DFB,  GFE  sont  semblables  comme 

équiangles,  carTangleDEF 
est  égal  à  Tangle  EOF 
comme  ayant  même  mesure, 
l'angle  ADF  est  égal  à 
l'angle  AEF  pour  la  même 
raison  et  Taugle  DFB  est 
égal  à  l'angle  GFE,  comme 
différences  d'angles  respec- 
tivement égaux  :  on  a  donc 
FB  _  BD  _  AB  — AD 
FG  ■"  EG  ""  AG  — AE 
d'où  l'on  tire 

(1)  FB  X  AG  —  FBXAE 
=  FG  X  AB  —  FG  X  AD 

Mais  à  cause  de  la  similitude^  des  triangles  DFE,  FBC, 
qui  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  homologues  pro- 
portionnels, on  a 


FD 


FE 
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DE 


AD 


AE 
AB 


FB     FG     BC     AG 
à'oh  FB  X  AE  =  FD  X  AB 

FC  X  AD  =  FE  X  AC 

et,  en  substituant  dans  l'égalité  (1),  elle  devient 

AB     FE  +  FB 


(FB  +  FE)AC  =  (FG  +  FD)AB  ou 


AG 


FG  +  FD 


Nota,  —  Ont  résola  la  même  question:  MM.  Cordeau,  £cole  Lavoisler; 
Foissej,  de  Dijon;  Cadot,  Lycée  Sfaint-Louis. 


QUESTIONS  142  et  143. 
Solution  par  M.  Marcel  Vazou,  élève  du  Collège  Rollin. 

142.  —  Par  le  sommet  P  (Tun  triangle  équilatéral  on  mène  des 
droites  que  l'on  termine  aux  perpendiculaires  à  la  base  passant 
par  les  extrémités;  sur  ces  droites  comme  côtés  on  décrit  des 
triangles  équilatéraux.  Démontrer  que  le  lieu  des  troisièmes 
sommets  de  ces  triangles  se  trouve  sur  la  base  et  sur  une  paral- 
lèle à  la  base. 

Soient  le  triangle  équilatéral  PAB,  ccy,  x'xf  les  perpendi  cu- 
laires  aux  extrémités.  Le 
point  P  se  trouve  à  égale 
distance  de  ces  deux  droi- 
tes, de  sorte  que  le  pro- 
blème proposé  peut  $tre 
remplacé  par  le  suivant  : 

On  donne  deux  droites 
xy,  x'y  et  un  point  P  à 
égdU  distance  de  ces  deux 
parallèles.  Par  ce  point  on 
fait  passer  des  droites  tei*- 
minées  aux  deux  parallèles  sur  lesquelles  on  construit  des 
triangles  équilatéraux.  Lieu  des  points  M,  troisièmes  sommets 
de  ces  triangles. 

Soit  6E  une  position  de  la  droite.  Du  point  M,  sommet  du 
triangle  équilatéral  MGK,  abaissons  la  perpendiculaire  MBA 


—  316  — 

sur  les  parallèles  xi/,  x'y,  puis  joignons  MP  el  soit  PH 
perpendiculaire  sur  MBÂ..  Les  triangles  semblables  MPH, 

GPG  donnent  : 


or 


donc 


PC  PG  ' 

PM  =  -^^  =  PG  v/T, 


PH 
PG 


=  ^3. 


Ce  rapport  étant  constant,  et  PC  étant  également  constant, 
PH  Test  aussi.  Le  lieu  de  M  est  donc  une  perpendiculaire 
aux  deux  parallèles.  En  calculant  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  P  sur  AB,  on  trouverait  la  même 
valeur  que  ci-dessus.  Par  conséquent  la  perpendiculaire 
aux  deux  droites  xy^  xy  est  la  droite  AB  elle-même. 

Il  est  évident  qu'il  y  a  une  seconde  droite  symétrique  de 
ÂB  par  rapport  à  CD  qui  fait  partie  du  lieu. 

Remarque.  —  Ce  problème  n'est  qu'un  cas  particulier  du 
suivant  : 

143.  Par  un  point  P  fins  dans  le  plan  de  deux  parallèles 
xy,  xy',  on  mène  des  droites  qui  rencontrent  ces  deux  paral- 
lèles. Sur  les  portions  de  ces  droites  comprises  entre  les  deux 
parallèles  on  construit  des  triangles  semblables  à  un  triangle 
donné.  On  demande  le  Ueu  des  troisièmes  sommets  de  ces  triangles. 
Du  point  P  abaissons  une  perpendiculaire  PDG  sur  les 

parallèles ,    et    soit 

is c B r_      le  triangle    GDH 

semblable  au  trian- 
gle   BâM.   Menons 
HM,PH,PM.Acause 
des  parallèles  on  a 
PD  CD 


PA 


AB 


DH 


AM 
Par  suite  les  trian- 
gles PDH  et  PAM 
sont  semblables  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
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côlésproportionnels,  d'où  il  résulte  que 

PD     _     PH 
'Pl  PM  " 

Les  triangles  PDA  et  PHM  étant  semblables  et  D  étant 
droit,  il  s'ensuit  que  H  l'est  aussi.  Le  lieu  du  point  M 
est  donc  la  droite  HM  perpendiculaire  à  PH.  Il  y  a  une 
droite  symétrique  de  la  première  par  rapport  à  CD  qui  fait 
partie  du  lieu. 

Nota. — Ont  résolu  la  question  142  :  MM.  Tessicr,  Peyrabon,  de  Châteauroux  ; 
Fairre  et  Gindre,  de  Lons-le-Saulnier;  Lannes,  de  Tarbes;  Foissey,  de  Dijon; 
JooTencel,  de  Caen;  Cordeau,  École  Lavoisier,  Paris;  Dumur,  de  Chartres. 
Termand,  de  Saint-Quentin;  Libman,  Collège  Stanislas;  Zuloaga,  de  Liège; 
Manceau;  Deslais,  au  Mans;  Jacquier,  École  normale  de  Charleville;  Cadot, 
Ljcée  Saint-Louis  à  Paris. 

Ont  résolu  la  question  143  :  MM.  Gelinet,  à  Orléans;  Pasquier,  à  Bruxelles. 


QUESTION  144. 

SolntloH  par  M.  Zuloaoa,  étudiant  à  l'Université  de  Liège. 

Si  Pan  divise  la  base  BG  d'w»  triangle  en  trois  parties  égales 
aux  points  Q  et  R,  démontrer  les  égalités  suivantes  : 
Sin  BAR.  sin  CAO  =  4  sin  BAQ.  sin  CAR. 
(cotg  BAQ  +  cotg  QAR){cotg  CAR  +  colg  RAQ) 

=  4  cosec'  QAR. 

Désignons  les  angles  BAR,  QAC,  BAQ,  RAC  respective- 
ment par  a,  p,  a ,  P'.  Il  s'agit  de  démontrer  en  premier  lieu 
la  relation  sin  a  sin  p  =  4  sin  a  sin  p' 

soit  BQ  =  a.  Le  triangle  BAR  donne 

sin  a  sin  ARB  ' 

De  même  le  triangle  BAQ  donne 


sin  a  sin  AQB 

Divisant  (i)  et  (2)  membre  à  membre,  il  vient 

2  sin  tt'    sin  AQB 

sin  a  sin  ARB 


(3) 
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De  même  les  triangles  QAG  et  RAC  donnent 

2a  AC  ,  a  AC 

et 


sin  p  siu  ARC  sin  @'  sin  ARC 

et  en  divisant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

.  2  sin  P'    sin  ARC 

^^                           sin  p      ~    sin  AQG 
Multipliant  membre  à  membre  les  relations  (3)  et  (4)  on  a 
4  sin  a  sin  p'    sin  AQB  .  sin  ARC 

sin  a  sin  p  sin  ARB  .  sin  AQG 

Les  angles  AQB  et  AQG  sont  supplémentaires,  ils  ont  donc 


même  sinus;  il  en  est  de  même  des  angles  ARG  et  ARB; 
donc,  le  second  membre  est  égal  à  i,  et  Ton  a 

4  sin  Qt'  sin  p'  =  sin  a  sin  p.  (A) 

2®  Posons  QAR  =  y.  Il  s'agit  de  démontrer  que  Ton  a 

(cotg  a  +  cotg  y)  (cotg  p'  +  cotg  y)  =  4  cosec*  y. 
En  effet»  on  a 

cotg  a   +  cotg  Y  =  — : — ^-4 -' 

sin  a    siu  Y 

Or  Y  "I"  a'  =  *>  donc 

1       '    I        1  sin  a  ... 

cotg  a  +  cotg  Y  =       .„     .     .  (1) 

sm  a  sin  y 

De  même  cotg  p'  +  cotg  y  =  — : — Jr-r (2) 

'^  °  sin  p   sin  Y 

en  remarquant  que  y  +  P'  =  p. 

Si  nous  multiplions  membre  à  membre  les  égalités  (1) 

et  (2),  on  a 

(cotg  a  +  cotg  y)  (cotg  P'  +  cotg  y)  =      .    ^!^  ^  ^ôf  .  , — 
^      ^  »3  1/  X      «       loi/         sm  a   sin  p   sm*  y 
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ou,  à  cause  de  l'égalité  (A) 


_       4        _ 


(colg  «'  4-  cotg  y)  (colg  p'  +  cotg  y)  =  — r-^ —  =  cosec"  y. 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Dupuy,  de  Grenoble;  Re- 
naud, de  Bordeaux  ;  Foissey,  de  Dijon  ;  d'Arodes,  de  Mont-de-Marsan  ;  Cre- 
raux,  Longueville,  de  Charleville;  Cadot,  élève  du  Lycée  Saint-Louis;  Élie, 
du  Collège  Stanislas;  Landre,  au  Prytanée  de  La  Flèche;  Hugot,  de  Lyon. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


184.  —  Si,  par  la  projection  d'un  point  de  la  parabole 
*  sur  la  tangente  an  sommet,  on  abaisse  une  perpendiculaire 

sur  le  rayon  yecteur  issu  du  sommet,  ces  perpendiculaires 
Yont  concourir  en  un  même  point.  (Jnlliard.) 

185.  —  On  considère  l'égalité 

y  -^       (CD»  -)- 1)« 

et  on  propose  d'étudier  les  variations  de  y  quand  x  varie 
de  —  00  à  +  00.  En  supposant  o  >  6,  on  propose  de  dé- 
montrer : 

{o  Que  a  est  le  maximum  de  y  ; 

^  Que  b  est  le  minimum  de  y  ; 

3*^  Que  si  l'on  donne  à  y  une  valeur  comprise  entre  a  et 
b,  l'équation  bicarrée  qui  donne  x  a  ses  quatre  racines 
réelles,  et  que  si  l'on  désigne  par  x^  l'une  des  racines,  les 
trois  autres  sont  données  par  les  égalités 

X,  -f-  X,  =  o  ;    XiX^  -[-  I  =  o  ;    x^Xi  —  i  =  o. 

(De  Longchamps.) 

186.  —  On  considère  un  losange  AjA^AjA^.  Soit  G4  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A|A,A,.  On  a  ainsi 
quatre  points  Gj,  C„  G3,  G^.  On  prend  les  milieux  des  lon- 
gueurs A^Gi,  AjG,,  AjGs,  A4G4.  Démontrer  que  la  figure  for- 
mée par  ces  quatre  points  est  un  losange  homothétique  à 
celui  des  points  GiCfifi^.  (De  Longchamps.) 
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187-  —  Décrire  une  circonférence  ayant  son  centre  sur 
une  circonférence  donnée,  et  coupant  sous  des  angles  don- 
nés deux  droites  données. 

188.  —  Dans  un  triangle  donné,  inscrire  un  rectangle 
de  diagonale  minima,  et  donner  la  longueur  de  la  diago- 
nale. (W.-J.-^.  Miller.) 

189.  —  Montrer  que  si;  par  un  même  point  de  Tarête  d'un 
dièdre,  on  mené  dans  chaque  face  une  droite  formant  un 
même  angle  a  avec  Tarête,  Tangle  de  ces  deux  droites  ne 
Tarie  pas  proportionnellement  à  Fangle  dièdre,  à  moins  que 
Tangle  a  ne  soit  droit. 

190.  —  Trouver  la  hauteur  d'un  segment  sphérique  à 
une  base  qui  soit  la  m®  partie  de  la  sphère. 

191.  —  Partager  un  tronc  de  cône  par  un  plan  parallèle 
aux  bases  de  façon  que  la  partie  inférieure  soit  contenue  n 
fois  dans  le  tronc  tout  entier. 

192.  —  Le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  pieds  des 
hauteurs  du  triangle  formé  en  joignant  les  points  de  contact 
du  cercle  inscrit  à  un  triangle  ABC,  a  pour  surface 

i^T» 

a«6*c«(a  +  6  -f-  c)* 
T  étant  la  surface  du  triangle  ABC,  et  a,  b,  c  les  longueurs 
des  côtés.  (Corr.  Catalan.) 

193.  —  On  joint  les  sommets  A,B,C  d'un  triangle  aux 
points  A|  et  Aj^,  B^  et  B„  C^  et  C,  qui  divisent  en  trois  parties 
égales  les  côtés  opposés.  Les  droites  AÂ|,  BB,,  CG^  se  cou- 
pent en  trois  points  A',  B',  G  ;  les  droites  AA„  BB„  CC,  en 
trois  autres  points  A",  B",  G".  Démontrer  que  chacun  des 
triangles  A'B'C,  A^B^C  est  le  septième  du  triangle  ABC. 

(Corr.  Catalan.) 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  BOURGET. 


nPI^MBRlB  CBNTRiLB  DES  ClIEMlIfS  DB  FBB.   —  A.   CBAIX  BT  C*% 
RUB  BBROkRB,  iÙ,  A  PARIS.   —  18324-9. 


—  321  — 


THEORIE  DES  CENTRES 

DES    MOYENNES     HARMONIQUES 

Par  M.  K«kler 

(Sm'to,  voir  page  289). 


Centres  des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points  non  en 

ligne  droite. 

II.  Théorème.  —  Si  Voti  donne  un  nombre  quelœnque  de 
points  dans  un  plan,  A,  B,  G  .  .  .et  une  droite  SB',  les  axes 
des  moyennes  harmoniques  de  SS'  par  rapport  au  faisceau 
SABG.  .  .  passent  constamment  par  un  point  fixe,  lorsque  le 
sommet  S  se  déplace  sur  la  droite  donnée  ;  ce  point  est  le  centre 
des  moyennes  harmoniques  du  système  ABC  .  .  .  par  rap- 
port à  SS'  ifig.  9). 

Je  considère  plusieurs  positions  S|,  S,,  S,.  .  .du  sommet, 


ïçjqï      hfi%mt 


elje  coupe  par  une  parallèle  à  S^Sj  tous  les  faisceaux  obtenus; 
celte  parallèle  rencontre  les  axes  des  moyennes  harmoniques 
relatifs  à  chacun  d'eux  aux  points  q^,  9,,  9,,  .  .  •  qui  sont 
respectivement  les  centres  des  moyennes  distances  de  grou- 
pes (ai  fit  Cl  .  .j,  (a^  6,  c,  .  .),  etc.  Je  rapporte  tous  les 
segments  à  une  origine  0  prise  sur  la  parallèle,  et  j'aurai 
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_  Oo.  +  06.  -t-  Oc,  4-  .   .  . 

Oo,  +  06,  +  Oc,  +  .   .  . 

va»  =  ■       

^  n 

et  par  suite  q^q^  =  -—-————— 

ç,,. ;i 

Mais  on  a  la  suite  des  rapports  égaux  : 

■"■■'■■^™"   «—    """■'^■^■■"   -^—    •     •     ■      •     ^^    A 

(X  désignant  le  rapport  des  distances  du  point  A  aux  deux 

parallèles).   — i-^  =  — 2-i-  =....=  ja. 

De  même  pour  les  autres  segments. 
On  conclut  de  là  : 

Mi  =Vf  — 


• 


?«?«    =  *!*• 


n 

^  +  P-  +  V  +    .    .    . 


n 

Les  deux  parallèles  étant  divisées  en  parties  proportion- 
nelles aux  points  q^^  9,,  9,,  .  .  .  et  s^,  «,,  «!»•••  on  en 
conclut  que  les  droites  5|9i,  s^q^^  5,91,  ...  se  coupent  en  un 
même  point  Q. 

12.  Poncelet  a  donné  de  ce  théorème  une  autre  démons- 
tration qui  a  Tavantage  de  montrer  la  connexité  entre  le 
centre  des  moyennes  harmoniqus  et  le  centre  des  moyennes 
distances  du  système  de  points  A,  B,  G  .   .   . 

Le  centre  des  moyennes  distances  de  n  points  A,  B,  G  .  .  . 
situés  dans  un  plan,  est  un  point  Q  tel  que,  si  Ton  projette 
A,  B,  G,  .  .  .  Q  sur  une  droite  quelconque  du  plan  par  des 
projetantes  parallèles,  inclinées  sur  cette  droite  ou  perpendi- 
culaires, on  a  toujours  la  relation  Qg  = ■• 

On  sait  que  Ton  retrouve  toujours  le  même  point  Q,  quelle 
que  soit  la  droite  donnée  et  quelle  que  soit  la  direction  des 
projetantes. 
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Soit  DD'  rintersection  du  plan  ÂBG  .  .  •  avec  un  autre 
plan  M  arbitraire;  je  considère  un  système  de  projetantes 
parallèles  Aa,  B6,  .  •  .  Qq.  Il  est  évident  que  le  point  q  est 
le  centre  des  moyennes  distances  des  projections  a,  6,  c  .  .  • 
Gela  posé,  je  prends  un  point  quelconque  S  dans  l'espace 
comme  centre  de  projection,  et  je  projette  A,  B,  G,  .  .  . 
Q  sur  le  plan  M  en  A',  B\  G',  •  .  .  Q'.  Je  mène  SP  parallèle 
à  Aa,  Bb,  .   .   .  jusqu'à  la  rencontre  du  plan  M,  puis  PP'  pa- 


rallèle à  DD'.  Les  droites  PA',  PB',  .  *  .  PQ'  seront  les  pers- 
pectives du  système  de  projetantes  parallèles  tracées  dans 
le  plan  ABG,  et  la  droite  P9Q'  sera  l'axe  des  moyennes  har- 
moniques du  faisceau  PA'B'G'  •  .  . ,  relatif  à  PP\  Si  l'on 
change  l'orientation  des  projetantes,  le  système  de  points 
Gj  bf  Cy  .  .  .  9  se  déplace  sur  DD';  le  point  P  se  déplace  sur 
PF;  mais  la  droite  mobile  P9  passe* toujours  par  le  point 
fixe  Q\  ce  qu'il  fallait  prouver  (fig.  40). 
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Centres  harmoniques  des  divers  ot'dres. 

43.  Définition.  —  Si  Ton  donne  sur  une  droite  n  points 
Gif  0,,  a„ . .  •  On  et  un  pôle  p  et  si  Ton  cherche  un  point  q  tel 

que  la  somme  des  produits  r  kr  des  n  rapports  — ^      *'"  ' 


gran 


soit  égale  à  zéro,  a  sera  un  centre  harmonique  du  r"*  ordre 
pchk 

du  système  de  points  a^,  a,.  .  .  an  par  rapport  au  pôle  p. 

Si  l'on  rapporte  tous  les  points  à  l'origine  p^  on  aura,  en 

posant  pq  =  Xf  pa|  =  Oi,  pa,  ==  a,  etc une  équation 

/    j      **(»ï  —  i).  .  •  (n  —  r  +  i) 
du  r«  degré  en  x  composée  de — ^ — ^ 

■    •       2a        O  •       m       •       r 

((li  —  X      (X.  -^  fiC              flr  ^~  2D  \ 
. .  .  .  ).     Cette 
ai             a,                ,   ^^     ^ 
équation  détermine  r  points.  On  peut  considérer  ainsi  des 

centres  harmoniques  d'ordres  n —  i,  n —  2,.  .  .  3,  2,  i.  Le 
nombre  des  centres  de  chaque  ordre  est  égal  à  l'ordre.  Il  y 
a  un  seul  centre  du  premier  ordre,  c'est  précisément  le  cen- 
tre des  moyennes  harmoniques.  L'étude  des  propriétés  de 
ces  divers  centres  est  de  la  plus  haute  importance  dans  la 
théorie  des  courbes  algébriques.  Je  me  bornerai  à  étudier  en 
détail  un  système  de  trois  points  donnant  lieu  à  deux 
centres  du  second  ordre  et  à  un  centre  du  premier;  et 
j'indiquerai  en  passant  les  généralisations  les  plus  impor- 
tantes et  les  plus  faciles  à  saisir. 

14.  Théorème  I.  —  Se  q  est  un  centre  harmonique  du  second 
ordre  du  système  des  trois  points  a,  b,  c,  par  rapport  au  pôle  p, 
réciproquement  p  est  un  centre  harmonique  du  premier  ordre  du 
même  système^  mais  par  rapport  au  pôle  q. 

On  a  par  définition 

pb    '     pc         pc    '   pa  "^  pa  '  pc  ^ 

en  multipliant  chaque  terme  par|>a.  pb,  pc  et  divisant  par 

pa         pb    ,    pc 
qa.  qb.  çc,  il  vient  — h  -—  +  -^ —  =  o,  et  cette  équa- 
tion définit  le   centre  des  moyennes  harmoniques  p  des 
points  a,  b,  c  par  rapport  au  pôle  q. 
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Ce  théorème  a  déjà  été  donné  sons  une  autre  forme  (7); 
nous  ayons  tu  qu'un  point  donné  p  peut  être  considéré 
comme  centre  des  moyennes  harmoniques  relativement  à 
deux  points  différents  donnés  par  l'équation 

x*(a  +  6  +  c)  —  2x{bc  -|-  ca  +  û6)  +  3abc  =  o  (8). 
Ces  deux  points  sont  précisément  les  centres  du  second 
ordre,  car  l'équation  (8)  n'est  autre  chose  que  l'équation  (7) 
développée,  en  faisant  pq  =z  x,  pa  =  a^  etc. 

En  général  si  q  est  un  centre  d'ordre  r  d'un  système  de  n 
points  par  rapport  au  pôle  p,  réciproquement  p  est  un  centre 
d'ordre  (n  —  r)  du  même  système  par  rapport  au  pôle  q. 

Théorème  II.  —  Si  qi,  q,  sont  les  centres  du  second  ordre 
du  système  a,  b,  c  par  rapport  au  pôle  p^  le  centre  du  premier 
ordu^  du  système  q^,  q,  par  rapport  à  p  (c'e5^-à-</îr6  le  conju- 
gué harmonique  Q  de  p)  est  en  même  temps  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  cfe  a,  b,  c  par  rapport  au  même  pôle. 

On  a  — r^  = . 

PQ        Ml         P9i 

L'équation        -^  .    -2 L  .   .   ,  =  o 

^  p6        pc     ' 

peut  s'écrire 

(^(^+--=(-©(-^)+-- 

\pg        pbj   \pq         pcj 
\pq/       PQ\P<i      Pà       pc/'^pb.pc      pc  .  pa      pa .  pb 

La  somme  des  racines  est 

Pîi  Wt  3    \pa  ~  pb    ^   pc  /        pQ 

Donc  on  a  —77-  = 1 r — ,  ce  qui  montre 

pvj  pa  po  pe 

que  Q,  conjugué  harmonique  de  p  par  rapport  à  9^,  q^  est  le 

centre  des  moyennes  harmoniques  de  a,  b,  c  par  rapport  à  p. 

Théorème  III.  —  Si  (qi,  q„)  (q'i,  q'^),  sont  respective- 
ment  les  centres  harmoniques  du  système  (à,  b,  c)  pour  deux 


I 

MO 
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pôles  différents  p,  p',  le  conjugué  harmonique  de  p  par  rapport 
à  q\,  q's  coincidera  avec  celui  de  p'  par  rapport  à  qi,  qj. 

Je  rapporte  les  deux  pôles  p,  p\  et  les  points  a,  b,  c 
à  une  origine  arbitraire  0  prise  sur  la  droite  abc\  soient 
Op  =  p,  Oa  =  A,  06  =  B,  etc.  Dans  l'équation  (8),  qui 
a  pour  racines  les  distances  du  pôle  p  aux  deux  centres  q^ 
et  9„  il  faudra  remplacer  x^  a,  6,  c  par  X  —  p,  A  —  p, 
B— p,  C— p. 

Elle  deviendra  (X  — p)*(A  +  B  +  C  —  3p)  —  2(X  —  p) 
[(B-p)(C  _  p)  +  (C  -  p)(A  -p)  +  (A  -  p)(B  -  p)] 

+  3(A  -p)(B  —  p)(C  -  p)  =  G, 
et  aura  pour  racines  les  distances  Og^,  Oq^,  En  effectuant 
les  multiplications  et  posant  pour  abréger 

A +B  +  C  =  Si 
BC  +  CA  +  AB  =  S, 

ABC  =  S, 
on  a  :    X\S^  —  3p)  —  2X(S,  —  pS^  +  3S,  —  pS,  =  o  (9). 

De  même  les  distances  Og'i,  Of',,  sont  données  par  Téqua- 
tion 

X'«(S,  —  3p  )  —  2r(S,  —  p'S)*  +  3S,  —  p'S,  =  o  (9'). 

Pour  avoir  le  conjugué  harmonique  Q  de  p  par  rapport 
aux  points  q^  et  g^,  il  faut  partir  de  la  relation 


PQ  fiv  Mi 


I 


ott  bien     -— ^ -.-  =  — —  +  _ -^, 

uy  —  p  Al  —  p         Xj  —  p 

X|  et  X,  désignant  les  longueurs  Oq^y  Oq^y  racines  de  l'équa- 
tion (9). 

On  tire  de  là   OQ  =  ^^^J^*  ~  ^^^^^  +  .^'^ 

X|  +  X,  —  2p 

et  comme 

^i+^^-      s,-3p     ^  ^*^*-    S.-3p 

il  vient       00  -  6S.  -  2pS,  -  2pXS,  -  S,p) 
,1  vient       OQ-    ,(S,  ~  pS,)  -  2p'(S,  -  3p) 

^   6S,  —  2S,(p  +  p-)  +  2pp'St 
2S,  —  2Sj(p  +  p)  +  6pp' 
Pour  obtenir  le  conjugué  de  p  par  rapport  aux  points 
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9'i»  9)»  ^'  suf&t  éyidemment  de  remplacer  dans  Texpression 
précédente  p  par  p',  et  p'  par  p  ;  comme  elle  est  symétrique 
par  rapport  à  p  et  p\  elle  ne  change  pas,  et  le  théorème 
est  démoETtré. 

Théorôme  IV.  —  Les  centres  harmoniques  du  second 
ordre  de  tous  les  points  de  la  droite  abc  par  rapport  au  système 
(a,  b,  c)  forment  une  involution  quadratique. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  Téquation  (9)  qui 
peut  s'écrire  S^X»  —  2S,X  +  3S,  —  p(3X«—  2SJL  +  S.)  =0: 
comme  elle  est  de  la  forme  cwc*  +  ^^  +  <^  +  y^{a'x*  +  Vx 
-f-c')  =  o,  les  groupes  de  points  qu'elle  détermine,  quand  on 
fait  varier  p,  sont  en  involution. 

Pour  avoir  le  point  central  de  rinvolution,  il  faut  sup- 
poser qu'une  des  valeurs  de  X  devient  infinie,  ce  qui  donne 

S,         A  +  B  +  C    . 
S,  —  3p  =  G  ou  p  =  —^  =  5 — • — .  Le  point  p, 

par  rapport  auquel  on  prend  les  centres  harmoniques,  est 
alors  le  centre  des  moyennes  distances  de  a,  b,  c*  Le  point 
central  est  donné  par  celle  des  valeurs  de  X  qui  n'est  pas 
infinie,  c'est-à-dire 

3S   -M' 
3S>.-pS,    ^^ 3      ^  98»  -  S,S, 

-   2(S.-pS,)         J^^_^\       6S,-2S,«- 

Si  Ton  fait  coïncider  le  point  p  avec  un  des  points  du  sys- 
tème a,  6,  c,  avec  a  par  exemple,  il  faut  faire  p  =  A  dans 
l'équation  (9)  ou  bien  a  =  o  dans  l'équation  (8),  qui  est  mieux 
appropriée  à  ce  cas  particulier.  On  obtient  alors  x*{b  -j-  c) 

—  2bcx  =  o,  d'oh  x'  ^^OfX'  =  T— ; — •  L'un  des  centres  est 

0  -|-  c 

le  point  a  lui-même,  l'autre  est  le  conjugué  harmonique  de 

a  par  rapport  au  segment  bc. 

Soient  a,  p,  y  les  conjugués  harmoniques  de  a,  b,  c  par 

rapport  à  (6,  e),  (c,  a),  (a,  b)  respectivement.  La  connaissance 

des  segments  oot,  frp,  cy  qui  font  partie  de  l'involution,  ou 

même  de  deux  d'entre  eux  seulement,  permet  de  construire 

le  point  central.  Il  suffit  de  décrire  deux  circonférences  sur 
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aa,  bf^  comme  diamètres  ;  la  corde  commune  passe  au  point 
central.  On  voit  aussi  que  les  points  doubles  de  Tinvolution 
sont  imaginaires  ;  car  les  segments  oa,  bp  empiètent  néces- 
sairement l'un  sur  Taulre. 

Remarque.  —  On  peut  ajouter  que  les  pôles  p  et  les  points 
milieux  des  segments  g^g,  qui  leur  correspondent,  déterminent 
sur  la  droite  abc  deux  divisions  homographiques.  La  distance 
de  l'origine  au  point  milieu  z  du  segment  gig,  qui  répond  au 
point  p  est  donnée,  qu  efTet,  d'après  l'équation  (9)  par  la 

formule  z  =  ^ ^-r^  ;  on  a  donc  entre  les  points  variables 

2>i  —  3p 
z  eip  une  relation  d'homographie  3pz  —  S^{z  -}-  p)  -f-  S,  =  o. 
Les  deux  divisions  sont  même  en  involution,  puisque  ;s  et  p 
ont  le  même  coefficient  dans  la  relation  précédente. 

Théorème  V.  —  Soit  q  un  centre  harmonique  du  second 
ordre  pour  un  système  de  ti^ois  points  a,  b^  c  ^  ligne  droite, 
par  rapport  à  un  pôle  p;  si  Von  projette  tous  ces  points  sur 
une  transversale  quelconque  par  des  rayons  issus  d^un  centre  S, 
le  point  q',  projection  de  q,  sera  un  centre  hai^monique  du  second 
ordre  pour  le  système  des  points  a',  b',  c'.,  projections  de  a,  b,  c, 
et  pour  le  pôle  p',  projection  de  p. 

La  démonstration  de  ce  théorème  peut  être  calquée  sur 
celle  que  j'ai  donnée  au  n®  6  pour  la  projectivité  du  centre 

des  moyennes  harmoniques.  On  a  — —  =  X      ,  ,  ,  -^ 

=  X  -ii-         etc 

La  felation  -É.  .  JL  ^  JL  .  J^  +  ^  .  4  =  o 

pb         pc  pc        l>a         p«       po 

entraîne    donc    la    suivante       ..,    .  -^-rr  +      ,  ,     .  -^^-rr 

pb         pc  pc         pfl 

jNa_       qb 
■^  pa'    •    p'b'   "^ 

D'après  cela  on  peut  appliquer  à  un  faisceau  de  rayons 
issus  d'un  même  point  ôe  qui  a  été  dit  pour  un  système  de 
points  en  ligne  droite,  considérer  les  axes  harmoniques  du 
second  ordre  d'un  faisceau  de  trois  rayons  par  rapport  à  un 
autre  rayon  issu  d'un  même  centre,  et  appliquer  aux  axes 
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harmoniques  les  théorèmes  démontrés  pour  les  centres  har- 
moniques. 

La  propriété  projective  s'étend  manifestement  aux  centres 
et  axes  harmoniques  de  tous  les  ordres.  Cela  résulte  de  ce 
que  l'équation  de  définition  est  homogène  par  rapport  aux 

quotients  tels  que-ï — .  (A  suivre,) 


NOTE  SUR  LE  TRIANGLE 

Traduit  de  Tanglals  de  Tonvrage    A  Treatis9  on  »onf  nno  gêomêtrical  methodi. 
Par  ^«aiea  Booili,  membre  de  la  Société  Royale  de  Londres. 

[Suite.  Voir  page  296.) 


39.  Le  carré  de  la  distance  de  deux  centres  des  cercles  ex^ 
inscrits  à  un  triangle  surpasse  le  carré  de  la  somme  de  leurs 
rayons  du  carré  du  côté  opposé  dans  le  triangle. 

Soient  r  et  r"  les  rayons  des  cercles  opposés  aux  angles 
Â  et  G  du  triangle.  On  a 

_        pr       ^  _       pr 
p  —  a  p  —  c 

Donc  r  +  r"  = ^ r-  =  J^ ii^— — ^, 

(p  —  ^)(P  —  <^)  r.pV* 

b{p  —  h)  .      ,       B 

ou  r  -f-  r=  — ^ ^  =  6  cotg  . 

r  2 

Soit  Qù'  la  ligne  qui  joint  les  centres  û  et  û'  alors  on  a 
(form.  97)  :  QQ'  =  bcoséc . 

2 

Donc 

(B                        B  \ 
coséc» cotg*  j  =  b\ 

(107) 

40.  La  somme  des  carrés  des  tangentes  menées  des  quatre 
centres  des  cercles  de  contact  Sun  triangle  à  un  cercle  quel- 
conque passant  par  le  centre  du  cercle  circonscrit,  est  égale  à 
trois  fois  le  carré  du  diamètre  du  cercle  circonscrit. 
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Soient  «>,  û'  û"  les  centres  des  quatre  cercles  de  con- 
tact, 0  le  centre  da  cercle  circonscrit  par  lequel  passe 
le  diamètre  HD,  perpendiculaire  à  la  base  BG.  Soit  Q  le 
centre  d'un  cercle  quelconque  passant   par  le  centre  du 


\ 


\ 


/-- 


•■  1 


.V 
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cercle  circonscrit.  Joignons  le  point  Q  aux  points  lo»  il,  Q\. 
Q'\  0,  H,  Dy  et  joignons  le  point  H  au  point  G  ainsi  que  D 
au  point  G.  On  a 

Qû«  +  Qa>«  =  2QD«  +  2DG»,  puisque  DG= De*. 
Qû'«  +  Qû"«  =  2QH>  +  2HG« 

Mais    2QD«  +  2QH»  =  4R'»  +  4R» 
et  2DG«  +  aCH"  =  8R«. 

Donc 
(Qa)«-.R'«)+(Qû«-.R'«)+(Qû'«_R'«)+(Qû"«— R'«)=i2R« 

(108) 

Mais,  dans  le  premier  membre,  chaque  expression  entre 
parenthèses  représente  le  carré  de  la  tangente  menée  de 
Tun  des  centres  des  cercles  de  contact  au  cercle  Q  dont 
le  rayon  est  R'. 

Si  R'  =  o,  c'est-à-dire  si  le  cercle  arbitraire  se  réduit  à 
un  point,  on  retrouve  un  théorème  déjà  établi  (fornv.  47). 
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41.  Si  les  côtés  du  triangle  excentral  Ûû'û''  sont  prolongés, 
et  que  Von  prenne  les  cercles  de  contact  touchant  les  côtés  de  ce 
triangle,  de  manière  que  les  centres  de  ces  cercles  forment  un 
nouveau  triangle  excentral,  et  si  Von  continue  de  même,  les  trian- 
gles successifs  ainsi  formés  tendent  vers  un  triangle  équilatéraL 

Soient  A,  B,  G  les  angles  du  triangle  donné,  A',  B',  G' 
ceux  du  premier  triangle  dérivé,  A",  B",  G"  ceux  du  second, 
et  ainsi  de  suite.  Alors 

A'  =  -4-  (B  +  G);  B'  =  4-  (C  +  A);  C  =  J-  (A  +  B); 

2  2  2 

Donc  B'  —  A'  =  —  (A  —  B);  C  —  B'  =  —  (B  —  G). 

2  2 

A'  —  G'  =  —  (G  — A). 

2 

Donc  les  différences  entre  les  angles  du  premier  triangle 
dérivé  sont  les  moitiés  des  différences  entre  les  angles  du 
triangle  primitif. 

On  aura  de  même 

A"  =  J-  (B'  +  G');  B"  =  J-  (G'  +  A');  G"  =  —  (A'  +  B'). 

2  2  2 

et  par  suite 

Af'  —  B''  =  —  (B'  _  A')  =  —  (A  —  B). 

2  4 

Donc  la  différence  entre  les  angles  A"  et  B''  est  le  quart 
de  la  différence  entre  les  angles  A  et  B  ;  on  a  un  résultat 
analogue  pour  les  autres  angles.;  donc  les  triangles  succes- 
sifs ont  pour  limite  un  triangle  équilatéraL 

SUR   LSS    TRUNGLBS    DONT    LES    SOUMBTS    SONT    TROIS    DBS    QUATRE 
CENTRES  DES  CERCLES  INSCRITS  ET  EX-INSGRITS. 

4SL  Dans  le  triangle  donné  ABG,  considérons  le  centre  a> 
du  cercle  inscrit,  et  les  centres  û,  û',  û^'  des  cercles  ex- 
inscrits. Menons  les  lignes  Bû,  Bû'  et  B<o.  On  sait  que  Ba> 
est  la  bissectrice  de  l'angle  B,  et  que  Bû  est  la  bissectrice 
de  l'angle  extérieur  ;  donc  Bo)  et  Bû  se  coupent  à  angle  droit. 
Il  en  résulte  que  ûBû'  est  une  ligne  droite.  En  d'autres 
termes,  les  lignes  qui  joignent  les  centres  des  cercles  ex- 
inscrits passent  par  les  sommets  du  triangle  ABG. 
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Le  triangle  ûû'û"'  peut  s'appeler  le  triangle  excentral  prin- 
cipal. 

Nous  ayons  trois  autres  triangles  excentraux  en  prenant 
le  centre  (o  avec  deux  des  centres  des  cercles  ex -inscrits. 


Les  côtés  de  ces  trois  triangles  passent  aussi  par  les  som- 
mets âBG. 

Tous  les  cercles  circonscrits  à  ces  quatre  triangles  sont 
égaux.  En  effet,  on  sait  que  le  diamètre  du  cercle  circons- 
crit à  un  triangle  est  égal  à  l'un  des  côtés  diyisé  par  le 
sinus  de  l'angle  opposé*  Mais  sin  ûû'û"  =  sin  ûkoû"^,  car 
l'angle  Aa>B  est  le  supplément  Aû'B. 

Le  triangle  ABC  est  le  triangle  orthocentrique  du  triangle 
excentral  ûû'û'^  et  co  est  l'orthocentre  du  même  triangle 
excentral.  Gela  est  évident,  car  Au,  B'^û,  Gû'  sont  les  hau- 
teurs du  triangle  ûû'û'^  et  elles  passent  par  a>. 

Un  quelconque  des  quatre  centres  des  cercles  de  contact 
est  Torthocentre  du  triangle  ayant  pour  sommets  les  trois 
autres  centres  des  cercles  de  contact.  Ainsi  û  est  l'ortho- 
centre du  triangle  û'ioû^  Gela  est  évident  à  l'inspection  de 
la  figure. 
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43.  Puisque  les  perpendiculaires  menées  des  sommets  d'un 
triangle  sur  les  côtés  du  triangle  orthocentrique  se  cou- 
pent en  un  point,  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
donné  (voir  n®  16),  il  en  résulte  que  : 

Si  des  quatre  centres  des  cercles  de  contact  on  abaisse  douze 
perpendiculaires  sur  les  côtéSy  ces  perpendiculaires  se  rencontrent 
trois  par  trois  en  qwitre  points^  et  ces  quatre  points  sont  les 
centres  des  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles  excentraux, 

44.  Puisque  le  triangle  ABC  est  le  triangle  orthocentrique 
de  l'un  des  triangles  excentraux,  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit à  ABC  est  la  moitié  du  rayon  du  cercle  ûû'û''  ou 
de  l'un  quelconque  de  ses  égaux  ûa>û\  etc. 

4o.  Le  cercle  des  neuf  points  ABC  bissecte  tous  les  rayons 
vecteurs  menés  de  V orthocentre  de  Vun  des  triangles  eaxentraux 
à  la  circonférence  circonscrite  au  même  triangle. 

Soit  (0  l'orthocentre  et  ABC  le  cercle  des  neuf  points  du 
triangle  QQHf,  Soit  v  le  centre  du  cercle  des  neuf  points,  on 
sait  que  v  est  le  milieu  de  0(t>,  et  comme  le  rayon  OT  du 
cercle  ÛÛ'û''  est  double  de  celui  du  cercle  des  neuf  points 
ABC,  OT  est  le  double  de  vt.  Donc  OT  est  parallèle  à  vr 
et  (i)v  =  tT. 

Si  Ton  prend  le  triangle  ûcdÛ',  dont  Û'^  est  l'orthocentre,  et 
0'  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  considéré, 
alors  O'M  est  double  de  vjjl,  et  û'^O'  est  double  de  û%.  Donc 
û'a  =  U.M.  Donc  le.  cercle  des  neuf  points  bissecte  les  rayons 
menés  de  l'orthocentre  û''  à  la  circonférence  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  ûcoû'. 

46.  Les  lignes  qui  joignent  rorthocentre  de  Cun  des  triangles 
excentraux  au  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  passent 
par  un  même  point,  —  Ce  théorëme  est  évident,  car  toutes 
ces  lignes  passent  par  le  centre  du  cercle  des  neuf  points. 

47.  Si  par  les  centres  Û,  û',  û*  des  cercles  de  contact,  on 
mine  des  lignes  droites  qui  passent  par  les  milieux  des  côtés 
opposés  du  triangle,  ces  lignes  prolongées  se  coupent  en  un 
même  point» 
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Soit  r  le  milieu  du  côté  BG;  alors,  la  surface  du  triangle 
Bûl  est  égale  à  celle  du  triangle  ûGI.  Mais  le  double  de 
Taire  du  triangle  ÛBI  est  égal  à  ÛI.ÛB  sin  Bûl,  et  le  double 
de  Taire  du  triangle  ûGI  est  égal  à  ûI.ûG  sin  Gûl.  Or,  en 
divisant  par  ûl,  on  a 

sin  BQI    __    QG    _    cos  p 
sin  Gûl  ûB  cos  y 

En  formant  des  expressions  analogues  pour  les  centres 
û'  et  û"  on  trouve 

sin  BQI  .  sin  GQ^'  ,  sin  Aûl''  _  cos  p  cos  y  cos  x  _ 
sin  Gûl  •  sin  BûT'  .  sin  Aû^T  ""  cos  y  cos  a  cos  p  "" 
Mais  on  sait  que  lorsque  trois  droites  menées  par  les  som- 
mets d'un  triangle  font  avec  chaque  côté  des  angles  tels 
que  le  produit  des  sinus  de  trois  des  angles  est  égal  au 
produit  des  sinus  des  trois  autres  angles,  ces  droites  passent 
par  un  même  point. 

SUR  LES  CERCLES  RADICAUX  d'uN  TRIANGLE. 

48.  Si,  sur  les  six  lignes  qui  joignent  deux  à  deux  les 
centres  des  quatre  cercles  de  contact,  comme  diamètre, 
on  décrit  des  circonférences,  il  est  facile  de  voir  (45)  que 
les  centres  de  ces  six  circonférences  sont  sur  la  circonfé- 
rence du  cercle  ABG.  Nous  diviserons  ces  diamètres  en 
deux  séries  :  ceux  qui  ont  une  extrémité  en  co,  et  ceux  dont 
les  extrémités  sont  les  centres  û,  û\  û"^  des  cercles  de  con- 
tact extérieurs,  et  nous  appellerons  les  premiers  les  dia- 
mètres intérieurs,  et  les  seconds  les  diamètres  extérieurs.  Les 
centres  des  cercles  radicaux  intérieurs  sont  aux  points 
milieux  N,  N',  N"  des  arcs  AB,  BG,  GA,  tandis  que  les 
centres  des  cercles  radicaux  extérieurs  sont  aux  points 
milieux  M,  M',  M'',  des  suppléments  de  ces  arcs,  de  telle 
sorte  que  les  six  centres  des  cercles  radicaux  sont  sur  la 
circonférence  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABG  et  sur 
trois  diamètres  respectivement  perpendiculaires  aux  trois 
côtés. 

Les  côtés  du  triangle  sont  les  axes  radicaux  d'un  système 
formé  d'un  cercle  intérieur  et  d'un  cercle  extérieur,  tandis 
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que  les  bissectrices  sont  les  axes  radicaux  d'un  système 
formé  de  deux  cercles  de  la  même  espèce. 

Puisque  a>  est  Torthocentre  du  triangle  ûû'û",  «>N  = 
Nû'  et  <oN'  =  N'Û.  Donc  SK  est  parallèle  à  ÛO'  et  égal  à  la 
moitié  de  cette  ligne.  De  la  même  manière,  puisque  û"  est 


n' 


«  > 


l'orthocentre  du  triangle  ûu>û\  MM"  est  égal  à  la  moitié  de 
ûû'  et  lui  est  parallèle.  Donc  MM"  =:  NN'  ;  de  même  NM 
=  N'M"  et  la  figure  NMM"N'  est  un  rectangle  dont  les  côtés 
sont  évidemment 

2R  cos  et  2R  sin . 

2  2 

48.  On  a  vu  (98)  que  l'on  a 

ABC 
ûû"  =  4R  cos  — ,  ÛÛ*  =  4R  cos  — ,  Q'Q"  =  4R  cos  — 

2  2  2 

et  au^si  (101) 

A  A  G 

Ûw  =  4R  sin — ,  U^w  =  4R  cos  — ,  ûu>  =  4R  sin  — • 

2  2  2 

En  élevant  ces  expressions  au  carré,  on  a,  en  les  ajoutant 

deux  à  deux  : 

ûio«  +  Û'Û"«  =   16R*;  û'o)*  +  Û"Û«  =  i6R«;| 

Û"a>*  +  ÛÛ'«  =  i6R*. 

Donc  la  somme  des  carrés  d'un  côté  d'un  triangle  et  de  la 


(108) 
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distance  de  son  orthocentre  au  sommet  opposé  au  côté  considéré 
est  égaie  au  carré  du  diamètre  du  cercle  circonscrit. 

On  a  Yu  que,  si  P  représente  le  demi-périmëtre  du  triangle 

excentral,  on  a 

^f         A     .            B     .            G  \ 
P  =  2R{  cos 1-  cos [-  cos ]. 

De  même,  si  F  est  la  demi-somme  des  lignes  menées  du 
point  (1)  aux  sommets  du  triangle  excentral,  on  a 

P  ==  2R(  sin y-  sin 1-  sm j. 

\  2  2  2    / 

On  a,  en  reprenant  les  expressions  ci-dessus, 

/A                   B                   G  \ 
=  i6R*(  cos* f-  cos* Y-  cos"  ). 

\  2  2  2    / 

Eu  réduisant,  en  remplaçant  d'abord  les  cosinus  par  leurs 
valeurs,  on  trouve,  en  s'appuyant  sur  des  formules  déjà 
démon  Irées  (12) 

ûû'*  +  û'û"»  +  û"û«  =  8R(4R  +  r)  (109) 

On  trouve  de  la  même  manière 

Qw*  +  ûV  +  Û'co*  =  8R(4R  —  r).      (110) 

Donc  la  somme  des  carrés  des  côtés  du  triangle  excentral 
est  égale  à  8R(4R  -j-  r),  et  la  somme  des  carrés  des  distan- 
ces des  sommets  de  ce  triangle  au  point  co  est  égale  à 
8R(4R  —  r). 

80.  Les  propriétés  déjà  démontrées  nous  permettent  d'éta- 
blir que  les  six  axes  radicaux  des  cercles  inscrits  et  ex-inscrits  à 
un  trianglCy  pris  par  groupes  de  deux,  se  coupent  à  angle  droit 
au  milieu  des  côtés  d'un  triangle  et  sont  parallèles  aux  côtés  et 
aux  hauteurs  du  triangle  excentral  principal. 

De  même,  si  ABG  est  un  triangle,  co,  û,  û',  U"  les  quatre 
centres  de  contact,  on  peut  avec  ces  quatre  centres  former 
trois  quadrilatères  complets.  Les  douze  cercles  ciixonsciits  aux 
t7*iangles  qui  composent  ces  quadrilatères  passent  quatre  par 
quatre  aux  points  A,  B,  G,  et  leurs  centimes  sont  confondus  dieux 
par  deux  en  six  points  sur  la  circonférence  circonscrite  au 
tHangle  ABC.  (A  suivre.) 


i 
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BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 


FACULTÉ  DE  DIJON. 

Session  de  Juillet  1879, 

Un  polygone  régulier  de  douze  côtés  étant  inscrit  dans  un  cercle  de 
nyon  r,  on  demande  de  calculer  en  fonction  der:  1*  le  côté  c;  2*  l'apo- 
Ibème  a;  3"  la  surface  S  de  ce  polygone.  On  aura  soin  de  simpliner  le 
plus  possible  chacune  des  expressions  obtenues. 

—  Déterminer  les  valeurs  de  x  qui  rendent  maxima  ou  mlnima  Texpres- 
sion  cos  X  +  cos  2x. 

—  On  lance  un  projectile  verticalement;  exprimer,  en  fonction  de  sa 
vitesse  initiale  Vo  et  de  Tintensité  g  de  la  pesanteur,  le  temps  qu'il  met  à 
parcourir  la  moitié  de  la  hauteur  du  point  le  plus  élevé  de  sa  course. 

—  Calculer  le  volume  engendré  par  la  rotation  d'un  triangle  équilatéral 
de  côté  a  autour  d*un  axe  situé  dans  le  plan  de  ce  triangle  passant  par 
an  de  ses  sommets,  et  faisant  avec  le  côté  opposé  un  angle  de  90*. 

—  Dans  un  triangle  donné  ABC,  exprimer  la  longueur  de  la  bissectrice 
iotérteure  de  l'angle  A,  au  moyen  des  lignes  trigonométriques  de  cet  angle, 
et  des  longueurs  b,  c,  des  côtés  qui  le  comprennent 

—  Trouver  tous  les  arcs  qui  satisfont  à  l'équation 

sin  bx  s  sin  yx. 


FACULTÉ  DE  PARIS 

Session  de  Juillet  1879. 

Étant  donnée  l'équation  du  second  degré 

iD*  +  pa?  +  Q  =  G, 
former  l'équation  du  second  degré  qui  admet  pour  racines  les  carrés  des 
racines  de  la  précédente. 

—  D'un  point  0,  on  mène  à  une  droite  AX  une  perpendiculaire  OA,  et 
trois  obliques  OB,  OC,  OD  telles  que  les  trois  angles  AOB,  BOG,  COD  soient 
égaux;  connaissant  les  longueurs  OA  =  a,  AB  =:  6  calculer  AG  et  AD. 

—  Soient  Y,  V,  Y",  les  volumes  engendrés  par  un  même  triangle  rec- 
tangle qu'on  foit  tourner,  successivement  autour  de  son  hypoténuse  et 
autour  de  chacun  de  ses  côtés  de  l'angle  droit.  Prouver  que  Ton  a 

—  Calculer  les  tangentes  des  angles  d'un  triangle  sachant  que  les  côtéi 
ont  pour  valeur  3, 4  et  5. 

—  Trouver  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  Texpreshion 

X 

x^  +  I 
lorsque  la  variable  x  prend  toutes  les  valeurs  possibles. 
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-  -<-  Calculer  le  rayon  de  base  et  la  hauteur  d'un  cône  connaissant  son 

4 
volume  -7-«a'f  et  sa  surface  totale  %  h*. 

—  Les  quantités  variables  x  et  y  étant   assujetties  à  vérifler  Téquation, 

x^  +  y^  +  xy  =^K^ 
assigner  les  valeurs  de  a;  et  y  qui  font  prendre  à  l'expression 

ax  -^by 
sa  plus  grande  valeur,  et  dire  quelle  est  cette  valeur  maxima. 

—  Etant  donné  un  tétraèdre  ABGD,  on  demande  :  1*  de  prouver  que  les 
milieux  des  quatre  arêtes  ÀC,  AD,  BC,  BD  partant  des  points  A  et  B  sont 
dans  un  même  plan  ;  2*  de  trouver  le  volume  des  deux  solides  dans  lesquels 
le  plan  qui  passe  par  ces  milieux  décompose  le  tétraèdre,  connaissant  le 
volume  de  ce  tétraèdre. 

—  Rendre  calculable  par  logarithmes  l'expression 

sin  a  +  sin  &  4"  sin  c  +  sin  d, 
sachant  que  a'\'b  +  c  +  d  =  36o*. 
^  Dans  le  triangle  ABC  on  donne  : 

A  =  6o*;  b  =  c[2  +  y/J] 

B  —  C 
Calculer  la  tangente  de  Tangle ,  puis  les  angles  B  et  C. 

2 

—  On  donne  le  rayon  r  du  demi-cercle  AOB;  calculer  le  côté  CD  du 
trapèze  inscrit  ABCD,  dans  lequel  la  somme  des  bases  est  égale  à  la  somme 
des  deux  autres  côtés. 

—  Soit  AB  le  diamètre  d'un  cercle;  on  demande  quel  angle  doit  faire  la 
corde  AC  avec  ce  diamètre,  pour  que  les  volumes  engendrés  par  les  seg- 
ments du  cercle  AMC,  BNC  tournant  autour  de  AB  soient  dans  le  rapport 

de  g  à  I. 

b 
•—  Le  rapport  — -  des  côtés  de  langle  droit  d'un  triangle  rectangle  est 

égal  à  2  -(-  V3<  ^'^^^"^^  ^^  cosinus  de  la  différence  B  —  C  des  deux 
angles  aigus. 

^  On  donne  les  deux  bases  a  et  5  d'un  trapèze,  la  hauteur  k  et  l'angle  V 
qui  font  entre  eux  les  prolongements  des  côtés  non  parallèles.  Calculer  les 
longueurs  de  ces  côtés.  On  suppose  &  >  a.  On  appliquera  les  formules 

trouvées  an  cas  de:  

0  =  2;    ft  =  5;    c  =  V3;    V  =  6o*. 

—  A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  nombres  /,  m,  n,  pour  que 
les  trois  équations  x  —  ^y  —  n  =  o, 

y  —  Ix  —  m  =  G, 
nx  +  my  —  i  =  o, 
puissent  être  vérifiées  par  un  même  système  de  valeurs  de  x  et  y. 

^  La  hauteur  d'une  pyramide  hexagonale  régulière  est  égale  au  côté 
de  la  base;  calculer  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  faces  latérales  adjacentes. 

—  Un  levier  AB  est  formé  par  une  barre  rectiligne  homogène  de  lon- 
gueur ly  et  de  poids  p.  Le  point  d'appui  C  divise  la  barre  de  façon  que 
AC  s  2CB.  Quelle  est,  en  tenant  compte  du  poids  de  la  barre,  l'équation 
d'équilibre  du  levier  sollicité  à  ses  extrémités  A  et  B  par  deux  forces  P 
et  F'  parallèles  à  la  direction  de  la  pesanteur? 

—  Connaissant  la  somme  4a  des  diagonales  d'un  losange  et  le  rayon  r 
du  cercle  inscrit,  calculer  les  deux  diagonales  et  la  longueur  du  côté.  On 
appliquera  au  cas  où  l'on  donne       a  =  17,5  ;  r  =s  12. 


J 
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—  Les  deux  traces  d'un  plan  font  arec  la  ligne  de  terre  un  même  angle 
donné  a.  Calculer  la  tangente  de  l'angle  de  la  ligne  de  terre  avec  le  plan. 

—  Un  corps  pesant  est  placé  sur  un  plan  incliné  faisant  un  angle  de  45* 
avec  le  plan  horizontal  ;  P  désignant  son  poids,  quelle  sera  la  grandeur  de 
la  force  qu'il  faudra  lui  appliquer  pour  le  maintenir  en  repos,  celte  force 
étant  supposée  dirigée  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  ? 


FA(]ULTÉ  DE  BORDEAUX 

Session  de  JuiUet  1870. 

Étant  données  les  trois  arêtes  n,  b,  c  d'un  parallélépipède  rectangle, 
calculer  l'angle  des  diagonales. 

—  Résoudre  l*éqoation 

tg(j;  +  a)  +  tg(a;  —  a)  —  2colg  x  =  o. 

—  On  propose  à  une  personne  d'échanger  une  rente  viagère  de  80  francs 
qu'elle  reçoit  contre  1000  francs  une  fois  payés;  la  personne  accepte  et 
survit  8  ans  à  ce  marché.  Lequel  des  deux  contractants  a  gagné  à  cet 
échange?  On  supposera  le  taux  d'intérêt  à  5  0/0  par  an. 

—  On  mène  à  une  circonférence  de  rayon  r,  quatre  tangentes  parallèles 
deux  à  deux,  qui,  par  leur  intersection,  forment  un  parallélogramme.  Cal- 
culer la  surface  de  ce  parallélogramme,  connaissant  l'angle  A  de  deux 
tangentes  consécutives. 

—  On  donne  la  hauteur  h  d'un  cône  et  Tangle  a  que  fait  cette  hauteur 
avec  l'arête.  Calculer  le  rayon  d'un  cercle  dont  l'aire  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  la  surface  latérale  du  cône  et  celle  de  son  cercle  de  base. 
Application  h  =b  i"',226;  «  »  29*  42'. 

—  Résoudre  l'équation 

a  -\-  X  6-f-a?    __  ^ 

b  i-  X  a  -{-  X  2* 

Vérilicaiion. 

—  Calculer  le  volume  et  la  surface  totale  du  solide  engendré  par  la 
révolution  du  parallélogramme  ABCD  autour  de  BA,  en  admettant 

AB  =  35-;  AD  =  26-;  BAD  =  io5*. 

—  Deux  droites  qui  font  entre  elles  un  angle  a  iniérieur  à  90*  étant 
données,  on  prend  AB  =  a  ;  de  B,  on  abaisse  une  perpendiculaire  BD  sur 
AX;  du  pied  D  de  celle  perpendiculaire,  on  abaisse  DE  perpendiculaire  & 
AB;  puis  EF  perpendiculaire  à  ÂD,  ele.  Calculer:!*  la  somme  des  17  pre- 
mières perpendiculaires;  2*  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  d*un 
nombre  infini  de  ces  perpendiculaires. 

—  Résoudre  le  système      a?  +  y  =  o'  +  6' 

4a?t/  aa  a*  -f  à'b^  +  6*. 
Vérifier  une  des  valeurs  trouvées. 

—  La  distance  des  centres  de  deux  cercles  est  égale  à  a;  l'angle  que 
font  leurs  tangentes  extérieures  est  égal  à  2a;  l'angle  des  tangentes  Inté- 
rieures égal  à  26.  Calculer  les  rayons  des  cercles.  Application  : 

a  =s  714" 
2a  =  36*  S' 
26  =s  104*  la' 
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FACULTÉ  DE  LILLE 

Semion  de  Juillet  1879. 

Enoncé  des  trois  lois  de  Kepler.  -~  Sachant  que  la  durée  de  la  révo- 
lution sidérale  de  la  Terre  est  de  365j,256  et  celle  de  Mars  686j,979  ; 
évaluer  la  distance  moyenne  de  Mars  au  Soleil,  en  prenant  pour  unité  la 
distance  nvoyenne  de  la  Terre  au  Soleil. 

—  Étant  donnée  une  ellipse  dont  on  connaît  le  grand  axe  et  la  distance 
focale,  on  décrit  avec  le  rayon  R  une  circonférence  qui  lui  soit  concentrique. 
Si  M  est  l'un  des  points  d'intersection  des  deux  courbes,  on  demande  de 
calculer  les  rayons  vecteurs  MF  et  MF  de  ce  point.  Condition  de  possibi- 
lité déduite  des  formules. 

•^  Entre  quelles  limites  varie  l'expression  : 

a^    —  '2005    +    I 

a?*  +  200;  —  I 
quand  x  croit  d'une  manière  continue  de  —  oo  à  +  oo,  a  désignant  une 
constante    quelconque  ?  Pour  quelle  valeur  extrême    de  a  le  maximum 
et  le  minimum  de  l'expression  deviennent-ils  égaux  7 

—  Étant  donné  un  carré  ÀBGD,  trouver  sur  le  côté  CD  supposé  prolongé 

MA 

indéfiniment  le  point  M  pour  lequel  le  rapport  a  la  plus  grande  va- 

Mo 

leur  possible. 

—  Résoudre  exactement  l'équation  : 

9\n^(x  +  i5)  —  sin»(a;  —  i5)  =  — . 

4 

—  Trois  forces  verticales  et  de  même  sens  sont  appliquées  aux  trois 
sommets  Â,  B,  C  d'un  triangle  horizontal  donné,  on  donne  aussi  le  point 
d'application  D  de  leur  résultante.  Quelle  relation  obtient-on  entre  les  deux 
forces  appliquées  en  B  et  G  et  les  deux  triangles  ADB,  ADG  quand  on 
emploie  le  théorème  des  moments  par  rapport  à  l'axe  DÀ.  Trouver  le  rap- 
port des  surfaces  des  irois  triangles  ADB,  ADG,  BDG. 

—  Par  l'extrémité  A  du  diamètre  AB  d'une  demi-circonférence,  on  mène 
une  corde  AG,  et  par  le  point  G  une  corde  GD  parallèle  au  diamètre. 
Déterminer,  à  une  seconde  près,  l'angle  BAG  de  telle  manière  que  la  corde 
AG  soit  le  double  de  la  corde  GD. 

.  —  Pour  établir  une  communication  entre  les  deux  rives  d'un  torrent,  on  a 
le  choix  de  construire  soit  un  pont  en  bois,  qui  coûtera  seulement 
40000  francs,  mais  qui  s'usera  vile  et  qu^on  devra  reconstruire  tous  les 
3o  ans,  soit  un  pont  en  pierres  qui  coûtera  120000  francs,  mais  dont  la 
durée  est  supposée  infinie.  On  demande  quelle  est  da  ces  deux  construc- 
tions la  plus  économique,  en  supposant  le  taux  de  l'intérêt  de  5  0/0,  et  en 
admettant  que  le  capital  emprunté  pour  payer  chaque  construction  doive 
être  amorti  au  moyen  d'annuités  successives  égales,  payables  à  la  fin  de 
chaque  année,  et  réparties  sur  tout  le  nombre  d'années  que  durera  le  pont. 

—  Gonnaissant  dans  une  ellipse  le  grand  axe  20,  et  la  distance  focale  2c, 
on  considère  le  point  M  de  cette  courbe  dont  le  rayon  vecteur  est  FM  «=  r  ; 
on  abaisse  de  ce  point  la  perpendiculaire  MP  sur  le  grand  axe.  Évaluer 

'aire  OMP  et  trouver  la  valeur  de  r  pour  laquelle  cette  aire  est  maxima. 


j 
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—  Rendre  calcolables  par  logarithmes  les  expressions 

J  +  cos  A;    I  +  sin  A; 
sin  A  COI  A 

I  ±:  cos  A     '        I  db  sin  A 
^  Une  tour  hante  de  45  mètres  est  construite  an-dessus  d'un  sol  horizontal. 
On  lance  horizontalement  du  haut  de  la  tour  une  baUe  de  plomb,  et  elle 
▼a  toucher  le  sol  k  une  distance  du  pied  de  la  tour  égale  à  70  métrés. 
On  demande  quelle  Titesse  initiale  a  été  imprimée  à  la  balle. 

—  Comment  faut-il  mener  la  corde  CD  parallèle  au  diamètre  AB  d'une 
demi-circonférence  pour  que  le  périmètre  du  trapèze  ABCD  soit  maximum? 
Éviter  de  prendre  pour  inconnue  la  distance  de  la  corde  CD  au  centre. 


CONCOURS  ACADÉMIQUS 


POITIERS  1879 
ftolaltoB  par  M.  Babu,  élève  an  Lycée  de  Niort 

(Copte  cotironnée,) 

Sur  le  diamètre  AB  (Tun  cercle  on  prend  AG  =  AB,  et  on 

perpendiculaire 


conque  P  de  cette  perpendiculaire  au  point  A;  la  droite  PA 
rencontre  la  circonférence  en  H.  La  droite  BH  rencontre  CP 
en  Q.  On  mène  par  P  une  parallèle  à  GAB  qui  rencontre  QA 
en  R  et  par  le  point  Q  t^ne  parallèle  à  GAB  qui  rencontre  PA 
en  M.  La  figure  ainsi  formée  jouit  des  propriétés  suivantes  :  * 

1^  Le  produit  PG  X  GQ  est  constant.  Les  triangles  CPA, 
CQB  sont  semblables,  car  les  angles  GPA,  QBG  ont  leurs 
côtés  perpendiculaires.  On  peut  donc  écrire  : 

=  .^  ;  d'où  PG.GQ  =  GA.GB  =  KK 


CB    ""    GQ 

PA  HA  . 

9^  On  a      ^    =  -TfTT-  Car  dans  le  faisceau  de  quatre 

droites  QG,  QA,  QB,  QM,  Fun  des  rayons  est  parallèle  à 
une   droite   divisée  en  deux  parties    égales  par  les  trois 
autres  rayons  ;  ce  faisceau  est  donc  harmonique. 
3"  Les  trois  points  P,  K,  B  sont  en  ligne  droite.  Joignons  le 

*  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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point  B  aux  points  K  et  P.  Les  triangles  AKB,  PGB,  rectan- 
gles l'un  en  A,  l'autre  en  G  sont  semblables;  en  effet  la  simi- 
litude des  triangles  AKB,  ACQ  nous  donne  =  -t^: 

AC  PC 

les  triangles  PGA,  GBQ  donnent  aussi  -r^  ==  -7^. 

AK  PG 

Donc  on  a  -ttô-  =    ^p  .  Par  suite  les  droites  BK  et  BP 

KB  LiD 

sont  confondues. 

4^  Les  points  R,  B,  M  sont  en  ligne  droite.  Je  joins  le  point 

R  aux  points  B  et  M,  je  dis  que  les  deux  droites  RB  et  RM 

sont  confondues.  En  effet,  les  triangles   PAR,  MAQ  nous 

RA  PA 

donnent  __=__; 

d'ailleurs,  d'après  la  construction,  ■  ^  ,    =    ^^    .      Mais 

PA  HA  RA  AB 

nous  avons  yu  que  -^^  =  -^j^^  ;  donc  -^^  :=  .^^,et 

les  deux  triangles  RAB,  RQM  sont  semblables  ;  il  en  ré- 
sulte que  les  droites  RB  et  RM  sont  confondues. 

8°  La  droite  KM  p<isse  par  un  point  fixe.  Gela  résulte  de  la 
propriété  précédente.  En  effet,  la  ligne  MO  passe  par  le  mi- 
lieu de  PR  ;  de  même  la  droite  KO  passe  par  le  milieu  de 
PR.  Donc  les  droites  KO,  MO  qui  ont  deux  points  communs 
se  confondent  et  par  suite  MK  passe  par  le  centre  du  cercle. 
De  plus  MK  =  MA,  car  le  triangle  KMQ  est  semblable  au 
triangle  isocèle  AKO. 

6*  La  droite  HK  passe  par  un  point  fixe.  Ge  point  fixe  est  le 
point  D  oU  HK  rencontre  AB.  En  effet,  d'âpres  une  propriété 
connue  des  polaires  dans  le  cercle,  le  point  D  appartient  aux 
polaires  des  points  P  et  Q,  el  par  conséquent  il  est  le  pôle 
de  la  droite  fixe  GP. 

70  Trouver  le  lieu  des  points  M  et  R.  Le  point  M,  d'après 
la  propriété  (8),  est  également  distant  de  la  circonférence 
OA  et  de  la  droite  PQ.  Par  conséquent,  si  l'on  mène  une 
droite  parallèle  à  PQ,  du  côté  du  cercle,  et  distante  de  PQ 
d'une  longueur  égale  à  OA,  le  point  M  sera  également  dis- 
tant du  point  0  et  de  cette  parallèle.  Il  sera  donc  sur  une 
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parabole  ayant  0  pour  foyer,  et  la  droite  ainsi  construite 
pour  directrice.  Le  même  raisonnement  s'applique  au 
point  R. 

Remarque.  Si  la  droite  PQ  se  rapproche  ou  s'éloigne  du 
point  A,  en  restant  perpendiculaire  à  BÂ,  de  sorte  que 
GA  =  mBA,  m  étant  différent  de  i»  le  produit  GP.GA  est 

PA  HA 

encore  constant  ;  le  rapport    ^       deyient  égal  à  m  ; 

JrM  H  In 

les  trois  points  P,  E,  B,  sont  en  ligne  droite  ;  la  droite  HK 
passe  toujours  par  le  pôle  de  la  droite  PQ;  mais  les  trois 
points  M,  B,  R  ne  sont  plus  en  ligne  droite. 


TOULOUSE  1879 

Solution  par  M.  Lannss,  élëTe  an  Lycée  de  Tarbes. 

(Copie  cowTùnnée.) 

Trois  points  OAB  étant  situés  en  ligne  droite,  on  mine  par  le 
point  0  une  droite  variable  OT  et  par  les  deux  points  A  et  B  un 
cercle  ABC  tajigent  à  la  droite  OT. 

Déterminer  la  position  de  la  droite  OT  de  telle  manière  que 
le  cercle  ABC  ait  un  rayon  donné  R. 

On  désire  obtenir  une  construction  géométrique  et  aussi  une 
relation  algébrique  entre  les  lignes  trigonométriques  de  Fangle  0 
et  les  quantités  R,  OA,  OB. 

On  déduira  de  chaque  méthode  la  discussion  des  résultats. 

Solution  géométrique.  —  Du  point  A  comme  centre  avec  la 
longueur  donnée  R  pour  rayon,  je  décris  une  circonférence  : 
c'est  un  premier  lieu  du  centre  de  la  circonférence  ABC  ; 
par  le  milieu  E  de  AB  j'élève  une  perpendiculaire  sur  cette 
droite.  L'intersection  de  cette  perpendiculaire  et  de  la  cir- 
conférence donnera  le  centre  D  de  la  circonférence  ABC. 

En  menant  du  point  0'  une  tangente  à  la  circonférence  D, 
on  aura  la  position  de  la  droite  OT. 

Gomme  d'un  point  extérieur  à  une  circonférence  on  peut 
mener  deux  tangentes  à  cette  circonférence,  il  y  aura  deux 
positions,  OG  et  OG'   de  la  droite,  et,  comme  il  ;y  a  deux 
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circonférences  telles  que  ABC  symétriques  par  rapport  à  la 
droite  OÂ,  on  voit  qu'il  y  aura  en  général  quatre  positions 
de  la  droite,  symétriques  deux  à  deux  par  rapport  à  OA. 

Discussion.  —  La  seule  condition  à  remplir  pour  que  le 
problème  soit  possible,  c'est  que  la  perpendiculaire  élevée 
en  E  sur  AB  coupe  la  circonférence  A  :  on  doit  donc  avoir 

AB  <  2R 
ou  en  désignant  OA  par  a,  OB  par  b 

6  —  a  <  2R. 

Pour  b  —  a  =  0,  il  y  a  trois  positions  de  la  droite,  l'une 
suivant  OA  et  les  deux  autres  symétriques  par  rapport  à  OA. 

Pour  b  —  a  <  2R,  il  y  a  quatre  solutions. 

Pour  b  —  a  =  2R,  les  quatre  positions  se  réduisent  à  deux 
symétriques  par  rapport  à  OA. 

Solution  analytiqus.  —  Désignons  l'angle   GOD  par  a  et 

l'angle  AOD  par  ^  :  désignons  aussi  l'angle  0  par  x. 

Le  triangle  rectangle  GOD  donne 

OC 
cos  X  =  ^, 


ou,  en  remplaçant  OG  et  OD  parleurs  valeurs  /afc  et  ]rR*-Pa6 


=)Ç 


ab 

cos  a 


+  ab' 
de  môme  le  triangle  DOE  donne 

a  +  b 

cos  B  =  —      ' 

2  >/R«  +  ab* 
Or,  on  a  l'égalité  ol-\-  p  =  x 

qui  devient  successivement 

cos  (a  -|-  p)  =  cos  X 
cos  a  COS  p  —  cos  X  =  sin  a  sin  P, 
et,  en  élevant  au  carré  et  exprimant  tous  les  arcs  par  leurs 
cosinus, 
cos"   a  -f-  cos"  P  +  c<>s"  X  —  2C0S  a  cos  p  cos  CD  =  I .  (1) 
Remplaçons  dans  cette  égalité  cos  a  et  cos  ^  par  leurs 

valeurs,  il  vient  ^^^  +  ^R^+^L) 

,         .  a  4-  b  ^âb 

+  cos"  X  —  cos  X  .  =  .    ,  =3  I  ; 

\/R"  +  oft      v^R"  +  ab 
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ouy  en  faisant  toul  passer  au  premier  membre,  simplifiant 

et  ordonnant  par  rapport  à  cos  x  

4(R*  +  û6)  cos"  X  —  4(a  +  f>)  Vo6  .  cos  x 

+  (a  +  6)"  —  4R*  =  G.  (2) 

La  relation  (1)  étant  encore  vraie  quand  on  a 

a  —  p  =  G, 
on  Yoit  que  les  deux  valeurs  du  cosinus  données  par  l'équa- 
tion (2j  s'appliqueront,  Tune  à  Tangle  GOD,  l'autre  à  l'angle 
GOD'. 
Résolvant,  il  vient,  toutes  réductions  faites, 

*'*''  -^  =  2(R«  V  ab)  (v'â*  («  +  *)  =t  R  v^4R*  -  (a  -  «»)•) 

Discussion.  —  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut 
d'abord  que  la  quantité  sous  le  radical  soit  positive,  c'est-à- 
dire  que  l'on  ait  b  —  a  <  2R. 

Il  faut  ensuite  que  la  valeur  du  cosinus  soit  inférieure 
à  I  et  supérieure  à  —  i,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(o  +  6)  .  >/o6  +  R  V4R*  —  (a  — 6)«<  2(R«  -f  ab) 

et  (a  +  6)  .  \'Ô6  —  R  V4R«  —  (a  —  6)*  >  —  2(R«  +  ab) 
ou,  en  isolant  le  radical  et  élevant  au  carré, 

4R«  —  R«(a  —  6)*  <  [2(R«  +  a6)  —  (a  +  ô)v^]* 

et     4R*  —  R«(a  —  6)«  <  [2(R«  +  ab)  +  (a  +  6)v/Ô6]*- 

La  première  inégalité  entraînant  la  seconde,  c'est  la  seule 
qui  doive  être  satisfaite  ;  en  effectuant,  on  trouve  toutes 
réductions  faites  :  —  R*  <  06 

inégalité  qui  est  toujours  vérifiée. 

La  seule  condition  est  donc  b  —  a  <  2R. 

Lorsque  b  —  a  =  o,  les  deux  valeurs  de  cos  x  sont 

ab  —  R' 

cos    X  =    I  cos     X  =  —7 — ; — r-; 

ab  +  R» 
l'un  des  angles  devient  nul,  et  il  n'y  a  que  trois  positions 
de  la  droite  OT  :  c'est  ce  qu'on  avait  trouvé  par  une  autre 
méthode. 

Pour  b  —  a  <  2R,  l'équation  a  deux  racines  admissibles  ; 
il  y  a  donc  quatre  positions  de  la  droite,  symétriques  deux 
à  deux  par  rapport  à  OA. 
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Si  6  —  a  =  2R,  il  y  a  une  racine  double  :  il  n'y  a  que 
deux  positions  de  la  droite. 

Remarque  I.  —  On  serait  arrivé  aux  mêmes  résultats  en 
s'appuyant  sur  les  propriétés  du  quadrilatère  inscriptible 
pour  calculer  l'angle  0. 

Remarque  II.  —  Si  par  A  et  B  on  menait  d'autres  circon- 
férences coupant  la  droite  OC,  les  points  d'intersection  de 
ces  circonférences  avec  la  droite  formeraient  une  involution 
dont  le  point  0  serait  l'origine  et  C  un  point  double. 

Le  lieu  de  ce  point  double,  quand  la  droite  OT  tourne 
autour  du  point  0,  est  une  circonférence  décrite  de  0 
comme  centre  avec  \fâb  pour  rayon  :  cette  circonférence 
coupe  ortbogonalement  toutes  les  circonférences  passant 
par  A  et  B. 


QUESTIOiNS  PROPOSÉES  A  DES  EXAMENS  DE  L'ÉTRANGER 


BELGIQUE 

Trouver  un  nombre  x  tel  que  si  on  le  retranche  des  nombres  donnés 
a  et  6,  et  qu'on  divise  les  restes  obtenus  respectivement  par  b  et  par  a,  la 
somme  des  quotients  soit  i.  Démontrer  que  la  valeur  de  l'inconnue  est 
positive  quels  que  soient  a  ei  h. 

—  Trouver  trois  nombres  x^  y  y  %  en  supposant  :  1*  que  les  deux  derniers 

soient  entre  eux  dans  un  rapport  donné ;   2*  que   si  au   premier  on 

ti 

ajoute  chacun  des  deux  autres,  les  doux  sommes  soient  respectivement  a 

et  6.  Trouver  les  conditions  pour  que  les  inconnues  soient  positives. 

—  Construire  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné  et  équivalent  à 
un  trapèze  donné. 

—  Déterminer  sur  une  droite  donnée  un  point  tel  que  les  deux  (angent&s 
menées  de  ce  point  à  un  cercle  donné  fassent  entre  elles  un  angle  donné. 

—  Trouver  entre  quelles  limites  peut  varier  K  dans  l'équation 

î/*  —  2axy  4-  }Px^  —  a^y  +  dbx  —  K  =  o 
lorsque  x  ^i  y  prennent   toutes  les   valeurs  réelles  possibles.  Discuter  eo 
supposant  que  a  soit  inférieur,  supérieur,  ou  égal  à  &. 

—  Étant  donnés  un  cercle  et  deux  points  A  et  B  dans  le  plan  de  ce 
cercle,  trouver  sur  la  circonférence  un  point  K  tel  que,  en  menant  les 
sécantes  ÂKL,BKM,  la  corde  LM  soit  parallèle  à  AB.  On  supposera  :  1*  les 
deux  points  hors  du  cercle;  2*  les  deux  points  dans  le  cercle;  3*  un  point 
en  dehors,  .l'autre  en  dedans. 

—  Deux  ouvriers  A  et  fi  ont  reçu  pour  de  l'ouvrage  fait,  le  premier 
3o  franes  et  le  second  14  francs,  ce  dernier  ayant  travaillé  trois  jours  de  moins 
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que  le  premier.  Si  À  avait  travaillé  deux  jours  de  moins,  et  B,  cinq  jours 
de  plus,  ils  auraient  reçu  autant  l'un  que  Vautre;  on  demande  le  nombre 
de  jours  de  travail,  et  le  prix  de  la  journée  de  chacun. 

—  Construire  un  triangle  connaissant  deux  angles  et  le  rayon  du  cerrlo 
inscrit 

—  Une  personne  qui  possède  80000  francs  emploie  une  partie  de  cette 
somme  à  foire  l'acquisition  d'une  maison.  Elle  place  ensuite  les  trois  quarts 
de  ce  qui  lui  reste  à  5  0/0  et  le  dernier  quart  à  4  1/2  0/0;  elle  se  forme 
avec  ce  placement  un  revenu  de  2925  francs.  On  demande  le  prix  de  la 
maison  et  le  montant  des  sommes  placéas  à  5  et  à  4  1/2  pour  cent. 


ITALIE 


Ghiestions  proposées  aux  examens  pour  la  Licence  des  Lycées 
et  Instituts  techniques  en  1870,  session  d'été. 

I 

1.  Trouver  une  proportion  par  quotient  connais<iant  la  somme  de  ses 
termes,  la  somme  de  leurs  carrés  et  la  somme  de  leurs  cubes. 

2.  Trouver  la  valeur  des  rayons  des  quatre  cercles  tangents  aux  trois 
côtés  a,b,Cy  d'un  triangle;  en  calculer  la  valeur  dans  le  cas  d'un  triangle 
dont  les  côtés  sont  :  a  =  3426'",927 

b  =  2854",o3i 
c  =  2543"', 246 

II 

1.  Trouver  deux  nombres  connaissant  leur  somme  25,  et  la  somme  de 
îeurs  quatrièmes  puissances  29. 

2.  Calculer  en  général  le  volume  d'un  segment  sphérique  à  une  base, 
connaissant  le  rayon  R  de  la  sphère,  et  la  flèche  h  du  segment.  Appliquer 
le  cas  où  l'on  a  R  =  7'",3  ; 

h  =  3-,57. 
Nota.  —  Pour  traiter  chacun  des  deux  sujets  précédents  les  candidats 
ont  sept  heures. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES 


QUESTION  146. 

liolation  par  M.  Ailleret,  élève  du  Lycée  de  Versailles. 

On  donne  un  cercle,  un  diamètre  AB  et  une  droite  XY  per- 
pendiculaire à  AB.  La  polaire  d'un  point  M  de  XY  coupe  cette 
droite  en  N  et  sur  MN  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle. 
Démontrer  que,  si  Von  fait  varier  le  point  M  sur  XY,  tous  les 
cercles  tels  que  MN  ont  pour  axe  radical  le  diamètre  AB. 


X 
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Rappelons  le  principe  suivant  :  Lorsqu'une  droite  est  divisée 

harmoniquement  par 
deux  pointSy  la  moitié 
de  cette  droite  est 
moyenne  proportion- 
nelle entre  les  distan- 
ces du  milieu  de  la 
droite  aux  deux  points 
Soit  IT  la  polaire 
du  point  M;  cette 
polaire  coupe  XT  en 
N.  Gomme  elle  est 
perpendiculaire  sur 
le  diamètre  passant 
par  le  point  M,  le 
point  T  appartient 
à  la  circonférence  décrite  sur  MN  comme  diamètre.  La 
droite  RS  est  diyisée  harmoniquement  par  le  point  M  et  le 
pied  T  de  sa  polaire.  On  a  donc  d'après  le  principe  énoncé 

ÔR*  =  OT .  OM  =  r*  =  DP* 
r  étant  le  rayon  de  la  circonférence.  Donc  OF  est  la  tan- 
gente à  la  circonférence  MN,  au  point  F.  Pour  un  autre 
point  M'  on  aurait  de  même 

OH*  =  or .  OM'  =  r*  =  OF* 
OF'  sera  la  tangente  et  sera  égale  à  OF. 

Donc  toutes  les  tangentes  menées  de  0  à  tous  les  cercles 
tels  que  MN  sont  égales.  Le  point  0  appartient  donc  à  Taxe 
radical  de  ces  cercles,  lequel  axe  radical  se  confond  avec 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  a?y»  c'est-à-dire 
est  le  diamètre  AB  lui-môme. 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Vazou,  au  Collège  Rollin; 
Combebiac,  à  Montauban  ;  Elle,  Collège  Stanislas. 


QUESTION  148. 

lk»latloM  par  M.  Blbssbl,  piqueur  des  Ponts  et  Chanssèfia. 

Deux  cercles  se  coupent  soils  un  angle  de  1 20®.  On  mine  un 
cercle  tangent  à  la  fois  à  la  tangente  commune  et  aux  deux 
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cercles  dannés.  On  a,  entre  les  rayons  r  et  r  des  cercles  doniiés 
et  le  rayon  x4u  cercle  tangent  la  relation 


v'4x 


+ 


(Perrin.) 


v/3r        '      ^3r' 
Soient  les  deux  cercles  0  et  0'  qui  se  coupent  sous  un 
angle   ONO'  =  a,  et  I 
le  petit  cercle  de  rayon 
jc.  Par  les  points  I  et  B 
menons  les  droites  CD 
et  MB    parallèles ,    la 
première    à   AB,  et  la 
seconde    à    00;   dési- 
gnons  en   outre  par  r 
et   r    les    rayons    des 
cercles  0  et  0'. 
Le    triangle    O'ID 

donne   successivement 

m*  =  10*  —  O'D*  =  (r  4-  x)«  —  (r  —  x^; 

ID  =  yl^'x. 
Le  triangle  OIG  donne  de  même 

IC  =  yj^x. 

En  ajoutant  ces  deux  égalités  il  vient    

ID  +  IG  =  AB  =-.  ^^'x    +  ^^rx. 
Dans  le  triangle  ABM  nous  avons 

AB*  =  B5P  —  Ma*  =  ÔÔ^—  (r  —  r)«; 
mais  dans  le  triangle  ONO'  le  côté  00*  est  égal  à 

r«  -J-  r*  —  2rr'  cos  a; 
portant  cette  valeur  dans  l'égalité  précédente  on  trouve 

AB  =  Vr«  +  r'«  —  2rr  cos  a  —  (r  —  r*)',        (2) 
et  de  (1)  et  (2)  on  tire  

^2rr{i  —  cos  a)      =  v^4rx    -f  y] 4^.  (3) 

Dans   le   cas  qui   nous    occupe,  l'angle  a  =  120°;  nous 

avons  donc,  en  remplaçant  dans  (3)  cos  a  par et 

après  simplifications, 

^3rr'    =  ylj\rx    -|-  ^^rx, 

d  ou  .  =     .  + 


M) 


^4»* 


v'Si 


^3^ 
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Remarques.  1®  Si  les  deux  cercles  se  coupent  sous  un 
augle  de  90®,  cos  %  =  o  ;  et  en  introduisant  cette  condition 

dans  (3)  on  a    —L=^  =   -^   +   _L=  (4) 

V2CC  vr  vr 

qui  n'est  autre  chose  que  Téquation  de  la  question  88 
(t.  II,  p.  152)  et  dans  laquelle  x  représente,  non  le  rayon, 
comme  dans  (i),  mais  le  diamètre. 

2**  Si  les  deux  cercles  étaient  tangents,  c'est-à-dire  si 
l'angle  a  était  égal  à  180®,  cos  a  serait  égal  à—  i,  et  l'on 
aurait  (voir  question  9,  t-  I",  p.  60) 


\/flc~  ^r~~  yfî^ 

3"  Pour  les  cas  où  a  =  60°,  il  vient,  à  cause  de  cos  60  =  — 

o 

Nota.  —  Oui  résolu  la  même  question  :  MxH.  Tessicr,  d'Angers;  Vermand, 
à  Saint-Quentin  ;  Dupuy,  à  Grenoble;  Faivre  et  Oindre,  à  Lons-le-Saulnier; 
Riaudot,  à  Dijon;  d'Arodes,à  Mont-de-Marsan;  Lannes,  à  Tarbes;  Manceaa, 
à  Orléans;  Dumur,  à  Chartres;  Vazou,  Collège  RoUin;  Longue? ille, à  Char* 
leville;  Bûcheron,  à  Moulins;  Hugot,  à  Lyon. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


194.  —  On  donne  une  circonférence  de  centre  0,  et  uu 
diamètre  AB.  Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  le  carré 
construit  sur  la  tangente  MT  soit  équivalent  à  quatre  fois 
le  triangle  MOP,  P  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  M  sur  AB.  (Lucien  Lévy.) 

195.  -^  Sur  un  quadrant  AB,  de  centre  0,  on  prend  un 
point  G;  déterminer  sur  la  tangente  en  A  un  point  D  tel 
que  les  surfaces  des  triangles  ACD,  OCD  soient  entre  elles 
dans  un  rapport  donné  K.  Discuter.  (Lticien  Lévy.) 

196.  —  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  quelconque 
comme  diamètres,  on  décrit  des  circonférences,  et  on  mène 
les  tangentes  communes  à  ces  circonférences  considérées 
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deux  à  deux.  Démontrer  que  le  produit  des  trois  tangentes 
communes  est  égal  à  la  surface  du  triangle  multipliée  par 
le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle. 

(Léon  Arnoye,) 

197.  —  Si  par  un  point  quelconque  pris  dans  l'intérieur 
d'un  triangle  on  mène  des  parallèles  aux  trois  côtés,  on 
détermine  sur  chaque  côté  trois  segments;  le  carré  du 
produit  des  trois  segments  intermédiaires  est  égal  au  pro- 
duit des  six  autres.  (Léon  Arnoye,) 

193,  —  Par  quel  nombre  faut-il  multiplier  un  nombre 
donné  pour  que  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ses 
chiffres  significatifs  reste  la  môme?  (Léon  Arnoye.) 

199.  —  Trouver  la  loi  de  formation  des  nombres  dont 
les  carrés  sont  terminés  par  deux  chiffres  égaux. 

200.  —  On  donne  une  circonférence,  un  diamètre  AB  et 
les  tangentes  aux  extrémité  de  ce  diamètre  ;  un  angle  droit 
dont  le  sommet  est  en  A,  coupe  la  tangente  en  B  aux  deux 
poinls  C  et  D.  On  mène  par  les  points  C  et  D  les  tangentes 
à  la  circonférence  ;  ces  tangentes  rencontrent  en  F  et  H 
la  tangente  en  A,  et  se  coupent  elles-mômes  au  point  P. 

4«  Démontrer  que  les  diagonales   du   trapèze    GDHF   se 
coupent  sur   le  diamètre  AB  en   un  point  M  tel  que  AM 
AB 

^  Trouver  le  lieu  du  point  P  lorsque  l'angle  droit  tourne 
autour  du  point  A.  (J*  Nomy.) 

201.  Soit   0  le  centre  d'un  cercle,  ABC  un  triangle 

circonscrit  à  ce  cercle,  A',  B',  C  les  points  de  contact  des 
côtés  BC,  CA,  AB.  Désignons  par  R  le  rayon  du  cercle, 
par  S  et  S'  les  aires  des  triangles  ABC,  A'BC  Démontrer 
les  relations  suivantes  : 

„^     GAF  X  BAC  X  ABC' 
S*  =  R* 


OA'B'  X  OB C  X  OC'A' 
4  .  GA'B'  X  BA'G'  X  AB'G' 


(Combler,) 
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202.  —  Résoudre  le  système 

xy  +  xz  —  ys  =^  b  [{a  +  c)  (a  —  c)  (26  —  a)  +  2ab*] 


X' 


-f  y«  4.  5ï«  =  (a«  +  6»  —  c«)«  + 


2  6«  (o«  +  c«) 
(Combler.) 


CORRESPONDANCE 


Nous  recevons  de  M.  d'Ocagne  une  lettre  dont  nous  extrayons  le  passage 
suivant  : 

Au  moment  où  parait  dans  le  journal  ma  note  sur  le  minimum  d'une 
expression  algébrique  à  plusieurs  variables,  je  trouve  dans  mes  cahiers  une 
démonstration  très  simple  du  lemme  sur  lequel  repose  cette  note,  démons- 
tration que  j'avais  complètement  oubliée.  Elle  repose  sur  Tidentité  facile  à 
vériûer. 

(fli'  +  aj»  +  .  .  .  +  an  ')  (6,*  +  fea'  +  •  •  •  +  ^n  ')  =«  (*!«!  +  Oi^j  +  •  •  • 
+  an  6n  )'  H-  a,6,  — Ojé,)*  4-  (0,63  —  aJ>iY  +  .  .  .  +  (an  -  l  60  —  Onftn  —  il* 

D*après  cela,  pour  trouver  le  minimum  de  a;'  -f-  v'  +  •  •  •  4*  ^'f  sachant 
que  Ton  a 

flw;  +  p!/  +  T'  +  •  •  •  +  W  =  A, 
A  étant  une  constante,  formons  le  produit 

(«'  +  P  4-  f  +  •  •  •  +  «')  (ic'  +  y*  -h  a'  +  .   .  .  +  /'! 
au  minimum  duquel  correspond  celui  de  l'expression  considérée. 
Or,  d'après  le  lemme  précédent,  ce  produit  est  égal  à 

(OLE  +  p4-     7*  +  •  •  •  +  8^)'  +  («y  —  N'  +  ««  —  T^)'  +  ...-!-(£<  —  «s)= 
Cette  expression  est  une  somme  de  carré;  le  premier  terme  est  constant; 

le  minimum  de  la  somme  des  autres  termes  aura  lieu  quand  ils  seront  tous 

nuls,  c'est-à-dire  lorsque  l'on  aura 

^  -—  iL  *    —  * 

«  P  Y  T 

La  valeur  de  ce  minimun  est 

A 

«'  +  p'  +  f  +  •  •  •  +  «' 


Le  Rédacteur-GéraDt, 
J.  BOURGET. 


IMPaWBIlB  CBNTBiLE  DES  CHBHIN8  DB  FBB.   —  A.   CHAlX  ET  C**, 

ni'E  BBncKr.::,  30,  a  paris.  —  1f56t-9. 
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i^VIS 


A  la  demande  d'un  grand  nombre  de  nos  abonnés,  nous 
nous  décidons  à  introduire,  à  partir  du  l*' janvier  1880,  une 
modification  importante  dans  la  rédaction  du  Journal  de 
Mathématiques  élémentaires. 

Chaque  livraison  contiendra  un  certain  nombre  d'articles 
de  mathématiques  spéciales;  ainsi  modifié,  le  journal 
s'adressera  sans  distinction  à  tous  les  candidats  aux  écoles  du 
gouvernement.  Ceux  de  nos  abonnés  qui  se  préparent  à 
l'École  polytechnique  ou  à  l'École  normale  y  trouveront  des 
questions  se  rapportant  plus  directement  à  leurs  études 
journalières. 

Le  journal  prend  le  titre  de  Joui^nal  de  Mathématiques  élé- 
mentaires et  spéciales. 

Nous  recevrons  donc  avec  reconnaissance  les  communica- 
tions qu'on  voudra  bien  nous  adresser,  soit  sur  l'algèbre 
supérieure,  soit  sur  la  géométrie  analytique,  en  nous  impo- 
sant toutefois  la  condition  de  publier  exclusivement  des 
articles  qui  soient  à  la  portée  des  élèves. 

Gomme  par  le  passé,  nous  publierons  des  questions  réso- 
lues par  des  élè?es;  toutes  les  solutions  exactes  seront  men- 
tionnées, et  même  dans  certains  cas  nous  ferons  paraître 
plusieurs  solutions  d'une  môme  question,  lorsque  les  mé- 
thodes suivies  par  leurs  auteurs  seront  différentes. 

M.  BoQUEL  a  bien  voulu  nous  promettre  sa  collaboration; 
il  se  chargera  du  classemenf  et  de  la  publication  des  articles 
de  mathématiques  spéciales.  L'étendue  de  ses  connaissances, 
sa  grande  expérience  de  l'enseignement,  nous  seront  d'un 
précieux  secours. 


JOUANAL  DE  MATH.    187;).  2  l 
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THEORIE  DES  CENTRES 

DES   MOYENNES    HARMONIQUES 
Par  M.  KceUer. 

[Suite^  voir  page  321.) 


ig,  —  Construction  des  centres  hannoniqv^  du  second  ordre 
d'un  système  de  trois  points. 

Je  considère  d'abord  le  cas  où  le  pôle  p  est  à  l'infini  ; 
réqualion  (9)  donne  alors  3X*  —  2S|X  +  82  =  0,  et  en 
prenant  pour  origine  le  point  a,  3X*  —  2(6  -|-  c)X  +  6c  =  o. 

h   I   n  r       

Cette  équation  donne    X  =  —5—  =^  -«-v^6«-j-c« bc  î  il 

suffit  donc  de  chercher  le  centre  des  moyennes  distances  des 
trois  points,  et  de  porter  à  droite  et  à  gauche  de  ce  centre 

une  longueur  -r-^  i)t  ^c* bc  9    dans    cette  expression  , 

très-facile  à  construire,  6  et  c  représentent  les  distances 
des  points  6  et  c  au  point  a,  distances   qu'on  peut  toujours 
regarder  comme  de  même  signe,  en  prenant  pour  le  point  a 
un  des  points  extérieurs  du  groupe. 
Soit  maintenant  (fig.  44)  p  un  pôle  quelconque;  je  forme 

un  faisceau  Spabcetjele 
coupe  par  une  parallèle 
nh'c  à  Sp  ;  je  détermine 
,  les  centres  du  second  ordre 
î'i,  ç'â  pour  les  trois  points 
a  y  b\  c'  et  le  point  à  l'in- 
fini, d'après  la  construction 
précédente .  Les  rayons 
S?i,  Sqf',  détermineront  eu 

vertu  du  théorème  Y,  les 
points  cherchés  qyy  q^. 

J'ai  donné  deux  solutions  moins  élémentaires  du  même 

problème  dans  un  mémoire  sur  les  courbes  du  troisième 
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ordre  (Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  janvier,  février  et 
m  Sirs  1  o  1 2)  • 

Cas  particulier  où  deux  des  poirtis  a,  b,  c  coïncident.  -  Si 
Ion  fait  b  =  o  dans  l'équation  (8)  qui  suppose  l'origine  au 
pôle  p,  elle  devient  x*(2a  +  c)  -  2x(a*  +  2ac)  +  3a'c  =  o. 

Les  solutions  de  cette  équation  sont  œ  =  a,  ce*  =       ^'"^ 

Un  des  centres  est  le  point  double  a  lui-même;  le  secontest 
le  centre  des  moyennes  harmoniques  de  p  par  rapport  aux 
points  A  et  C,  le  second  C  étent  considéré  comme  double; 

en  effet  on  peut  écrire  —  =    ''^  +  c    _  _i_    i      i 

^  ac  c    ~f"  ~* 

Étude  des  polaires  rectiligne  et  conique  Sun  point  par  rapport 

à  un  triangle. 

16.  Théorème  VI.  —  Si  par  un  point  p  on  mène  des  trans- 
versales rencontrant  les  trois  côtés  du  triangle,  le  lieu  des  centres 
harmoniques  du  second  ordre  des  trois  points  situés  sur  chaque 
transversale,  par  rapport  au  pôle  p,  est  une  conique  passant  par 
les  trots  sommets  du  triangle  (polaire  conique  du  point  p). 

Ce  théorème  est  évident  d'après  le  principe  dé  géométrie 
analytique  rappelé  au  n«  10  de  ce  mémoire  ;  il  y  a  deux  centres 
du  second  ordre  sur  chaque  transversale,  le  lieu  est  donc 
une  courbe  du  second  degré.  Si  la  transversale  passe  par 
un  des  sommets,  deux  des  trois  points  se  confondent  avec  ce 
sommet,  qui  par  suite  appartient  au  lieu,  d'après  la  remaraue 
du  numéro  précédent. 

Théorème  VU.  -  £o  polaire  rectiligne  d'«n  point  par 
rapport  a  un  triangle  est  en  même  temps  la  polaire  de  ce  point 
par  rapport  à  sa  polaire  conique. 

Cela  résulte  de  ce  que,  sur  chaque  transversale  telle  que 
pabc,  le  centre  des  moyennes  harmoniques  de  p  est  le  con 
jugué  harmonique  de  ce  point  par  rapport  aux  deux  centres 
Çt  et  g,  (théorème  II). 

Remarque.  —  La  polaire  rectiligne  de  p  ne  rencontre  pas 
la  polaire  conique;  en  effet,  si  elle  la  rencontrait,  un  des 
points  d'intersection  serait  le  point  de  contact  d'une  trans- 
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versale  avec  la  conique  ;  or  un  pareil  point  ne  saurait  exis- 
ter, car  les  deuxpointsgi,  ÇiUe  peuvent  jamais  se  confondre, 
rinvolution  définie  ci-dessus  (théorème  lY),  ayant  ses  points 
doubles  imaginaires. 

Théorème  VIII.  —  Si  q  est  un  point  de  la  polaire 
conique  de  p,  réciproquement  p  est  un  point  de  la  polaire  recti- 
ligne  de  q,  ou  encore:  le  lieu  des  points  dont  les  polaires  rec- 
tilignes  passent  en  p  est  la  polaire  conique  de  ^^  et  le  lieu  des 
points  dont  les  polaires  coniques  passent  en  q  est  la  polaire  rec- 
tiliyne  de  q. 

Cet  énoncé  est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  I. 

Théorème  IX.  —  Les  polaires  ccmiques  de  tous  les  points 
d'une  droite  passent  par  un  même  points  dont  cette  droite  est 
la  polaire  rectiliyne. 

En  effet,  si  Ton  prend  deux  points  p,  p  sur  la  droite,  les 
deux  polaires  coniques  se  couperont  en  quatre  points,  savoir 
les  trois  sommets  du  triangle  et  un  quatrième  point  Q.  La 
polaire  rectiligne  de  Q  doit  passer  par  p  et  p'  ;  nous  savons 
d'ailleurs  que  pp  considérée  comme  polaire  rectiligne  n'a 
qu'un  seul  pôle  (indépendamment  des  trois  sommets  qui 
peuvent  être  regardés  chacun  comme  le  pôle  d'une  droite 
quelconque  du  plan). 

Théorème  X.  —  Toutes  les  droites  qui  passent  par  un 
point  ont  leurs  pôles  sur  la  polaire  conique  du  point, 
(Conséquence  du  théorème  I). 

Remabque.  —  Les  théorèmes  précédents  s'appliquent  à  une 
courbe  quelconque  du  troisième  ordre;  seulement  les  polaires 
coniques  de  tous  les  points  du  plan  n'ont  pas  trois  points 
communs;  elles  passent  toutes  par  le  point  double,  quand 
il  existe. 

Théorème  XI.  —  La  tangente  à  la  polaire  conique  d*un 
point  p  menée  au  sommet  A  du  triangle  est  le  rayon  conjugué 
harmonique  de  Ap  par  rapport  aux  côtés  AB,  AC. 

Je  considère  la  droite  Ap  et  je  vais  chercher  le  point  (autre 
qu'un  des  sommets)  où  se  coupent  les  polaires  coniques  de 


—  387  — 

tous  les  points  de  cette  droite,  c'est-à-dire  le  pôle  de  Ap  con- 
sidérée comme  une  polaire  rectiligne.  En  appliquant  la 
construction  indiquée  au  n?  9,  je  prends  le  conjugué  har- 
monique a  par  rapport  à  B,  G  du  point  a  où  Ap  rencontre  BC, 
et  je  joins  Ao',  le  pôle  cherché  est  sur  cette  droite.  Mais 
c'est  le  point  A  lui-même,  car  il  faudrait  ensuite  prendre  le 
conjugué  par  rapport  à  A,  G  de  Tinterseciion  de  Ap  avec  AC 
et  joindre  B  à  ce  conjugué,  qui  n'est  autre  que  le  sommet  A. 
On  conclut  de  là  que  le  rayon  Aa,  conjugué  harmonique 
de  Ap  par  rapport  aux  côtés  AB,  AG  (fig.  42)^  rencontre  la 


conique  en  deux  points  qui  se  confondent  en  A  ;  c'est  donc 
la  tangente. 

On  peut  ajouter  que  les  polaires  coniques  de  tous  les 
points  de  Ap  sont  tangentes  à  la  même  droite  Aa'. 

Théorème  XII.  —  La  polaire  conique  d'un  point  pris  sur 
un  des  côtés  d'un  triangle  se  compose  de  deux  droites. 

En  vertu  de  la  remarque  du  théorème  IV,  si  par  un  point  a 
du  côté  BG  on  mène  une  transversale  quelconque  abc,  les  deux 
centres  harmoniques  des  points  a,  b,  c  par  rapport  à  l'un  d'eux 
a,  sont  le  point  a  lui-même  et  son  conjugué  harmonique  par 
rapport  à  6  et  c  ;  donc  la  polaire  du  point  a  par  rapport  aux 
deux  côtés.  AB,  AG  fait  partie  de  la  polaire  conique. 

Le  côté  BG  lui-même  fait  également  partie  de  cette 
polaire,  car  si  la  transversale  se  confond  avec  le  côté,  un 
des  trois  points  ou  elle  coupe  les  côtés  du  triangle  devient 
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indéterminé,  il  en  est  de  même  par  conséquent  des  deux 
centres  harmoniques. 

Théorème  XIII.  —  La  polaire  conique  du  centre  de  gravité 
est  une  ellipse  dont  les  tangentes  auœ  trois  sommets  du  triangle 
sont  parallèles  aux  côtés  opposés,  et  qui  a  pour  centre  le  centre 
de  gravité. 

On  yoit  en  effet  que  les  tangentes  aux  sommets  étant  les 
rayons  conjugués  harmoniques  des  médianes  par  rapport 
aux  côtés  qui  les  comprennent,  sont  parallèles  aux  côtés 
opposés.  Les  médianes  sont  d'ailleurs  les  diamètres  conju- 
gués des  cordes  parallèles  aux  côtés  correspondants  ;  elles 
passent  donc  au  centre.  On  voit  aussi  que  la  polaire  recti- 
ligne  du  centre  de  gravité  est  à  Tinfini,  ce  qui  prouve  d'une 
autre  manière  que  ce  point  est  le  centre  de  l'ellipse. 

Théorème  XIV.  —  Le  pôle  du  cercle  circonscrit  s'obtient 
en  partageant  chaque  côté  proportionnnellement  aiix  carrée  des 
deux  autres  et  en  joignant  les  points  ainsi  obtenais  aux  trois 
sommets. 

Je  mène  la  tangente  en  A  au  cercle  circonscrit  ;  d'après  le 
théorème  XI,  le  rayon  Aa,  conjugué  harmonique  de  cette 
tangente  Aa'  par  rapport  aux  côtés  AB,  AC,  passe  par  le 
pôle  du  cercle. 

On  a  — T7  =  77-r;  mais  les  triangles  semblables  ABa\  ACa' 

_  .   Ba  BA         Aa'  ♦    t>  ^      a   '     ^^ 

donnent  -r—r  =  -rrr-  =  tt-/-»  et  par  suite  Ba  =  Aa  .  -TTr» 
Aa  AG         Ca        ^  AG 

_      AG     .  Ba'         AB*         Ba  .    , 

Ca  =  Aa  .  Trr;  donc  -pTr-  =  ==r  =  tt  c-  q-  ^'  d- 

BA  Ga         ^J?         aC        ^ 

Théorème  XV.  —  Le  lieu  des  points  dont  les  polaires 
coniques  par  rapport  à  un  triangle  sont  des  paraboles^  est  une 
ellipse  tangente  aux  trois  côtés  en  leurs  milieux. 

Je  cherche  le  nombre  des  points  du  lieu  situés  sur  une 
transversale  quelconque  ;  les  polaires  de  tous  les  points  de 
cette  droite  forment  un  faisceau  de  coniques  passant  par 
quatre  points  ;  mais  dans  un  pareil  faisceau  il  y  a  toujours 
deux  coniques  tangentes  à  une  droite  donnée,  en  particu- 
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lier  deux  coniques  tangenles  à  la  droite  à  l'infini,  c'est- 
à-dire  deux  paraboles.  Le  lieu  est  donc  une  conique.  Je 
prends  maintenant  pour  transversale  un  des  côtés  ;  d'après 
le  théorème  XII,  les  polaires  coniques  de  tous  les  points  de 
ce  côté  se  composent  du  côté  lui-même  et  d'une  droite  pas- 
sant par  le  sommet  oppose.  Pour  le  point  milieu  les  deux 
droites  deviennent  parallèles,  la  polaire  conique  rentre  dans 
le  genre  parabole  ;  le  point  milieu  est  d'ailleurs  le  seul  qui 
jouisse  de  cette  propriété.  On  conclut  de  là  que  le  lieu 
cherché  touche  les  trois  côtés  en  leurs  milieux. 

C'est  une  ellipse  dont  le  centre  est  au  centre  de  gravité 
du  triangle;  elle  partage  le  plan  en  deux  régions;  pour 
tous  les  points  intérieurs  à  l'ellipse  les  polaires  sont  des 
ellipses,  pour  tous  les  points  extérieurs  ce  sont  des  hyper- 
boles. 

Théorème  XVI.  —  Le  lieu  des  points  dont  les  polaires 
coniques  par  rapport  à  un  triangle  sont  des  hyperboles  équila- 
tères  est  une  droite^  polaire  recti ligne  du  point  de  concours  des 
hauteurs. 

En  effet  les  polaires  coniques  de  tous  les  points  de  cette 
polaire  rectiligne  passent  par  son  pôle  ;  or  Ton  sait  que 
toute  hyperbole  équilatère  circonscrite  à  un  triangle  passe 
par  le  point  de  concours  des  hauteurs  et  réciproquement 
toute  conique  passant  par  ce  point  et  par  les  trois  sommets 
est  une  hyperbole  équilatère.  (A  suivre.) 


NOTE  SUR  LE  TRIANGLE 

Traduit  de  l'anglais  de  Touvrage  a  Treatùe  on  tome  new  geometrieal  methotlt. 
Par  JFftMefl  Booth,  membre  de  la  Société  Royale  de  Londres. 

f Suite  ci  fin,  voir  page  329.) 


SI.  Le  cercle  des  neuf  points  Sun  triangle  touche  le  cercle 
inscrit  et  les  trois  cercles  ex-inscrits. 

Soit  0  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  et 
soit  V  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  qui  passe  par  le 
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milieu  D  de  AB ,  et  par  le  milieu  tc  de  PC.  On  sait  que 
Dît  =:  R,  rayon  du  cercle  circonscrit.  Soit  w  le  centre  du 
cercle  inscrit  dont  le  rayon  est  r,  et  qui  touche  la  base  AB 
au  point  F.  Soit  Q  le  pied  de  la  perpendiculaire  GP  sur  AB. 


Menons  D<id  ,  et  abaissons  la  perpendiculaire  mj  sur  cette 
droite.  Appelons  d  la  distance  v(i)  entre  le  centre  du  cercle 
des  neuf  points  et  le  centre  du  cercle  inscrit,  et  e  l'angle 

de  Dv  avec  Dco.  Alors  ^  puisque  Ton  a    Dw*  =  -^ — 

+  r",  on  aura 

rf«  = 1-  -i — ! — 1 — ^  r*  —  2  . cos  e. 

4  4  2  2 

Posons  K  =  F  \\ai  —  6)«  +  4r«    (*) 

On  en  déduit 

4*  =  R*  -f.  (a  —  6)«  +  4r«  —  2RK  cos  e     (112) 

-^-^^^^^^^^-^^^^— — — — ^^^^^^^—  -  -^ 

(*)  Cela  revient  i  démontrer  que  Fi  =  2r.  En  effet,  on  a  FF'  «=  a  —  6, 
et  comme  (n«27)    DQ  =    ^  ^  ^\  on  en  lire  FQ  =    ^  ""  ^Yi  +  5±Jj 

(a  —  b)  o  Fi  c 

ou  F'Q  =  -i i-î^ .  Donc  — r-  =  —  ,  d'où  CQ  .  c  =  F4  .  p;  mais 

c  tiV?  p 

CQ  .  c  =  '2A;  donc  Ft  .  p  «=  2pr;  d'oti  Fi  ==  2r. 
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a*  —  b*  a  —  b 

Mais  2DQ  =  —,  et  DF  = 


C  2 

donc       DQ  -  DF  =  FQ  =     («  -  b)  {p  -  c)_       ,,,3^ 

Sur  Do>,  abaissons  la  perpendiculaire  Fv,  et  prolongeons- 
la  jusqu'en  y  oh  elle  rencontre  PQ;  on  a  QK  =  FQ  tgQFy; 

mais  on  a  tg  QFy  =  ;  en  substituant  on  trouve 

Q,  =    <'"  -  'IJP  -  ^)  (114) 

Appelons  6  l'angle  KCG  ou  son  égal  KHC.  On  a 
KG  =  KC  sin  ô,    et  KG  =  2R  sin  6  ;  d'où 

KG  =  2R  sin»  Ô  (US) 


Mais    sm*  6  = 


1,  _    (tf  —  fc)'    _       (g  —  6)' 


H(o«  4HA*  4  .  2R  -  HD 

Donc 

(a  —  6)«  (a  —  5)*  (p  —  c) 


2R  sin*  6  = 


—  c.ig—^  (116) 


Par  suite  KG  =  Qy  (117) 

Il  en  résulte  que    Cy  =  KD,  et  par  suite  que  icy  =  R 

(118)  . 

Cela  nous  donne  une  nouvelle  et  très-importante  propriété 
du  cercle  des  neuf  points. 

Puisque  Du  est  la  projection  de  Dtt  ou  R  sur  la  ligne  D03, 
et  que,  en  même  temps,  il  est  la  projection  sur  la  même 
droite,  de  x^  ou  R  et  de  DF,  on  a 

R  cose  =  R  sinS  +—  (a  —  6)  cos8       (119) 

en  appelant  8  l'angle  (oDF  ;  mais 

27*  Ot  ^~*  6  i 

sin  8  =  -=-,  cos  8  =  — = — ,  en  posant  K  =  v(a  —  6)«-|-  47-*. 
JK.  K 

Donc  2RK  cos  e  =  4Rr  +  (o  —  6)». 

En  remplaçant  dans  la  formule  112,  on  trouve 

4i«  =  R«  +  4r*  —  4Rr, 

ce  qui  devient  après  réduction 

d  =  —  R  —  r.  (120) 
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52.  Soient  d',  d",  d"  les  distances  du  centre  du  cercle 
des  neuf  points  aux  centres  des  cercles  ex-inscrits  ;  on  trou- 
Yera  facilement  par  des  modifications  simples  de  la  figure: 

d'  =  —  R  +  r  ;  d"  =  —  R  +  r  ";    d"  =  J-  R  +  r'"  (121) 

2  2  2 

En  ajoutant  ces  résultats,  on  trouve 

d  ^  d  +  d"  +  d"'  =  2R  +  r  +  r"  +  r"  —  r  =  6R 

(122) 

On  a  vu  (form.  47)  que  si  l'on  appelle  D,  D',  D",  D"  les 
distances  du  centre  du  cercle  circonscrit  aux  mêmes  points, 
on  a  D«  +  D'«  +  D"»  +  D"'«  =  12R*. 

Donc  D«  -h  D'«  +  D"»  +  D'"«  =  2R(d  -^^  d  -^  d"  -^  d  ") 

(123) 

Par  suite  :  la  somme  des  carrés  des  distatices  du  centre  du 
cercle  circonscrit  à  un  triangle  aux  quatre  centres  des  cercles 
inscrits  et  ex-inscrits  est  égale  au  produit  du  diamètre  du  cercle 
circonscrit  par  la  somme  des  distances  du  centre  du  cercle  des 
neuf  points  aux  quatre  mêmes  points» 

Nous  allons  donner  une  autre  preuve  de  cet  important 
théorème. 

53.  Soit  ABC  le  triangle  donné,  comme  précédemment, 
dans  le  cercle  circonscrit,  dont  le  rayon  est  R,  et  dont  le 
centre  est  en  0.  Soient  F  et  F'  les  points  auxquels  le  cercle 
inscrit  et  le  cercle  ex-inscrit  touchent  la  base  AB  ou  c. 
Alors  BF  =  p  —  a;  AF  =  p  —  6. 

Soient  v  le  centre  des  neuf  points,  et  (o  le  centre  du  cercle 
inscrit.  Menons  CF'.  On  peut  facilement  démontrer  que  la 
ligne  GF'  ou  f  passe  par  le  point  t,  extrémité  du  diamètre 
du  cercle  inscrit  qui  passe  par  le  point  F,  point  de  contact 
avec  AB.  Soit  Dtc  le  diamètre  du   cercle  des  neuf  points. 

OD  est  égal  et  parallèle  à  G??,  OG  ou  R  est  égal  et  parallèle 

r  2r 

h  Dtt,  et  =  ,  D<o  est  parallèle  à  CF'  ou  /';  donc 

Tangle  OGF'  est  égal  à  Tangle  vDco.  Appelons  e  cet  angle, 
et  posons  OF'  =  u;  puisque  AOB  est  isoscèle,  on  trouve 
facilement         R«  =  u*  +  (p  —  a)(p  —  6)  (124) 

Mais  u*  =  R«  +  Z'»  —  2Àf  cos  c 

Donc        2/"R  cos  e  =  p  +  (p  —  a)(p  —  b)  (125) 
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Soit  0  l'angle  que  fait  GF'  ou  /''  avec  la   base  AB   du 
triangle  ;  alors  comme  CF'  est  parallèle  à  Db>,  on  a 

cos  5  =  -^-Ç — ,  et  f  cos  8  =  FF'  +  FQ. 


Mais  FF'  =  rt  —  b,  et  FQ  =  -^ ^ ^  (v.  f. 

P 

Donc  r  cos  î  =  -^  (a  —  6), 


113). 


et  par  suite  r  =  J^  (12(î) 

On  a  donc 

2RK  cos  €  =  -^  +  JL  (p  _  a)(p  —  b)        (127.) 

Maintenant  on  a,  comme  on  Ta  vu  dans  la  formule  (112) 

4d*  =  R«  +  (a  —  6)»  +  4r«  —  2RK  cos  e. 
On  en  tire 

4(P  =  R«  +  (a  -  by  +  4r'  -  J^ ^  (p  -  a)(p  -  b). 

C  obc 

Mais  —  (p  —  a)  (p  —  6)  =  cp  —  c  (a  +  6)  +  -— ; 

fihf* 

puis  on  a      =  4Rr,  et  —  c  {a  -}-b)  =  d^  —  2pe. 

P 
En  faisant  ces  substitutions,  on  trouve  pour  l'équation 

4rf«  =  (R  —  2r)«  +  (a  —  6)« ^[(a  —  6)*  +  4r«l 

—  c*  +  pc 
en  réduisant  on  trouve  comme  précédemment 

d=  J-R  — r. 

2 

54.  La  démonstration  du  cas  où  Ton  prend  le  cercle  cir- 
conscrit diffère  un  peu  de  la  précédente.  Joignons  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au  point  F  où  le  cercle  inscrit  touche 
la  base.  Alors  on  a,  comme  précédemment 

R»  =  ti«  +  (p  —  a)  (p  —  6). 

Soit  I  le  point  où  CF  rencontre  la  circonférence  du  cercle 
ex-inscrit.  I  est  l'extrémité  du  diamètre  F'û,  et  comme 
lû  =  ÛF,  et  FD  =  DF,  la  ligne  Dû  est  parallèle  à  CF 
ou  fy  et  OG  est  parallèle  à  Dv,  comme  précédemment.  Si 


—  364  — 

nous  posons  OCF  =  e,  Tangle  ûDv,  dans  le  triangle  ûDv, 
est  égal  à  TU  —  e,  puisque  les  côtés  de  ce  triangle  sont 
parallèles   à   ceux  du  premier.   Dans  le  premier  triangle, 

on  a  w'  =  R*  +  /^  —  2  R/*  cos  e 

et  R»  =  ii«  +  (p  —  a)  (p  —  b). 

On  a  aussi,  en  posant  Ûv  =  d 

4  d'«  =  R«+r(a — 6)« +4r'*]  —  2  R[(a  —  6)«  +4r  *1"  cos  (it— e). 

En  appelant  K'  la  valeur  \{a  —  6)"-f-4>''*r  >  et  remplaçant 

cos  e  par  la  valeur  trouvée  précédemment,  en  remarquant 

K-  (p  -  c) 
que  /  = =- ^,  on  trouve 

4d'«  =  R«  +  K'»  +  -P^ll  K'«  +  (P  -  «)(P  -  fc)c  (128) 
^  C  '  (p  —  c) 

En  remplaçant  K'  par  sa  valeur,  et  remarquant  que 

-^^  =  4Rr'. 

P  —  C  ^ 

on  trouve 

4(i'«  =  (R  +  2r')«  +  (a  —  6)*  +   P~^     .  41-'» 

c 

+ -^^  (a  -  6)«  -  pc 

qui,  après  réduction,  donne 

d'  =  —  R  +  r. 
2  ' 

5S.  Les  lignes  /*  et  f  menées  du  sommet  C  du  triangle 
aux  points  de  contact  F  et  F'  de  la  base  c  avec  les  cercles 
inscrit  et  ex-inscrit  ont  une  grande  importance.  Nous  avons 
prouvé  plus  haut  que  ces  lignes  passent  par  l'extrémité  du 
diamètre  du  point  de  contact.  Posons 

4r'»  +  (a  —  by  =  K'*;    4r«  +  (a  —  6)«  =  K«; 
nous  avons  vu  que  Ton  a 

c  '  c 

Si  Ton  appelle  h  et  K  les  distances  du  sommet  C  du 
triangle  à  l'autre  extrémité  du  diamètre  du  cercle  inscrit 
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ou  du  cercle  ex-inscrit,  ou  a 

A'=:  i^=i-K;    A  =  -^  .  K'. 
c  c 

Donc,  ff  z=zhK\  en  d'autres  termes,  la  surface  du  triangle 
CFF  est  égale  à  celle  du  triangle  iCI,  i  et  I  étant  les  autres 
extréniilés  du  diamètre  du  cercle  inscrit  ou  ex-inscrit. 

Les  lignes  /*,  /",  la  bissectrice  de  Tangle  en  G  du  triangle, 
et  la  hauteur  forment  un  faisceau  harmonique.  Car  nous 
avons  vu  (n^28)  que  DF  est  moyen  proportionnel  entre  DQ  et 
Ds.  Donc,  puisque  D  est  le  milieu  de  FF',  il  en  résulte  que 
5  et  Q  sont  des  points  conjugués  par  rapport  à  F  et  F'. 

On  a      ¥s  =  -f^^  (a  -  6);    F'6-  =    .    ^   .    (a-6). 

^  FS  p  —  c  r 

Donc  -p^  =  —j-  =  -p-. 

Donc  le  rapport  des  distances  du  point  s  aux  points  F  et  F 
est  égal  au  rapport  des  rayons  des  cercles  inscrit  et  ex-inscrit. 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Sur  le  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle  et  circonscrit  à  un 

autre. 

Par  M.  R.   Mallolzel,  professeur  à  Sainte-Barbe. 


Je  rappelle  les  théorèmes  suivants  dont  j'aurai  à  me  servir 
plus  loin  : 

1. — Soit  (fig.  i)  p  le  rayon  d'une  circonférence  et  a  la  distance 
de  son  centre  0  à  un  point  P.  Si  on  tra  isforme  cet  e  circon- 


\ 


Ftg.  4, 
férence  par  rayons  vecteurs  réciproques,  en  prenant  P  comme 
pôle,  on  obtient  un  circonférence  de  centre  0'  et  de  rayon  p' 
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donné  par  la  formule 


^     I^P 


(1) 


fx  désignant  la  puissance   de  transformation.  La  distance 
PO',  que  je  désigne  par  a,  est  d'ailleurs  fournie  par  Tégalilé 

.•  =  -J^.  (2) 

â.  —  Étant  donnés  une  circonférence  0  et  un  point  A  pris 

dans  son  plan  (fig.  S)j  si  on  fait 
tourner  un  angle  droit  BAC  autour 
de  son  sommet  A,  le  lieu  du  point 
milieu  E  de  la  corde  hypoténuse 
BG  est  une  circonférence  dont  le 
centre  est  le  point  milieu  D  de  OA 
et  le  rayon  m  donné  par  la  formule 

m  = 

2 

en  appelant  r  le  rayon  de  la  circon- 
férence 0,  et  en  désignant  par  a  la 
distance  OA.  —  On  sait  aussi  que  le  lieu  de  la  projection  K 
du  point  A  sur  BG  est  la  même  circonférence. 
Proposons-nous  maintenant  la  question  suivante  : 

Vangle  droit  BAG   tournant  autour  de  son  sommet  fixe  A, 
cherchons  le  lieu  du  point  T  de  rencontre  des  tangentes  en  B  etC 
à  la  circonférence  0  (fig.  S), 
La  ligne  OE,  qui  joint  le  point  0  au  point  E,  milieu  de 

BG,  est  perpendiculaire  sur 
BG,  et  passe  au  point  T.  Si 
Ton  mène  OG,  on  a,  dans  le 
triangle  rectangle  OGT 
OG*  ou  r«  =  OE .  OT 


Fig.  f. 


d'oii 


0T  = 


?•' 


Fig,  3. 


OE' 

Le  lieu  du  point  T  est  donc 
la  figure  transformée  de  la 
circonférence  DE  par  rayons 
vecteurs  réciproques;  le  pôle 
de  transformation  est  le  point 
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O,  et  la  puissance  est  r*.  Si  nous  désignons  le  rayon  de  cette 
circonférence  par  R,  et  la  distance  de  son  centre  H  au  point  0 
par  d,  on  obtient  en  appliquant  les  formules  (1)  et  (2)  où 

V  2r*  —  a*  a 

Ton  fait,  p  = ,     a  =  — , 

^  ^  a'  —  r*  a*  —  r* 

XH'^cujstan.  Faisons  varier  le  point  A  sur  le  diamètre  OD. 
Quand  le  point  A  est  en  0,  le  cercle  DE  a  son  centre  D  au 

point  0,  son  rayon  est  égal  à  -7=-;  le  cercle  HT  a  aussi  son 

V2 

centre  en  0  ;  son  rayon  égal  à  rV^2.La  figure  OBTC  est  un  carré. 
Quand  le  point  A  se  déplace  de  0  vers  Z,  en  restant  à  Tin- 
térieur  de  la  circonférence  01,  le  rayon  m  va  en  diminuant, 
tandis  que  le  rayon  R  va  en  augmentant.  Quand  le  point  A 
arrive  en  Z,  la  circonférence  DE  devient  la  circonférence 
décrite  sur  OZ  comme  diamètre,  et  la  circonférence  HT 
devient  la  tangente  en  Z  au  cercle  OZ. 


Fiy.  4. 

Quand  le  point  A  se  déplace  à  droite  du  point  Z,  w  con- 
tinue à  diminuer;  R  diminue  aussi;  le  cercle  HT  devient 
extérieur  au  cei*cle  OZ  et  ne  le  renferme  plus,  comme  dans 
la  figure  3;  le  centre  H,  qui  est  d'abord  à  Tinfini  à  droite  du 
point  0,  se  rapproche  de  ce  point. 

Enfin,  quand  le  point  A  prend  une  position  L  telle  que 


—  368  — 

OL  =  rV2,  les  rayons  m  et  R  deviennent  nuls,  et  les  cercles 
correspondants  se  réduisent  aux  points  D  et  L.  Les  tangentes 
menées  du  point  L  à  la  circonférence  OZ  sont  rectangulaires. 

Remarquas.  —  Revenons  au  problème  précédent,  et  prolon- 
geons les  côtés  AB  et  AG  jusqu'à 
la  circonférence  en  B'  et  G'. 
Nous  obi  iendronsen  même  temps 
trois  autres  points  du  lieu,  T\ 
T',  T*',  fig.  4  Qiihis.  On  a  ainsi 
un  quadrilatère  TT'T'T^quiest 
circonscrit  à  la  circonférence 
donnée  OZ  et  insc/it  à  la  cir- 
conférence HT.  Il  y  a  un  nom- 
bre infini  de  quadrilatères  rem- 
plissant les  deux  conditions 
Fig,  A  bis.  précédentes.  On  peut  remarquer 

que  les  lignes  BB',  GG',  qui  joignent  les  points  de  contact  des 

côtés  opposés  sont  rectangulaires. 
Éliminons  maintenant  a  entre  les  relations  (3)  et  (4).  Divi- 

vons  ces  deux  égalités  membre  à  membre;  il  vient,  en  élevant 

au  carré  a*R*  =  d*(2r*  —  a}) 

OU  1  on  lire  a»  =    .^^  . — -- 

R»-|-d* 

Portons  cette  valeur  de  a  dans  l'équation  (4)  dont  on  a 
élevé  les  deux  membres  au  carré,  on  trouve,  tout  calcul  fait 

(d"  —  R«)»  =  2r*(R*  4-  d»). 

Telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les  rayons  r  du  cercle 
inscrit  et  R  du  cercle  circonscrit,  et  la  distance  d  de  leurs 
centres. 

Je  proposerai  au  lecteur  les  théorèmes  suivants,  dont  les 
démonstrations  s'appuient  sur  ce  qui  précède  : 

1 .  Dans  tout  quadrilatère  à  la  fois  circonscrit  à  un  cercle  et 
inscrit  dans  un  autre,  les  lignes  qui  joignent  les  points  de  contact 
des  côtés  opposés  se  coupent  à  angle  droit. 

2.  Réciproquement,  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle 
est  inscriptible  dans  un  autre  si  les  lignes  qui  joignent  les  points 
de  contact  des  côtés  opposés  sont  rectangulaires. 
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3.  Quand  un  quadrilatire  est  inscrit  dans  un  cercle  et  circonscrit 
àun  autre  y  an  peut  inscrire  dans  le  premier  une  infinité  de  quadri- 
latères qui  soient  circonscrits  au  second.  Les  cordes  qui  joignent 
les  points  de  contact  des  côtés  opposés  passent  par  un  point  fixe, 

4.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'on  puisse 
circonscrire  à  un  cercle  de  rayon  r  un  quadrilatire  inscrit  dans 
un  autre  cercle  de  rayon  R  esty  en  appelant  d  la  distance  des 
centres^  qu*il  existe  entre  les  quantités  r,  R,  d,  te  relation 

(di  _  R«)î  =  2r«(R»  +  d»). 

Remarque  I.  —  Cette  équation  est  du  second  de^é  en 
d*;  il  est  intéressant  de  la  discuter  en  comparant  les  racines 
aux  quantités  (R  —  r)*  et  (R  +*")*>  î^i  ^^  comprennent  jamais 
une  racine.  Ces  racines  sont  d'ailleurs  toujours  réelles;  Tune 
d'elles,  plus  grande  que  (R  -f-  ^)*>  donne  toujours  deux  cir- 
conférences extérieures  Tune  à  l'autre  ;  l'autre,  plus  petite 
que  (R  —  r)*,  n'est  positive  que  dans  le  cas  où  R  est  supé- 
rieur à  r^,  et  donne  une  figure  analogue  à  la  figure  3. 

On  retrouve  facilement  toute  la  discussion  faite  antérieu- 
rement, et  l'on  voit  immédiatement  les  positions  relatives  du 
quadrilatère  et  des  deux  circonférences,  qui  ne  sont  jamais 
sécantes. 

Remarque  II.  — Les  théorèmes  que  j'ai  donnés  précé- 
demment ne  s'appliquent 
qu'au  quadrilatère  con- 
vexe. Il  est  facile  de  voir 
qu'un  quadrilatère  con- 
cave à  la  fois  circonscrit 
et  inscrit  a  ses  côtés  op- 
posés égaux.  Ceci  résulte 
de  l'égalité  des  angles  B 
et  C,  qui  donne  MN  = 

PQ  (fig-  S)'  NPet  MQ  sont 

deux  droites  parallèles.  ^^*^*  ^^ 

Réciproquement  un  quadrilatère  concave  qui  a  ses  côtés 
opposés  égaux  est  inscriptible  et  circonscriptible. 

Dans  ce  cas,  les  deux  circonférences  sont  toujours  sécantes. 
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THÉORÈME  SUR  LE  TRAPÈZE 

Par  Maarice  d'^eante. 


Voici  un  théorème  que  je  crois  nouyeau  et  qui  me  semble 
assez  remarquable  par  sa  grande  simplicité  et  par  les  con- 
séquences qui  s'en  déduisent  : 

Théorème.  —  Si  par  les  extrémités  d'une  des  hases  iun 
trapèze  on  mène  des  parallèles  aux  côtés  obliques  de  ce  trapèze  ; 
4*  la  droite  qui  joint  les  points  dC intersection  de  ces  droites  avec 
les  diagonales  est  parallèle  aux  bases;  2^  la  longueur  de  cette 
ligne  est  troisième  proportionneUe  aux  longueurs  des  bases. 

Soit  le  trapèze  ABGD  ;  par  le  sommet  A  je  mène  AM, 

parallèle  à  BG,  qui  ren- 
contre BD  en  M;  par  B 
je  mène  BN,  parallèle  à 
ADy  qui  rencontre  AG  en 
N. 

1^  Je  dis  que  MN  est  pa- 
rallèle aux  bases. 
En  eiffet,  la  similitude  des  triangles  OBN,  ODA  donne 

ON   _    PB 
OA   ~  OD* 
De  même,  la  similitude  des  triangles  OAM,  0GB  donne 

OM   _  ^ 

OB    ""   OG 
PB   __  ^ 

OD  ""    PG 
PN   _  ^M 

PA   ~"    PB 

c'est-à-dire  que  MN  est  parallèle  à  AB. 

CD  AB 

2®  Je  dis  maintenant  que  -7^  =  -ztzt* 

AB         MN 

Pour  le  prouver  je  prolonge  BN  jusqu'en  sa  rencontre  B 
avec  GD»  et  MN  jusqu'en  sa  rencontre  H  avec  BG. 


et  comme 
il  en  résulte 
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La  similitude  des  triangles  BDE,  BMN  donne  alors 

m__BD_         AB    _    BD 

MN   —   BM   °"   MN   ~   BM* 

De  même,  la  similitude  des  triangles  BDG,  BMH  donne 

JDC_  _  JD_         DG   _   BD 

MH   ~"   BM   ^^  AB   ~"   BM' 

«  x  DG  AB  .    . 

Par  suite  âb  =   MÎT  '•  ''•  ^-  **• 

Application.  —  Comme  conséquence  immédiate  de  ce  théo- 
rème ,    nous    avons    une 
construction  géométrique 
facile  des    tenues    d'une 
progression  par  quotient  : 

Je  trace  une  ligne  ÂB 
égale  au  premier  terme  de 
la  progression  donnée;  sur 
une  parallèle  quelconque  à  cette  droite  je  porte,  à  partir  de 
n'importe  quelle  origine,  une  longueur  Â^B^  égale  à  9  X  AB 
si  q  est  la  raison. 

Je  mène  alors  les  droites  AA^,  BB^,  AB^,  BA^. 

Puis  par  Aj  et  B^  je  mène  des  parallèles  respectivement  à 
BB4  et  à  AA^.  Je  détermine  ainsi  les  points  A,  sur  ABj,  B,  sur 
BA|.  D'après  le  théorème  démontré,  A,B,  est  parallèle  à 

AT^    Mnn«  A^     _     A,B,     __  ^ 

A,B,etona  -—  =  ^^—==q. 

De  môme  en  menant  par  A,  et  B,  des  parallèles  respective- 
ment à  AAj  et  à  BB^,  on  obtient  sur  A^B  et  B^A  les  points 
A,  et  B3,  AjB,  est  parallèle  à  A,  B2  et  on  a 

A3B,    _   A,B,    _ 

A.B.   -    A  A    -^ 
et  ainsi  de  suite. 

La  suite  des  droites  AB,  A^Bj,  A^Bj,.  .  .  fournit  donc  les 
termes  successifs  de  la  progression  considérée. 

Dans  l'exemple  actuel,  nous  avons  supposé  la  raison  infé- 
rieure à  l'unité,  comme  l'indique  la  figure,  puisque  A|B| 
<AB. 

On  sait  que  dans  ce  cas  la  somme  des  termes  de  la  pro-- 
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gressioa  tend  vers  une  limite  S  dont  la  valeur  est 

I  — g 
D'après  la  construction  effectuée  on  voit  que 

AB  ÂB* 


S  = 


ou 


S  = 


I  — 


AC 


AB 


AB  —  A^Bj 


ce  qui  fournit  une  facile  construction  de  cette  limite. 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  G.  KoBnii^,  élère  au  Lycée  Saint-Louis. 


M 


Théorôme.  —  Soietit  ABC  un  triangle^  cl,  f^,  y  les  pieds  des 
hauteurs  Aa,  Bp,  Gy,  qui  se  coupent  en  H.  Soient  aussi  a  le  point 
oi$  se  coupent  CB  et  yp,  et  I  le  milieu  de  BG.  Les  droites  AI,  aH 
se  coupent  à  angle  droit. 

Eu  effet,  menons  AM  parallèle  à  BG.  Les  quatre  droites 

AM,  AI,  AB,  AC  forment 
un  faisceau  harmonique; 
il  en  est  de  même  du 
faisceau  des  quatre  droi- 
tes Ha,  Ha,  HC,  HB, 
puisque  le  quadrilatère 
G^yB  est  inscriptible; 
mais  trois  des  droites  de  ce  dernier  faisceau  sont  perpendicu- 
laires à  trois  droites  du  premier  ;  donc  les  quatrièmes  droites 
AI,  Ha,  sont  aussi  rectangulaires.  Gela  résulte  de  la  récipro- 
que de  cette  proposition  que  le  faisceau  des  perpendiculaires 
issues  d'un  point  sur  quatre  rayons  d'un  faisceau  harmonique 
est  lui-même  harmonique. 

Appliquons  ce  théorème  au  problème  suivant  :  Trouvei*  le 
lieu  d'un  point  A  tel  que  les  hauteurs  du  triangle  ABC  formé 
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par  les  tangentes  issues  de  k  à  une  conique  donnée  ei  la  polaire 
de  ce  point  se  coupent  sur  la  courbe. 

Construisons  la  droite  aH  comme  précédemment;  Aa  est 
la  polaire  de  a,  donc  aH  est  tangente  en  H.  Du  reste,  le 
diamètre  OA  passe  par  I,  milieu  de  BG  (0  est  le  centre  de 
la  conique)  ;  donc  en  vertu  du  théorème  précédent  ce  dia- 
mètre est  perpendiculaire  en  E  à  Ha.  En  outre,  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  Aoa  passe  par  E,  puisque  Tangle  en 
E  et  l'angle  en  a  sont  droits.  La  puissance  du  centre  0  par 
rapport  à  ce  cercle  est  donc  OE  XOA  ;  mais  le  triangle  Aoa 
est  autopolaire  ;  la  puissance  du  centre  par  rapport  au  cercle 
circonscrit  est  donc,  en  vertu  du  théorème  de  Faure,  égale 
à  a*  +  &•.  On  a  donc  : 

OExOA  =  a«  +  6«. 

Donc  enfin  le  lieu  de  A  est  la  polaire  réciproque  de  la  co- 
nique proposée  par  rapport  au  cercle  concentrique  et  de 
rayon  ^a'  -j-  6'.  On  sait  que  ce  cercle  est  le  lieu  des  som- 
mets des  angles  droits  circonscrits  à  la  conique. 

Problème.  —  On  donne  une  ellipse,  et  en  un  point  M  on 
mène  la  normale  MN.  Soit  P  le  pôle  de  cette  normale;  trouver  le 
lieu  décrit  par  le  pied  de  la  perpendiculaire  issue  de  P  sur  le 
diamètre  OM.  v 

Soit  Q  le  pied  de  la  perpendiculaire  issue  de  P  sur  OM  *. 
Le  cercle  circonscrit  au  triangle  MPQ  est  tel  que  la  puis- 
sance du  centre  0  de  la  conique  est  égale  à  OM.  OQ  ;  d'autre 
part  il  est  tangent  en  M  à  la  normale  MN.  Ce  cercle  passe 
donc  par  le  point  P  et  est  tangent  en  M  à  la  polaire  de  ce 
point.  Considérons  deux  points  R  et  S  divisant  harmoni- 
quement  le  segment  MN.  Le  triangle  PRS  est  autopolaire; 
la  puissance  du  centre  de  la  conique  par  rapport  au  cercle 
circonscrit  est  donc  égale  à  (a*  +  &■)  {Th.  de  Faure).  Si  on 
suppose  que  R  se  rapproche  de  M,  S  tendra  aussi  vers  M,  et 
à  la  position  limite,  le  cercle  passera  par  P  et  sera  tangent 
àMN. 

On  aura  donc         OM  X  OQ  =  a*  +  5*. 

*  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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Ce  qui  montre  que  le  liea  du  point  Q  est  la  figure  inverse 
de  la  conique,  le  centre  étant  le  pôle,  et  (a*  -|-  6')  la  puis- 
sance d'inversion. 


NOTE 

SUR  UN  PROBLEME   CLASSIQUE    DE    GEOMETRIE 

Par  M.  CiiBo  lioria. 


Dans  presque  tous  les  traités  de  géométrie  élémentaire, 
comme  application  des  propriétés  fondamentales  du  cercle, 
on  résout  le  problème  suivant  :  sur  une  droite  donnée,  cons- 
truire un  segment  capable  d^un  angle  donné. 

La  solution  qu'on  en  donne,  due  aux  géomètres  grecs, 
est  très  rigoureuse  ;  mais  elle  nous  semble  un  peu  difficile 
pour  ceux  qui  commencent  l'étude  des  mathématiques. 

Nous  croyons  qu'on  n'a  jamais  remarqué  la  solution  très 
simple  que  nous  allons  signaler. 

Soit  A  l'angle  donné,  tn,  la  longueur  de  la  droite;  d'un 
point  quelconque  B  de  l'un  des  côtés  de  l'angle  donné,  avec 
une  ouverture  de  compas  égale  à  m,  décrivons  un  arc  de 
cercle  qui  coupera  l'autre  côté  de  l'angle  en  deux  points 
G  et  G'.  Circonscrivons  une  circonférence  au  triangle  ABC 
(ou  à  ABG').  Le  problème  reviendra  ensuite  à  construire  un 
cercle  de  rayon  donné,  et  passant  par  deux  points  donnés, 
les  extrémités  de  la  droite  M. 

Note  de  la  rédaction.  —  Un  avantage  considérable  de  cette 
méthode  est  que,  par  suite  de  la  position  arbitraire  du 
point  B,  on  peut  faire  en  sorte  que  l'un  des  angles  du 
triangle  ABG  soit  voisin  d'un  angle  droit,  ce  qui  donnera 
une  plus  grande  précision  pour  la  détermination  du  centre, 
et  par  suite  du  rayon  du  cercle  cherché.  De  plus,  au  point 
de  vue  graphique,  elle  est  un  peu  plus  courte  que  la  mé- 
thode ordinaire,  sans  être  moins,  rigoureuse.  A.  M. 
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CONCOURS  ACADEMIQUE 


AIX    1879 


Ëtant  donné  un  triangle  ABC,  on  prend  sur  les  trois  côtés  des  points  a,  b,  e, 
.  ,  Ba         C6  Ac        p 

'^"^  •c7-^=-Br  =  r 

On  demaDde  :  1*  de  constraire  le  triangle  ABC  connaissant  les  longueurs  des 
droites  Ao,  B6,  Ce  ; 

2*  De  calculer  les  côtés  du  triangle  donné  en  fonction  de  ces  longueurs,  et 
de  discuter  les  valeurs  ainsi  obtenues  ; 

3*  De  considérer  le  cas  particulier  où  l'on  a  ^  =  i . 

Q 

BESANÇON  ET  NANCY    1879 

Par  le  sommet  0  d'un  triangle  OAB,  on  élève  une  perpendiculaire  OC  au 
plan  du  triangle;  les  droites  OA  et  OB  restent  fixes,  ainsi  que  le  point  C  ;  les 
points  A  et  B  se  déplacent  de  façon  que  AB  conserve  une  valeur  constante. 
Trouver  le  minimum  de  l'angle  ACB  ;  l'angle  AOB  est  aigu.  Prenant  OA  =>  a, 
OB  =  ^,  OC  =  A,  AB  =  c,  AOB  =  6,  ACB  =  C,  et  supposant  c  s  htffi,  on 
déterminera  dans  ce  cas  particulier  pour  combien  de  positions  de  la  ligne  AB 
l'angle  C  prend  une  valeur  donnée,  et  les  limites  entr»  lesquelles  varie  cet 
angle. 

Les  données  restant  les  mêmes,  démontrer  que  les  deux  cercles  décrits,  l'un 
du  point  A  comme  centre  avec  le  rayon  AC,  dans  le  plan  AGO,  l'autre  du  point 
B  comme  centre  avec  le  rayon  BG,  dans  le  plan  BGO,  déterminent  une  sphère 
de  rayon  constant.  

« 

CHÀMBÉRY  ET  GRENOBLE   4879 

On  donne  un  rectangle  OADB  et  un  cercle  dont  le  centre  est  en  G  et  qui 
touche  en  A  le  côté  OA.  On  sait  qu'il  existe  deux  cercles  tangents  au  précédent 
et  touchant  le  côté  OB  en  B.  Si  Q  et  Q'  sont  les  centres  de  ces  cercles,  G  et  G' 
les  points  où  ils  touchent  le  cercle,  C,  H  et  H'  les  points  où  OA  est  rencontré 
par  les  tangentes  en  G  et  G'  au  cercle  C,  on  demande  d'étudier  les  variations 
des  longueurs  CQ,  CQ',  QQ'  et  HU'  quand  le  centre  G  du  premier  cercle  se 
meut  ^ur  AD,  en  se  bornant  aux  cas  où  le  point  B  reste  extérieur  à  ce  cercle. 


MONTPELLIER  1879 

Deux  cônes  de  même  hauteur  ont  pour  base  commune  un  cercle  donné,  les 
sommets  étant  situés  de  part  et  d'autre  du  plan  de  cette  base.  On  demande  de 
déterminer  tue  section  circulaire  du  premier  et  une  section  circulaire  du  second 
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telles  que,  en  prenant  ces  sections  pour  bases  d'un  tronc  de  cône,  l'apothème  et 
la  surface  totale  du  tronc  de  cône  soient  égales  à  des  quantités  données. 


MONTPELLIER  1867 

Quelle  relation  existe  entre  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  circonscrit  à  un 
cercle  donné?  Parmi  tous  ces  triangles,  trouver  celui  :  !•  dont  un  côté  de  l'angle 
droit  a  une  longueur  donnée;  2*  dont  le  périmètre  est  minimum;  3*  dont  les 
côtés  forment  une  progression  arithmétique. 


QUESTIONS  DIVERSES 


CONCOURS  ACADÉMIQUES 

Etant  donnés  quatre  points  A,  B,  C,  D,  en  ligne  droite,  on  décrit  sur  AB 
un  segment  quelconque  et  sur  CD  un  segment  capable  du  même  angle.  Trouver 
le  lieu  géométrique  du  milieu  de  la  corde  d'intersection  des  deux  cercles  lorsque 
l'angle  commun  des  deux  segments  vient  à  varier. 

(Concours  Montpellier  4970.) 

—  Soit  0  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  du  triangle  ABC;  soient  E,  F, 
G  les  milieux  des  côtés.  —  Démontrer  que  le  système  des  forces  OA,  OB,  OC 
est  équivalent  au  système  OE,  OF,  OG. 

(Bordeaux^  concours  acad.  Eus,  spécial  4S78.) 

—  Soit  ABC  un  plan  incliné  de  3o*  sur  l'horizon.  On  propose  de  déterminer  les 
points  M  et  N,  de  telle  manière  que  la  longueur  MN,  supposée  égale  à  AB  soit 
parcourue  par  un  point  pesant  parti  sans  vitesse  du  point  A,  dans  le  même 
temps  que  la  hauteur  AB  serait  parcourue  par  un  autre  point  pesant  tombant 
librement  de  A. 

(Bordeaux^  concours  acad,  Ens.  spécial  4878.) 

—  On  a  un  levier  AB  du  poids  de  i  kilogr.  fixé  en  C  ;  AC  =  o",2  ;  BC  =  o-,3. 
Un  poids  D  de  3  kilogr.  est  soutenu  par  les  deux  iils  AD  et  BD,  longs  de  o*,4 
et  G",  3.  On  demande  quelle  force  verticale  il  fout  appliquer  en  A  pour  mainte- 
nir le  levier  dans  une  position  horizontale. 

(Bordeaux^  conc.  acad.  Ens,  spéc.  4S7ô.) 

—  On  donne  une  droite  rigide  AB  de  o",40  ;  on  applique  à  ses  exti'émités 
deux  forces  AF  et  BF'  agissant  dans  un  même  plan  et  égales  chacune  à  6  kilogr. 
AF  fait  avec  AB  un  angle  de  1 5o*  et  BF'  un  angle  de  1 20*.  On  demande  en 
quel  point  de  AB  il  faut  appliquer  une  force  pour  maintenir  AB  en  équilibre, 
quelle  est  l'intensité  de  cette  force  et  quel  est  l'angle  qu'elle  fait  avec  AB?  —  On 
demande  quelle  doit  être  l'intensité  de  la  force  BF'  pour  que  la  force  qui  doit 
maintenir  AB  en  équilibre  passe  par  le  milieu  de  cette  droite. 

(Bordeaux,  conc.  acad,  Ens,  spéc,) 

—  Un  plan  horizontal  repose  sur  une  sphère  par  un  point  0.  On  place  sur  ce 
plan  un  poids  de  14  kilogr.  en  un  point  A,  et  un  poids  de  21  kilogr.  en  un 
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point  B.  On  demande  en  quel  point  G  il  fandra  placer  un  poids  de  25  kilogr. 
poar  que  l'équilibre  ne  soit  pos  rompu.  La  distance  01  du  point  0  à  la  droite 
AB  est  de  c-^S  ;  AI  ==  o",6;  BI  =s  o",4.  (Concours  acad.  Rennes,  4974.) 

—  Le  filet  d'une  vis  porte  i5o  spires  sur  une  hauteur  deo",36.  La  puissance 
est  appliquée  à  une  distance  de  l'axe  égale  à  3  mètres.  Quelle  est  la  force  capable 
de  faire  équilibre  à  un  poids  d'une  tonne  appliqué  sur  la  tète  de  la  vis?  —  Cal- 
culer le  travail  développé  pour  élever  ce  poids  d'une  tonne  de  o'",i4;  et  vérfiier 
sur  l'exemple  proposé  le  principe  de  l'égalité  de  travail  de  la  puissance  et  de 
la  résistance.  (Bordeaux,  concours  acad.  Ens.  spécial.) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES 


QUESTION  149. 

MolottoB  par  H.  Bûcheron,  élève  au  Lycée  de  Moulins. 

Detix  circonférences  sont  tangetUes  extérieurement.  Sur  la 
ligne  des  centres  comme  diamètre  on  décrit  une  circonférence  et 
Von  mène  la  circonférence  A  tangente  aux  trois  circonférence 
ainsi  obtenues.  Si  R  e^  r  sont  les  rayons  des  deux  premières^ 
D  le  diamètre  de  la  circonférence  A,  on  a  la  relation 

-L  —  JL  4-  -L 
D    ""    R    "^    r  • 
Chejxher  ce  qui  arrive  lorsque  les  circonférences  sont  tangentes 

intérieurement. 

Le  triangle  0A0|  donne 

A0«  +  O^A»  =  2A0,«  +  200.» 
On  en  tire       4D(R  -f  r)  =  4^^'  * 
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d'où  en  divisant  par  4BrD 

r    ^    R  D 


Si  les  circonférences  sont  tangentes  intérieurement  on  a 


OU 


I       I 

"F  ""  "D 


Nota:  Ont  résola  la  môme  question:  MM.  d'Arodes,  à  Mont-de-Marsan ; 
Faivre  et  Gindre,  à  Lons-le-Saulnier  ;  Engelhard,  à  Troyes  ;  Yazou,  collège 
Rollin;  Baadot,  à  Dijon;  Hugot,  à  Lyon;  Lannes,  à  Tarbes;  Damnr,  à 
Chartres;  Gélinet,  À  Orléans;  LonguevlUe,  à  Charleville;  Elle,  collège  Stanis- 
las; Dupuy,  à  Grenoble;  Deslais,  au  Mans;  Lesoille,  collège  de  Sedan. 


QUESTION  180. 
Solation  par  M.  d'Aaodbs,  élève  du  Lycée  de  Mont-de-Marsan. 

Une  droite  AD  rencontre  deux  circonférences  0  et  0'  de  telle 
so7'te  que  les  cordes  interceptées  ÂB  et  CD  soient  égales  entre 
elles. 

Trouver  :  i^  le  lieu  géométrique  du  milieu  de  AD  ;  S?  Cenve- 
loppe  de  la  droite  AD.  En  déduire  le  problème  suivant  :  mener 
par  un  point  donné  dans  le  plan  de  deux  circonférences  une 
droite  telle  que  les  cordes  interceptées  soient  égales, 

1®  Puisque  AI  =  ID  et  que  AB  =  CD,  on  a  éyidemmeut 
IB  =  IC.  Donc  AI  .  IB  =  IC  .  ID.  Le  point  I  est  donc 
d*égale  puissance  par  rapport  aux  deux  circonférences,  et 
le  lieu  de  ce  point  est  Taxe  radical  des  deux  circonférences. 

3®  Élevons  au  point  I  la  perpendiculaire  IF  jusqu'à  la 
rencontre  de  00'.  Abaissons  OK,  OK'  perpendiculaires  sur 
AB  et  CD.  On  a  IK  =  IK',  et  par  suite  OF  =  O'F.  Le  point 
F  est  donc  constant,  et,  d'après  une  propriété  de  la  para- 
bole, l'enveloppe  de  la  droite  AD  est  une  parabole  ayant 
pour  foyer  le  milieu  de  la  ligne  des  centres  et  pour  tan- 
gente au  sommet  Taxe  radical  des  deux  circonférences* 
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3°  Soit  P  le  point  donné.  Il  suffira  de  mener  la  directrice 
de  la  parabole,  et  de  mener  par  le  point  P  une  tangente  à 
cette  parabole  déterminée  par  son  foyer  et  sa  directrice. 

Sola.  —  M.  Combebiac,  de  Monta uban,  a  résolu  la  même  question. 


QUESTION  <S1. 
Solution  par  M.  Vazou,  élève  du  Collège  Rollin. 

Soit  ABC  un  triangle^  0  un  point  de  son  plan.  On  mène  les 
droites  OA,  OB,  OC  qui  coupent  les  côtés  en  A',  B',  C;  on  coupe 
le  triangle  A'B'C  par  une  transversale  dPy  (ol  est  le  point  oii  cette 
transversale  rencontre  B'C,  etc.,,),  les  droites  Aa,  Bp,  Gy  ren- 
contrent les  côtés  du  premier  triangle  en  trois  points  qui  sont  en 
ligne  droite. 

Le  triangle  P'A'G*  coupé  par  la  transversale  BpN  donne 

P'p  AB  CN    _ 

PA'     •      BG      •     Np'    ■"        ^ 

Les  triangles  y'^A',  aCB  coupés  respectivement  par  les 
transversales  GyP,  AaM  donnent 

yT  BG 


PB 

» 

aa 


X 


CA' 
C'A 
AB 


X 


ii 

rt' 

BM 

Ma' 


*  Ifi  leetear  e«t  prié  de  faire  la  flgare. 


—  380  — 

De  mftme  les  triangles  a'B'G,  p'Gk,  /B'A.'  coupés  respecti- 
vemenl  par  les  droites  ÂaM,  B^N,  CyP  donnent  é{;alemenl 

a'M  CA  B'a 

X-r^  X r-  =  —  I 


MO  AB'    '"  aa' 

pu  AB  C'B 

NA    "^    BC  pp' 

n'  BC  AP 

X-rrr-  X  — 


yB'    '"    CA    ^     Py 
multipliant  toutes  ces  égalités  membre  à  membre  il  vient 
AP  BM  CN  AC  BA  CB' 

X  -.7777-  X  -rrrr-    X  -T^TT-    X  -SÎÏ7-   X 


PB    '"    MG  NA  C'B    ""    CB'    ^    B'A 

A'y  B'g  C'p     _ 

^1b^  ^"lIc^^lT"""*"  ' 

AC  BA'  CB'    _ 

^'^  "C^  ^  Te"  ^  "bT  ~  +  ' 

A'y  B'ix  C'P    _ 

*'  IF"  ^  "liïr  ^  IT"  -  ~  ' 

AP  BM  CN 

par  suite  —-><--.  ^ —^  =  -  t 

Donc  les  trois  points  M,  N,  P  sont  en  ligne  droite. 

Nota,  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Deslais,  au  Mans  ;  Détraz, 
à  Bourg;  Cadot,  du  lycée  Saint-Louis;  Henrique,  à  Bordeaux;  du  Motel,  au 
Lycée  Saint-Louis. 


QUESTION  182. 

^olatloB  par  M.  Mauricr  d'Ocagnb,  élève  au  Collège  Cbaptal. 

On  a  une  circonférence  fixe  0,  et  un  point  fixe  A;  par  le 
point  A,  on  fait  passer  une  circonférence  variable  qui  coupe  la 
circonférence  0  sous  un  angle  constant  :  démontrer  que  la  cir- 
conférence variable  a  pour  enveloppe  une  circonférence. 

Considérons  une  des  circonférences  G  qui  passent  par  A 
et  coupent  la  circonférence  0  sous  l'angle  donné  a.  Trans- 
formons par  rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  le 
point  A  pour  pôle,  et  la  puissance  de  ce  point  par  rapport 
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au  cercle  0,  pour  module  d'inversioH.   Le  cercle  0  sera 
alors  anallagmatique. 

La  circonférence  G  passant  par  le  pôle  aura  pour  trans- 
formée une  perpendiculaire  MN  à  AC,  coupant  la  circon- 
férence 0  sous  Tangle  a. 


L'angle  TMN  de  la  tangente  à  la  circonférence  et  de  MN 
étant  constant,  Tare  MN  et,  par  suite,  la  corde  MN  sont 
constants;  il  en  résulte  que  l'enveloppe  des  transformées 
te^s  que  MN  est  la  circonférence  décrite  de  0  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  la  perpendiculaire  OP  abaissée 
de  0  sur  MN. 

Si  on  revient  au  système  primitif,  celte  circonférence  se 
transformera  en  une  autre  circonférence  tangente  aux  cir- 
conférences telles  que  G.  Par  suite  Tenveloppe  de  ces 
dernières  est  bien  une  circonférence. 


QUESTION  154. 
ik»latioii  par  M.  E.  Pombart,  élève  de  Tècole  normale  de  Charleville. 

On  donne  un  cercle  0  et  une  droite  DD'  ;  soit  AG  une  tangente 
quelconque  de  ce  cercle,  tangente  qui  rencontre  en  A  la  droite 
DD'.  On  mène  les  bissectrices  des  angles  en  k,  et  on  projette  le 
centre  du  cercle  sur  ces  bissectrices;  on  demande  :  4^  le  lieu  de 
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projection  du  centre  sur  ces  bissectrices;  2*^  le  lieu  du  jxnnt  B  où 
la  tangente  variable  rencontre  la  projetante  du  point  0  sur  les 
bissectrices. 

La  figure,  construite  comme  rindique   renoncé,  est  un 

rectangle.  Il  faut  chei^ 
cher  le  lieu  des  som- 
mets I,  r,  puis  le  lieu 
des  points  B,  B'  oh  les 
projetantes  du  centre 
rencontrent  la  tangente 
variable. 

B  étant  le  point  oii 
la  projetante  sur  AI 
rencontre  GA,  menons 
de  ^ce  point  une  tan- 
gente à  la  circonférence 
0.  Les  angles  OBG, 
QBE'  sont  égaux,  il  en 
résulte  "que  BE'  est  parallèle  à  DD'.  Il  en  est  de  môme  de 
B'E.  Comme  pour  toute  tangente,  l'angle  BOB'  est  droit,  il 
s'ensuit  que  tous  les  points  des  tangentes  parallèles  à  DD' 
sont  des  points  de  ce  lieu. 

Ceci  posé,  et  les  droites  EF,  B'A  étant  coupées  par  ^es 
parallèles  EB',  E'B,  FA,  nous  avons 

BB'    __    E'E 
BA    ~    ET 
ou  bien,  en  désignant  E'E  par  2R  et  E'F  par  d, 

BB^    _    2R 

BA    ■"     d     • 
Mais  les  triangles  semblables  BOB'  BIA  donnent  aussi 


par  suite 


BB' 
BA 
BB' 
BA 


BO 
BI 
BO 
BI 


2R 


Et  comme  le  point  B  se  déplace  sur  une  parallèle  à  DD', 
il  en  résulte  que  le  lieu  du  point  I  est  une  parallèle  à  DD'.  Il 
en  est  de  même  du  lieu  du  sommet  I'. 
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Cherchons  les  distances  de  ces  parallèles  à  BE'  et  à  B^. 
Les  triangles  semblables  OBE',  OIG  donnent 

BO  E'O  R 


d'oh 


et 


BI     ~    E'G   ~    E'G 

2R R_ 

d     "~    E'G   ' 

2        I 

5~  ~"¥g"' 

d 


d'oh  E'G  = 


2 

Les  triangles  OEB',  OI'G'  donnent  aussi 

OB'  OE  2R 


or 

OG' 

d 

et,  comme 

rkii 

0E  = 

R, 

R             2R 
OG'            d 

I                    2 

UU 

OG'           d 

d'oh 
par  suite 

OG'  =    ^   ; 

2 

^  +  « 

EG' 

= 

OG'  +  OE  =  • 

d  +  2R 

Ainsi,  1^  le  lieu  des  points  I,  V  se  compose  de  deux  paral- 
lèles indéfinies  à  la  droite  DD',  menées  par  les  milieux  des 
distances  de  la  droite  DD'  à  la  circonférence  0  ;  et  2**  le  lieu 
des  points  B,  B',  des  deux  tangentes  parallèles  à  DD'. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Vermand,  de  Saint-Quentin; 
Lannes,  de  Tarbes;  Longuerille,  à  CharleTille;  Tessier,  à  Angers;  Hoc,  à 
Sainte*Barbe  ;  Bompart,  Élie,  collège  Stanislas  ;  Hugot,  de  Lyon  ;  Vazou  au 
collège  RolliQ. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


203.  —  Démontrer  que  la  surface  d'un  triangle  en  fonc- 
tion des  bissectrices  l^l'  extérieure  et  intérieure  d'un  angle 
et  du    rapport  K  des  côtés  formant  cet  angle,  est  donnée 

par  la  formule       S  c= / — V 

(RebouL) 

204.  —  Du  pied  A'  d'une  des  hauteurs  AA'  d'un  triangle 
ABC,  on  mène  les  perpendiculaires  A'D,  A'E  ;  A'K,  A'L  res- 
pectivement sur  les  côtés  AB,  AG  et  sur  les  deux  autres 
hauteurs  BB',  GG  du  triangle  ABC.  Démontrer  : 

1^  Que  les  quatre  points  D,K,L,E  sont  en  ligne  droite  ; 
2^  Que  en  appelant  S  la   surface   du  triangle  ABC,  la 
surface  du  triangle  A'DE  a  pour  expression 

S  sin  B  sin  G  cos  B  cos  G; 
3®  Que  la  hauteur  A'P  du  triangle  A'DE  a  pour  expres- 
sion 2R  sin  B  sin  G  cos  B  cos  G 
R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

(Penin.) 

205.  —  Trouver  2n  -j-  '  nombres  entiers  consécutifs 
tels  que  la  somme  des  carrés  des  n  -}-  i  premiers  de  ces 
nombres  soit  égale  à  la  somme  des  carrés  des  n  nombres 
suivants.  (Dostor.) 


Le  Rédacteur-Géranl^ 
J.  BOURGET. 
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NOMBRES  RELATIFS  DES  POLYGONES  REGULIERS 

DE  n  ET  DE  2n  CÔTÉS;  SUIVANT  QtE  H  EST  tN  NOMBRE  IMPAIR  OU  UN 
NOMBRE  PAIR.  POLYGONES  RÉGULIERS  CORRESPONDANTS.  POLYGONES 
RÉGULIERS  CONJUGUÉS. 

Par  Georges  DoBtoi*. 


1.  Théorème  I.  —  Lorsque  n  est  un  nombre  impair ,  il 
ejciste  autant  de  polygones  de  2n  côtés^  dont  Fun  est  convexe  et 
les  autres  étoiles  qu'il  y  a  de  polygones  de  n  côtés. 

Soit  p  un  nombre  entier,  inférieur  à  la  moitié  de  n  et 
premier  avec  n.  Il  existera  un  polygone  étoile  de  n  côtés  et 
de  l'espèce  p. 

Puisque  p  est  inférieur  à  la  moitié  de  n,  2p  sera  moindre 
que  n;  par  suite  n  -^  2p  sera  aussi  un  nombre  entier  positif, 
plus  petit  que  n  ou  que  la  moitié  de  2n. 

Or  je  dis  que  n  —  2p  est  aussi  premier  avec  2n. 

En  effet;  n  élaul  impair»  n  -^  2p  sera  aussi  impair.  Il  s'eil-> 
suit  que  tout  facteur  entier  Commun  an —  2p  et  2n  ne  sau- 
rait être  qu'un  nombre  impair,  qui  diviserait  n.  Ce  facteur 
impair,  divisant  n-^ip  ei  n,  diviserait  leur  différence  2p  et 
par  suite  p.  Donc  p  et  n  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux. 

Ainsi  à  chaque  nombre  entier  p)  inférieur  à  la  moitié  de  n 
et  premief  avec  hj  correspond  un  nombre  entier  n  —  2p  in- 
férieur à  la  moitié  de  2n  et  premier  avec  zn. 

Réciproquement  à  chaque  nombre  entier  7,  inférieur  à  la 


—  4  - 

moitié  n  de  2a  et  premier  avec  2n,  coiTespondau  nombre  en- 
tier   ^  inférieur  à  la  moitié  de  w  et  premier  avec  n. 

2 

Car  9,  étant  premier  avec  2n,  est  un  nombre  impair;  et, 
comme  n  est  supposé  impair, ^est  un  nombre  évidem- 
ment moindre  que  . 

D'ailleurs  9,  étant  premier  avec  2n,  Test  avec  n]  donc 

est  aussi  premier  avec  n. 

Il  s'ensuit  que,  si  n  est  impair,  à  tout  polygone  convexe 
ou  étoile  de  n  côtés  correspond  un  polygone  convexe  ou 
étoile  de  2n  côtés,  et  réciproquement. 

2.  Théorème  II.  —  Lorsque  n  est  un  nombre  paii\  il  existe 
deux  fois  autant  de  polygones  de  2x1  côtés  (dont  Tun  est  convexe 
et  les  autres  étoiles),  qu'il  y  a  de  polygones  de  n  côtés. 

Soit,  en  effet,  p  un  nombre  entier,  inférieur  h  la  moitié 
de  n  et  premier  avec  n.  Il  existera  un  polygone  de  n  côtés 
et  de  l'espèce  p. 

Or  le  nombre  p,  étant  premier  avec  le  nombre  pair  n,  est 
nécessairement  impair  ;  par  suite  il  est  aussi  premier  avec 
2n. 

Mais  p  étant  premier  avec  n,  n  —  p  l'est  aussi,  non  seu- 
lement avec  n,  mais  aussi  avec  2n  ;  de  plus  n  —  p  est  évi- 
demment moindre  que  n  ou  que  la  moitié  de  2n. 

Donc,  si  n  est  pair,  à  chaque  polygone  de  n  côtés  et  de 
rcspèce  p  correspondent  deux  polygones  de  2/1  côtés  et  des 
espèces  p  et  n  —  p. 

Donc  le  nombre  des  polygones  de  2a  côtés  est  double  de 
celui  des  polygones  qui  n*ont  que  n  côtés. 

.  3.  Polygones  correspondants.  —  Nous  avons  vu  (n^^  1) 
que,  si  n  est  impair,  il  existe  autant  de  polygones  de 
2n  côtés  qu'il  y  a  de  polyg^ones  de  n  côtés,  et  qu'à  chaque 
polygone  de  n  côtés  et  de  Tespèce  p  correspond  un  poly- 
gone de  2n  côtés,  et  de  l'espèce  n  —  2p. 

.  Nous  appellerons  polygones  correspondants,  les  deux  poly- 


N 


—  S  — 

^ones  Tun  d'un  nombre  impair  n  do  côtés  et  Tautre  de 
an  côtés,  dont  les  espèces  sont  respectivement  p  et  n  —  2p. 

Il  s'ensuit  que 

6'/  n  est  impair^  deux  pohjgoneny  Vun  de  n  et  Vautre  de 
2n  côtés,  sont  correspondanin,  si  la  double  espèce  du  premier, 
augmentée  de  l'espèce  du  second,  est  égale  à  n. 

Car  on  a  2p  -|-  (n  —  2p)  =  ap  +  ^  —  2p  =  n, 

4.  Théorème  III.  —  Les  côtés  de  deux  polygones  réguliei-s 
cotTespondants  qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle  ^  sont 
ceux  de  Vangle  droit  d^un  triangle  rectangle,  dont  Ihypoté- 
nitëe  est  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  aux  deux  polygones. 

Soit,  en  effet,  p  l'espèce  d'un  polygone  régulier  d'un 
nombre  impair  n  de  côtés  ;  n  —  2p  sera  l'espèce  du  poly- 
gone régulier  correspondant  qui  a  2n  côtés. 

Le  côté  Cn,p  du    premier  polygone    sous-lcnd  p   fois  la 

n"*  partie  de  la  circonférence  circonscrite,  ou  un  arc  égal 

2:r  2l>7: 

a  p  X  =  — ^-— . 

n  n 

Si  R  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  on  a  donc 

C„,  P   =  2R  sin  -Ç-.  (1) 

On  trouverait  de  même  que  le  côté  du  second  polygone 
est  0^n,n^zp=  2R  sin  ^^j-^^—  =  2R  sin  (^—  =  ^"j 

n 
Élevant  au  carré  les  deux  égalités  (i)  et  (2)  et  ajoutant, 

on  trouvera  la  relation 

GV;,  +  GV„„;,=  R\  (I) 

qu'il  s'agissait  d'établir. 

5.  Corollaire.  —  Ce  principe  permet  de  calculer  les 
côtés  des  polygones  réguliers  d'un  nombre  impair  n  de  côtés, 
lorsqu'on  connaît  ceux  des  polygones  réguliers  d'un  nombre 
double  2n  de  côtés;  et  réciproquement. 

Ainsi  on  sait  que  les  côtés  des  deux  décagones  réguliers, 
l'un  convexe  et  l'autre  étoile,  sont  : 


ou  Cj„^  n  -  2p  =  2R  cos  -^.  (2) 
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Or  les  pentagones  réguliers  qui  leur  cort^espondent  respec- 
tivement sont  le  pentagone,  étoile  et  le  pentagone  convexe. 
On  a  par  suite 

c„.  =  )^iR«  _  c'„„  =  y  4R»  — ^  R*  (yT+ 1)\ 

c.„  =  Y  4R'  -  G>uH  =  \  4R*  — ^  R'  [fT-  ')'. 

ce  qui  fournit  les. valeurs 

^»'*="T^V^  ïo—  2vrT;G,„  =-^Ry/  10  +  21/-7; 

pour  les  côtés  des  deux  pentagones  réguliers,  l'un  convexe 
et  l'autre  étoile. 

6.  Polygones  conjugués.  —  Nous  avons  vu  (n^"  2)  que, 
si  n  est  un  nombre  pair,  il  existe  deux  fois  autant  de  poly- 
gones de  271  côlés  qu'il  y  a  de  polygones  de  n  côtés  ;  et  qu'à 
chaque  polygone  de  211  côtés  et  de  Tespëcep  répond  un  poly- 
gone de  291  côtés  et  de  l'espèce  n  —  p. 

Nous  donnerons  le  nom  de  polygones  conjugués  à  deux  poly- 
gones d'un  nombre  doublement  pair  2n  de  côtés,  dont  la 
somme  des  espèces  est  égale  à  n. 

7.  Théorème  IV.  —  Les  côtés  de  deux  polygones  réguliers 
conjugués  qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle^  sont  ceuac  de 
Vangle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  Vhypoténuse  est  le 
diamètre  du  cercle  circonscrit  aux  deuux  polygones. 

Soit,  en  effet, 

C2„.  ;,  =  2R  sin  -^  (3) 

le  côté  d'un  polygone  régulier  ayant  un  nombre  double- 
ment pair  2n  de  côtés  et  étant  de  l'espèce  p.  Le  côté  de  son 
conjugué,  parmi  ceux  de  2n  côtés,  sera 

G».,  „_,  =  2R  sin  iinP)!  =  2R  sin  (-^  -^Y 

2n  \  2  2n/ 


ou 


(.'in,  n-p  =  2R  COS  -^.  (4) 


Élevant  au  carré  les  deux  côtés  (3)  el  (4)  et  ajoutant,  on 
obtient  la  relation  à  établir 

8.  Corollaire  I.  —  Connaissant  les  valeurs  des  côtés  de 
la  première  moitié  des  polygones  réguliers  de  2n  côtés,  oh 
n  est  pair,  on  peut,  au  moyen  du  théorème  précédent,  cal- 
culer les  côtés  de  l'autre  moitié  des  polygones  réguliers  de 
2n  côtés. 

9.  Corollaire  n.  —  Puisqu'on  a 

Cjn,  p  =  2R  Sin  -^^,  Csn,  n-  p  =  2R  COS     ^ 


on  obtient,  en  multipliant, 

Cjn,  p  X  Gin,  n  -  »  ==  4R*  sin  COS  -^—  =  2R*  sin  -i— . 

"^  .       r       -T  2n  2n  n 

Mais  on  sait  que   2R  sin  -^ —  =:  Cn,»; 

fi 

donc  il  vient 

C»n.  p  X  C2«,  n  -p  =  R  X  C«.  p.  (III) 

Ainsi  le  côté  d'un  polygone  régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés 
est  la  quatrième  proportionnelle  au  rayon  du  cercle  circonscrit  et 
aux  côtés  des  deux  polygones  réguliers  conjugués  d'un  nombre 
double  de  côtés^  dont  Vun  est  de  même  espèce  que  le  premier  et 
qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle, 

10.  Application.  ^  Soient  a?  et  y  les  côtés  des  deux  dodé- 
cagones réguliers,  l'un  convexe  et  l'autre  étoile.  Nous  avons 

0^  =  Cii,i,  y  =  Ciî,5,  Cn,  p  =  Cej  =  R. 
En  vertu  des  relations  (II)  et  (III),  nous  avons 

x*  +  y*  =  4R«,  xy  =  R%  (6) 

d'où  nous  tirons 

X*  +  2a;y  +  y"  =  6R*,  x^  —  2xy  +y"  =  2R% 
ou  bien      a?  -|-  y  =  Rv^,        x  —  y  =  —  R^ 
Les  côtés  des  deux  dodécagones  réguliers  sont  donc  : 

x=  -i-  R  (v^  —  >/2)  =  R  v/2  —  >/3, 


y 


=  Jl-  R  (v^e  +  y/l)  =  RV/2  +  >/3. 
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Les  deux  relations  (S)  prouvent  que 

l'^  La  somme  des  carrés  des  côtés  des  deux  dodécagones  régu-- 
liers  qui  sont  inscrits  dans  le  même  cercle^  est  égale  au  carré 
du  diamètre; 

99  Le  produit  de  ces  côtés  est  égal  au  carré  du  rayon. 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 


Composition  Bupplémentaire  donnée  en  1879  aux  oandidats  à 
Saint-CSyr  empêchés  de  composer  à  l'époque  ordinaire. 

Oa  donne  deux  points,  l'un  0  situé  sur  la  ligne  de  teri<e,  l'autre  M  situé  dans 
le  plan  horizontal  de  projection  à  5o"*  en  avant  de  la  ligne  de  terre  et  à  8o"* 
du  point  0  :  ceei  posé  on  demande  : 

i«  De  faire  passer  par  la  droite  MO  qui  joint  les  points  donnés  deui  plans, 
l'un  MOP  faisant  un  angle  de  45"  avec  le  plan  horizontal  de  projection,  l'autre 
MOQ'  faisant  le  même  angle  avec  le  plan  vertical  de  projection  ; 

2*  De  trouver  un  point  C  de  l'espace  situé  à  égale  distance  des  deux  plans 
iMOP',  MOQ\  à  égale  distance  des  deux  plans  de  projection  et  à  90*"  du 
point  0; 

3*  De  construire  les  projections  de  la  sphère  ayant  pour  centre  le  point  C  et 
tangente  aux  plans  MOP,  MOQ'.  —  On  indiquera  les  points  de  tangence. 


QUESTION  147 

Aolaf  Ion  par  M.  Launot,  maître  répétiteur  au  Lycée  de  Lille. 


w 


On  considère  une  ellipse.  Soient  F  et  F'  les  foyers  de  cette  ellipse. 

Par  ces  points  et  dans  la 
même  direction^  onmène  deux 
rayons  vecteurs  parallèles 
rencontrant  la  courbCy  lèpre* 
mier  en  A,  le  second  en  A'. 
On  mène  les  tangentes  en  A 
et  k\  tangentes  qui  se  ren- 
contrent en  I.  La  figure  ainsi 
tracée  jouit  des  propriétés 
suivantes  : 


—  Jl  — 

I.  £c«  triangles  FIA,  FIA'  sont  rectarufles  en  I. 

Les  deux  angles  AF'A'  et  FAF'  sont  égaux;  FI  bissectrice 
de  l'angle  AFA  est  parallèle  à  la  normale  en  A  et  par  suite 
perpendiculaire  à  lA;  de  même  FI  est  perpendiculaire  à  lA'. 

II.  Vangle  FIF'  esi  moyen  arithmétique  entre  les  angles  FAF' 
ei  FAT'. 

Dans  le  triangle  FIA,  F'IF  =  -^ FIA,  et  comme  dans 

2 

le  triangle  FIA 

FIA  =  FAD  _  IFA  =  —  -  f-I^  +  1^1 

2  L       2  2        J 

FAF'  4-  FAF' 

on  a  FIF  =  -T  ^^^ 

2 

III.  Quand  on  fait  x^arier  la  direction  des  parallèles  FA  et 
F'A',  le  point  I  décrit  le  cercle  dont  le  diamètre  est  le  grand 
aœe  de  rellipse. 

Je  mène  la  ligne  OD;  le  triangle  lOD  est  isoscële  et 
01  =  OD  =  a 

De  plus  OD  est  parallèle  à  F'A;  donc  Tangle  OIA  est  égal 
à  FAI  ou  à  FAD  et  01  est  parallèle  à  AF  et  à  A'F'  (X).  Alors 
le  point  I  est  à  égale  distance  de  AF  et  AT'  ;  on  sait  qu'il 
est  aussi  également  distant  de  AF  et  A'F,  de  AT'  et  de  AF'  ; 
on  en  conclut  qu'il  est  à  égale  distance  de  AB  et  A'B  ou  que 
IB  est  bissectrice  de  l'angle  ABA'  (YI). 

TV   n        I       !  r        AIXIF  AF 

lY.  On  a  M  relation 


lA'  X  IF  ~  A'F'  • 

Les  deux  triangles  FIA  et  FI  A'  de  bases  AF  et  A'F'  ont 

FA 
même  hauteur  (III)  ;  le  rapport  de  leurs  surfaces  est  -^rrr* 

J;  A. 

Ils  ont  aussi  un  angle  égal  FIA  =  F'IA'  ;    ce  rapport  est 

,     ,  ,    lA  X  IF 

également 


1'  > 


lA'  X  IF 

..  ,  lA  X  IF  AF 

dou 


lA'  X  IF        A'  F" 


V.    Les  droites  FA,  F'A'   rencontrent  l'ellipse   sous   deux 
angles  tels  que  la  tangente  de   leur  somme,  multipliée  par  la 
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Homme  de  leurs  tangentes^  donne  un  produit  constant,  quàtid  on 
fait  varier  la  direction  des  parallèles  FA,  F' A'. 

Je  pose  FAD  =  a,  F'A'D'  =  a  ;  FD  et  FI  étant  perpen- 
diculaires sur  lA,  on  sait  que  FD  X  FI  =  6*.  (\) 
Or  dans  le  triangle  rectangle  IFD,  on  a 

FD  =  IF  cos  IFD  =  IF  cos  (iç  —  (a  -f  a  )) 

=  —  IF  cos  (%  -\-  a); 
d'oii  FI  X  F'I  cos  (a  -f-  a)  =  —  fc«,  («) 

Gela  étant,  la  figure  montre  que 

ID  =  lA  +  AD  =  (AF  +  AF)  cos  a  =  2a  cos  a. 
On  a  aussi         ID  =  IF  sin (a  +  a)  ;  (3) 

d'oïl  IF  sin  (a  +  a.')  =  2a  cos  a 

et  IF  =      'Y'r^  W 

sin  (a  -f-  *  ) 

de  même  W  =  ^±22l£-^.  ,8) 

sin  (a  +  a) 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (2)  il  Tient 

4a'  cos  a  cos  a  cos  (a  -|-  a')  ,  ^ 

sin*  (a  +  a  ) 
de  laquelle  on  déduit  facilement 

tg  (*  +  «O  (tg  «  +  ig  «■)  =  - -^. 

YI.  Si  Von  appelle  B  le  point  de  rencontre  des  diagonales  du 
trapèze  AFA'F',  le  lieu  du  point  B,  quand  on  fait  varier  la 
direction  des  parallèles  AF,  AT',  est  une  ellipse  homofoca^  à 
la  proposée,  et  normale  à  la  droite  BI. 

Dans  le  triangle  IBF  on  a 

FB         _         IB         _         IF 
sin  BIF     ■"     sin  IFB     ~     sin  IBF  ' 
ou,  comme  il  est  facile  de  le  voir  sur  la  figure,  en  tenaul 
compte  de  ce  que  IB  est  la  bissectrice  de  l'angle  AB  A', 

FB  IB  IF 

cos  a  cos  a  sin  (a  -f-  a  )  ' 

,,  .  „^  IF  cos  a  ÎP 

d  ou  FB  =  --r—, r—r  =  

Sin  (a  +  «  )  20 

à  cause  de  (4). 


IB  = 


—  4<  — 

PB  cos  a' 


cos  a 


IB  =  II-221JL'.  (6) 

sm(a  +  *) 
On  aurait  de  même  par  la  considération  du  triangle  IBF'  : 

IF  cos  Qt'        fF* 


F'B  = 


IB  = 


sin  (a  -|-  a)        2a 
F'B  cos  a 


cos  a 
d'où  Ton  tire 

FB  I   r-B=:   ^^'+^^^'  =    2(ÔÎ'^  +  ÔF^)    ^«-  +  c\ 

2a  2»  a      ' 

Le  point  B  décrit  une  ellipse  de  foyers  F  et  F'  et  la  normale 
en  B  est  BI,  bissectrice  de  l'angle  FBF'  (III). 

VIL  La  distance  du  point  B  au  point  I  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  distances  de  ce  point  B  aux  deux  foyers  F  et  F'. 

Des  formules  précédentes  résulte  éyidemment 

ÏF  =  FB  X  F'B. 

VIII.  On  a  IF  X  IF  =  2a  X  IB. 

cos  a' 
Si  dans  la  valeur  (6)  de  IB  on  substitue  à  — : — -, — ; — r- 

^  ^  Sin  (a  +  a  ) 

IF' 

sa  valeur  (8),  on  obtient 

2a 

IB  X  2a  =IF.  IF. 

IX.  Si  du  point  F  on  abaisse  sur  AI  la  perpe^idiculaire  FD 
et  du  point  F'  la  perpendiculaire  F'D'  sur  Al ,  la  somme  des 
carrés  des  inverses  de  ces  perpendiculaires  est  comtante  quand 
on  fait  varier  la  direction  des  parallèles  FA',  FA'. 

I  FI 

De  la  relation  (1)  on  a 

de  même 


et  — ■ 1- 

FD«    ^ 


FD    ~     6»    ' 

I              FI 

F'D'            6»    ' 

I              F'I«  +  Fl« 

2(fl'+C') 

F'D*        6« 

~       6» 

—  a  — 

X.   La  droile   01  est  parallèle  aux  droites  FA,  FA'  et  la 
somme  de.*  inverses  des  rayons  vecteurs  FA,  F'A'  est  constantt. 

Si  dans  celle  môme  relalion  (1)  on  remplace  FD  par 

, ,,    .  I  F'I  sin  a 

Ah  sin  a,  on  a  -rrr  = n > 

AF  6* 

,     ,          ,                       I            FI  sin  a 
également.  -^^  = 

el 


AF     '     A'F  6*  sin  (a  +  a) 

2a 

A  ces  propriétés  énoncées  par  M.  de  Longchamps  je  join- 
drai les  suivantes  : 

XI.  Let  L'  sont  les  points  oii  les  normales  en  A  et  A'  rencon- 
trent respectivement  IF  et  IF'  ;  la  ligne  LL'  est  la  tangente  en  B 
à  fellipse  que  décrit  ce  point. 

En  eiTet  L  et  L'  sont  les  centres  des  cercles  inscrits  aux 
triangles  ABF  et  A'BF';  LB  et  L'Bsont  doncbissecirices  des 
angles  ABF  et  A'BF'. 

XII.  TB*  =  AB  .  A'B'. 

C'est  une  conséquence  de  (VII)  et  de  la  similitude  des 
triangles  ABF,  A'BF. 

XIII.  La  perpendiculaire  à  KF  menée  paj*  le  point  F  rencontre 
lA  en  Q;  soit  Q'  le  point  analogue:  on  a  FQ  =  F'Q'. 

Les  triangles  rectangles  lAF'  et  lA'F  donnent  : 

IF'  =  lA  tg  a,  IF  =  lA'tg  a 
et  à  cause  de  la  proportion  (V), 

tgtt^  _  AF 
tg  a  ""  AT'  • 
Les  triangles  OFQ  et  OF'Q'  sont  évidemment  égaux  et  les 
points  Q  et  Q'  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  de 
Tellipse  ;  ces  points  sont,  du  reste,  ceux  où  chaque  tangente 
vient  rencontrer  la  directrice  qui  correspond  à  son  point 
de  contact. 
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XIV.  La  liyne  qui  jotui  le  point  B   au  milieu  de  01  a  une 
longueur  constante. 

Oa  a,  d'après  la  figure 
20B^  +  2c«  =  FB*+  F'B'^  =  (FB  +  FB)«  —  2FB  X  FB; 

or   FB  .FB  =  TB*  (Vil)  et  FB  +  FB  =    "*  "j^  ^''    (VI); 


alors    2OB*  +  2c«  =  /  g'+g'  y_aJB 
ou  2(ÔB«4-l"F)=  ^*"t^*; 


a 


mais  OB'  +  IB«   =  2BK«  +  --  = 

donc  BK  = 


a'  a*  +  c* 


2a' 
2a 


XV.  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  IFA  et  IF'A'  sont 
tangents  en  I. 

Soit  S  le  point  oîi  la  normale  en  A  coupe  IB  ;  Taugle  RIF, 

égala a,  est  égal  à  SAF;  les  quatre  points  S,  I,  A,  F 

sont  sur  un  cercle  dont  le  centre  est  le  milieu  de  IS  ;  de  môme 
les  points  S',  I',  A',  F'  sont  sur  un  cercle  dont  le  centre  est 
le  milieu  de  IS';  ces  deux  cercles,  ayant  un  point  commun  I 
sur  la  ligne  des  centres,  sont  tangents  en  ce  point. 

XV'I.  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  IBF  et  IBF'  se 

FAF'  4-  FAT' 
coupent  en  I  sous  un  angle  égal  à  FIF'  =  — . 

Soient  R  et  R'  les  points  oh  L'BL  rencontre  lA  et  lA',  Taugle 
RBA  étant  égal  à  FIA,  il  en  est  de  même  de  l'angle  FBR  ; 
par  suite  le  quadrilatère  FBIR  est  inscriptible  dans  un  cercle 
dont  le  centre  est  le  milieu  de  IR  et  dont  la  tangente  en  I 
est  évidemment  IF'.  Pareillement,  le  quadrilatère  F'RIR'  est 
inscriptible  dans  un  cercle  dont  le  centre  est  au  milieu  de  IR' 
et  dont  la  tangente  en  I  est  IF;  d'où  la  propriété  énoncée. 

Remarqua  I .  —  La  propriété  (I)  résulte  de  la  suivante  : 
FA  et  F'A'  sont  deux  rayons  vecteurs  quelconques  d\uie  ellipse: 
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lA,  lA'  /««  tatiffente-s  en  A  et  A|  ;  les  angles  F'IA  e/  FIA'  sont 

,  .^  complémentaires   de  tœngle 

y''  FRF'  /brmé  par  les  rayons 

vecteurs. 

L'angle  A'F'A  extérieur 
au  triangle  AF'R  a  pour  va- 
_)^A'    leur     ARF-f  FAF 
et 

AFA'  ARF 


IF'A  = 


FAi" 


■:: 


FAF' 


de  plas 
lAF  =  —  — 

et  par  suite 

FIA  =  7t  —  (IF'A  +  lAF')  =  —  —  .^£!1. 

'2  2 

Et  si  l'angle  FRF'  est  nul,  c'est-à-dire  si  les  deux  rayons 

vecteurs  sont  parallèles,  l'angle  F'IA  est  droit. 

Remarque  IL  — *  La  propriété  (II)  est  générale;  elle  a  lieu 
quelle  que  soit  la  direction  des  rayons  vecteurs. 
En  effet,  d'après  la  remarque  précédente 


7t 


FIF'  =  — 


ARF' 


TT 


01-  FIA  =  FAD  —  IFA  =  -^  — 

2 


2 
FAF' 


—  FIA; 


FRF' 


FAF' 


et 


Yli-  ^   yAF'  +  FA'F' 


NOTA:  —  Lu  iiièuie  question  a  été  résolue  par  MM.  Elie,  du  Collège  Stanisks,  à 
Paris,  et  Lagarde,  élève  au  Collège  de  Pamlers.  Nous  leur  avons  préféré  la  solu- 
tion de  Mi  Launoy  qui  nous  donne  une  série  de  propriétés  nouvelles  de  la 
flgure,  non  indiquées  dans  l'énoncé. 
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RHETORIQUE 
Solution  par  M.  AMdoyer,  du  Lycée  Saint-Louis». 

[Copie  œuronnée.) 

Soit  AB  une  portion  de  droite  de  longueur  donnée.  On  prend 
entre  A  et  B  sur  la  droite  AB  un  point  C,  et  sur  AG  comme 
diamètre  on  décrit  une  demi-circonférence.  Par  le  point  B  on 
tnéne  une  tangente  à  cette  demi-circonférence.  Soit  D  le  point  de 
contacta  et  soit  E  le  point  où  cette  tangente  remontre  la  per- 
pendiculaire menée  à  la  droite  AB  par  le  point  A.  Déterminer  le 

point  C  de  telle  façon  que  si 
V&n  fait  tourner  la  figure  au" 
tour  de  la  droite  AB,  la  sur- 
face engendrée  par  Varc  de 
cercle  AD  et  la  surface  en- 
gendrée  par  la  portion  de  droite  BE  soient  dans  un  rapport  égal 
à  un  nombre  donné  m. 

Indiquer  la  condition  de  possibilité. 

Appliquer  dam  le  cas  particulier  ou  m  =  ,  et  dans  ce  cas 

trouver  le  rapport  des  surfaces  engetidrées  par  les  deuœ  portions 
BD,  DE  de  la  droite  BE. 

D'après  renoncé,  on  doit  avoir,  en  appelant  D'  la  projec- 
tion du  point  D  sur  la  droite  AB  : 

r  X  AO  X  AD' 
TU  X  AE  X  BE 
ou,  plus  simplement:  | 

AU  X  AD'  =  m  X  AE  X  BE. 
Soit  0  le  milieu  de  AC,  et  faisons  AB  =  a,  AO  =  cCé 
Dans  le  triangle  rectangle  BOD,  on  a  : 

ÔD«  a« 


OD'  = 


OB 


a  —  iv 


—  16  — 

Par  suite  : 

AD'  =  AO  +  OD   =  oî  + 


x"*  ax 


a  —  X  a  —  X 

2ax* 


Donc  enfin,  AC  X  AD'  = 

a  —  X 

Considérant  les  triangles  rectangles  semblables  BAË,  BOD, 

.,     ,  ,  AE  X  BE  ÂF" 

lis  donnent: 


OD  X  OB  AD« 

Or: 

OD  X  OB  =  x  (a  —  x);  ÂB*  =  o«;  BD*  =  OB»  —  ÔD^ 

=  (a  —  x)*  —  X*  =  a  {a  —  2x). 
Donc  : 

AE  X  BE  =   "'^  ^'^  -  ^)    =   ""^  <"  -  ^>  . 

a  (a  —  2x)  a  —  2x 

L'équation  du  problème  est  donc  : 

2ax*     max  (a  —  x) 

a  —  X  a  —  20? 

Nous  pouvons  diviser  les  deux  membres  par  ax.  Il  reste 

2.x       m  (a  —  x) 

a  —  X  a  —  2x 

On  supprime  ainsi  la  solution  x  =  o,  qui  convient, 
quelle  que  soit  la  valeur  que  Ton  attribue  h  m.  Il  est  facile 
de  s'en  rendre  compte  ;  car  quand  a;  =  o,  les  points  D  et 
E  se  confondent  avec  le  point  A,  et  les  deux  surfaces  en 
question  deviennent  nulles,  ce  qui  rend  leur  rapport  indé- 
terminé. 

Enchâssant  les  dénominateurs  dans  Tcquatiou  précédente, 
il  vient:  20,1;  —  40;*  =  wa»  —  2fnnx  -}-  two;', 

et  enfin 

(w  -f-  4)^'  —  2a  (m  +  I')  X*  +  *'*«*  =  0.      (Il 
On  en  tire  la  valeur  de  l'inconnue  : 

w  +  I  dz  Vi  —  2m 
X  =  a 


m  +  4 

Pour  que  les  racines  soient  admissibles,  il  faut  qu'elles 

d 
soient  réelles,  positives  et  plus  petites  que  — ,  puisque  le 

point  0  est  situé  entre  A  et  B. 
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Elles  seront  réelles,  iaiii  que  Ton  aura 

I  ^  2m,  ou  bien    m  <_  — . 

2 

Cette  condition    remplie,  elles  seront  toujours  positives, 

puisque   leur  somme   et  leur   produit   sont   positifs.  Pour 

a 
reconnaître  si  elles  sont  plus  petites   que  — ,  substituons 

cette  quantité  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (1).  On 

trouve  un  résultat  positif  :  ,  et  comme  le  coefficient  de 

4 
o)'*  est  positif,  les  racines  sont  toutes  les  doux  ou  plus  grandes 

a 
ou  plus  petites  que — .    Elles  seront    plus  petites,  si   leur 

demi-somme  est  plus  petite  que  — ,  c'est-à-dire  si  l'on  a  ; 

m  +  I  a 

a -T —  <  — » 

w  +  4  2 

ou  bien  :  i»  <  2. 

Cette  condition  étant  contenue  dans  celle  de  réalité,  la 

seule  condition  de  possibilité  du  problème  est  m  <.  — ,  et 

dans  ce  cas  Ton  a  toujours  deux  solutions.   Dans  le  cas 

particulier  où  in  ==  — ,1e  problème  n'a  plus  qu'une  solution, 

a  ^ 

œ  —  —. 

Ou  peut  remarquer  que  dans  ce  cas  le  cône  engendré  par 
le  triangle  rectangle  ABE  est  équilatéraL  En  effet,  OD  est 
la  moitié  de  OB  et  les  triangles  ABE,  OBD  sont  semblables; 
AË  est  donc  la  moitié  de  BE. 

Appelons  i/  le  rapport  des  surfaces  engendrées  par  les 
portions  de  droite  BD,  DE.  On  aura 

__  7c  X  BD  X  DD^ 

^  ""   t:  X  BE  X  AE  —  :r  X  BD  X  DD' 

BD  X  DD' 


BE  X  AE  —  BD  X  DD'  ' 

I 


Or,  dans  le  cas  particulier  où  m  = 

BD  =  A  «;  P"i^  DD'  =  -:?^  =  :^«; 

3  26 
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Il  vient  donc:     BD  X  DD'  =  -^  a«; 

0 

d'ailleurs,  on  obtient  en  se  servant  de  la  formule  calculée 

précédemment:      AE  x  BE  =  -=—  a*. 

3 

Par  suite  :    AE  X  BE  —  BD  X  DD'  ==  -^  «S 

2 

et  V  =  -Y. 

On  pourrait  encore  se  proposer  de  calculer  y  dans  le  cas 
général. 
Remarquons  d'abord  que  les   triangles  semblables  BAE, 

ÂB* 
BDD'  donnent    AE  X  BE  =  BD  X  DD'  X  -==r  ; 

BD* 
portant  cette  valeur  dans  Texpression  de  y  ou  obtient  : 

I 
-  I. 


BD» 

Or  BD'  =  AB  -  AU'  =  a  -  -^  =  ^^^JZ±È.. 

a — X  a — X 

AB  a  —  X      ÂB*  (a  —  xY  —  (a  —  2Jd)* 

BD'  a  —  20;  '   bd^«        ""  {a  —  2xV 

x(2a  —  Zx) 

(a  —  2a:)* 

(a  —  20?)* 


donc 


et  enfin  m  =  — -^ — . 

x{2a  --^  5  X 


En  faisant  œ  =  -^a,   on  trouverait,  comme  précédem- 

3 


ment,  y  = 


3 

En   mettant  dans  cette  formule  la  valeur  de   x  tirée  de 
réquation  (1),  on  trouverait,  en  effectuant  les  calculs: 

8  —  j  2m  +  wi*  ±  (4m  —  8)  v/i  —  2m 

y  =^^ ^""^ • 

2  +  10"^  —  ^^'  di  (2  —  4m)  VI  —  2m 


—  19  — 


QUESTION  153 

SolatloM  par  M.  Dupbrrâ  de  Lisle,  élève  du  Lycée  de  Versailles. 


Étant  donné  un  cercle  0,  el  un  point  extérieur  P,  mener  par 
le  point  P  une  sécante  PAB,  de  façon  que  la  partie  intérieure 
AB  soit  vue  du  centre  0  sous  un  angle  égal  à  Vangle  que  fait 
la  sécante  PAB  avec  le  diamètre  PO. 

Supposons  le  problème  résolu   el  soil  PAB  la  sécante 

cherchée.  Joignons  OA, 
OB.  Les  triangles  OAB 
et  OBP  étant  sembla- 
bles et  OAB  élant  iso- 
sccle,  il  en  est  de  môme 
de  OBP,  donc  PO  =  PB. 
De  là  la  construction 
suivante  :  Du  point  P 
comme  centre  avec  PO 
pour  rayon ,  on  décrit 
une  circonférence  qui 
coupe  la  circonférence  0  en  B  et  B'.  Joignant  PB,  PB';  on 
obtiendra  deux  sécantes  qui  répondront  à  la  question. 

Nota.  •—  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Peyrabon,  lohannet,  de 
ChAleauroux;  Ailieret,  de  Versailles;  Bompart,  Collège  Stanislas;  Huet,  Oeli- 
net,  Manceaux,  d'Orléans;  Vermond,  Corbeau,  Schlesser,  de  Saint-Quentin; 
Boucheaux,  d'Angers;  Jacquier,  école  normale  de  Charleville;  Démaris,  de 
Moulins  ;  Lanncs,  de  Tarbes;  Gondy,de  Pontarlier;  Paivreet  Oindre,  de  Lons- 
le-Saulnier;  Combobiac,  Gbaulet,  de Montauban ;  Barbieux,  d'Amiens;  Blessel, 
de  Paris;  Tnpin  et  larroni à  Beaume-les-Dames ;  Longueville,  à  Charleville; 
Hoc,  à  Sainte*Barbe;  DesJais,  au  Mans;  Cadot,  élève  du  Lycée  Saint-Louis  ; 
Dupuy,  de  Grenoble;  Hugot,  &  Lyon;  Martin,  à  Passy;  Gino  Loria,  à  Man 
toue;  Renaud,  à  Bordeaux  ;  Vazou,  Collège  Rollin  à  Paris. 
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FORMULES  SUR  LES  BISSECTRICES  DES  ANGLES 

TANT  INTÉRIEURS  QU'eXTÉRIEURS  D*UN   TRIANGLE 

Énoncées  par  M.  Dostor. 


1.  Notations,  Soient 

BC  =  a,  Cl  =  6,  AB  =  c 
les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  dans  lequel  nous  suppo- 
sons Tangle  A  >  B  >  G. 

Les  bissectrices  AA',  BB',  GC  des  angles  intérieurs  A,  B, 
G  rencontrent  les  côtés  opposés  BC,  CA,  AB  respectivement 
eu  A',  B',  G'  ;  et  les  bissectrices  AA",  BB",  GG"  des  angles 
extérieurs  :r  —  A,  tu  —  B,  tt  —  G  coupent  les  même  côtés 
en  A",  B",  G".  On  peut  donner  à  ces  points  do  rencontre 
le  nom  do  pieds  des  bissectrices. 

Posons  les  bissectrices  intérieures, 

AA  =  a',  BB'  =  p',  GG'  =  Y  ; 
les  bissectrices  extérieures, 

A  A'  =  7.%  BB'  =  p',  GG"  =  /; 
et  les  distances  entre  les  pieds  des  bissectrices  issues  d'un 
même  sommet,      A' A'  =:  a,  BB'  =  3,G'G*  =  y. 

Représentons  d'ailleurs  par  S  la  surface  du  triangle  donné. 

Un  pourra  établir  sans  difficulté  les  relations  et  propo- 
sitions suivantes. 

t2.  Distances  entre  lespied^  des  bissectrices  issues  iun  même  som- 

2  abc       ^  2abc  2abc 

met.  On  a     a  =  -r; -,     8  =  — ; -,     y  =  -— r-. 

6^  — c*      '  a^  —  c*       '         a»  — 6* 

d  ou  on  tire  ; =  o. 

a  p  r      ^ 

3.  Longueur  des  bissectrices  intérieures.  Elles  sont 

2bc  cos  —  2ca  cos   —  2ab  cos  — 

6  +  c      '  ^  c  +  a      '  ^  a  +  b 

4.  Longueur  des  bissectrices  extérieures.  Ou  trouve  que 

.      .      A  .       B  I    •      C 

20C  sin  —  2ca  sin    —  2ab  sm  — 

2  2  2 

b  —  c  a  —  c  *  a  —  b 


—  21  — 

o.    Produit  des  bifmectrices  issvtes  d*un   même  sommet.  Ces 
produits  sont 

4&cS  ûfc»  __     4cgS  ,  ,  _     4fl&S 

*'  ^^  "^  a»  —  c»'  ^^   ""a*  —  6» 


/  0 

aa 


C 


6.  Produit  des  trois  bissectrices  intérieures, 
,^,  ,  8a6cpS 


(6  +  c)  (c  +  a)  (a  +  6)  ' 
ou  p  est  le  demi-périmètre  du  triangle  donné  ABC. 

7.  Produit  des  trois  bissectrices  extérieures, 

*  •  ^  p(6  _  c)  (a  —  c)  (a  —  6)    ' 

8.  Surface  du  triangle  ABC ,  ayant  pour  sommets  les  pieds  des 
trois  bisseclHces  intérieures  : 

A'B'C  =  '"^'^ 


ABC  = 


(6  ■^c){c-\-  a)  ia-\-b)  ' 
I  «  P  Y 


2     *     a  -j-  6  +  C   ' 
9.  Sur/ace  de*  triangles  AVC\  ffCA',  CA'B\  ayant  pour 
sommets  le  pied  d'une  bissectrice  intérieure  et  les  pieds  des  bissec- 
trices extérieures  issues  des  deux  autres  sommets  : 

{b  +  c)  (a  —  c)  (a  —  b)  ' 

B'G'A"  —  ^^^^S 

(c  -i-  a)  {a  —  b)  0  —  c)  ' 

"~    (a  -|-  b)  (b  —  c)  (a  —  c)   ' 

ou  encore        A'B^'C"  =  —  .    ,    .""^^ , 

2         0  +  C  —  a 

BCA'=    '  ^^' 


CA'B'.= 


2     '     C  -\-  a  —  6  ' 

I  ya  P 


2     *     a  -}-  b  —  c  ' 
10.  Surface  des  six  triangles,  ayant  pour  sommets  les  pieds  de 
deuœ  bissectrices  rectangulaires  et  le  pied  de  Vune  dès  deux 
autres  bissectrices  extérieures  : 

^«G   -    (a -h)  (a«  -  r«)  ' 


G'CTB'  = 


—  22-- 

2abcS 


{a  —  c)  (a*  —  6«)   ' 

C'G'Â"  =  ^^^^ 

(6  —  c)  (a«  —  fc«)  ' 

^^^   -    (a  -  6)  (6«  -  c»)  ' 

AA'B-  =  -, p^ -, 

(o  —  c)  (6*  —  c*)  ' 

Ti'R»A' aaftcS 

^^^  -    (b-c)  (a»  -  c«)   ' 

11.  Surface  des  six  triangles,  ayant  pour  sommets  les  pieds  de 
deux  bissectrices  rectangulaires  et  le  pied  de  l'une  des  deux 
autres  bissectrices, 

BT'G"  =  ^Q^^S 

{c  +  a)  (a«  —  6«)  ' 

~    {a  +  b)  (a«  —  c*)  ' 

""     (o+  6)  (6»  —  c*)  ' 

KTO"  —  ^flfe^S 

^^^    -    (6  +  c)  (a«  -  6«)  ' 

A'B'B'  =  ^^^S 

{b  +  c)  (a«  —  c«)  ' 

B'A'A'  — ^^'ft^S 

""    {c  +  a)  (6«  —  c«)   • 

12.  Surface  des  triangles,  ayant  pour  sommets  le  centre  du 
cercle  inscrit  et  les  centres  de  deux  cercles  ex^inscrits.  Soient 
0  le  centre  du  cercle  inscrit;  0',  0",  0"  les  centres  des 
cercles  ex-inscrils  compris  respectivement  dans  les  angles 

A,  B,  G.  On  a 

A 

cos 

00"0-  =  -L  ftc  .  s— ^ —  =  R(6  +  c  —  a), 

2                       B              G 
cos  cos 

2  2 

B 

cos  

00-0'  =  -i-  ca  .  r; ^ — —  =  R(c  +  a  —  6), 

2                      G  A  ' 

cos cos  — - 

2  2 
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C 


cos 

000"  =  —  «6  .  . — ? —  R(o  +  6  —  c), 

2  A  i5 

COS cos  

2  2 

OÙ  R  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

13.  Surface    du  triangle,  ayant  pour  sommets  fe*    centres 
0',  0",  C  des  cercles  ex-inscrits  : 

A  B 

cos  cos  

ow  =  4-e.        3  -    c=-7---    .c'a 

sin  —  sin  —  sm  —  sin  — 

2  2  2  2 

C 

cos 

=  —  «^      ■       A      .      B' 

sin  sm 

2  2 

on  0'0''0"  =  R(a+  ft+c). 

14.  toppor/  des  triangles  ABC  e/  O'O^O*  : 

ABC     _    {b  +  c  —  a){c  +  a  —  b)(a  +  ft  —  c) 
O'O'O"    "^  2(6  +  c)  (c  +  a)  (a  +  6) 

13.  -Rapport  de«  triangles  A'B'C  e^  OO'O*',  e/c.  ; 

AB'^G'^     __    (g  -f  6  4-  c)  (o  -f  c  —  b)(o  +^b  —  c) 

pO"0''  ""  2(6-fc)(a  — 6)(a  — c) 

BG'A"  _  (a  +  b  +  c){a  +  b  —  c)(b  +  c  —  a) 

00*0'  ""  2(c  +  a)  (6  —  c)  (a  —  6) 

C'A^B'  (a +6  +  r)  (6  +  c  —  a)((?  +  a  —  6) 


OO'O'  2{a  +  b){a  —  c){b  —  c) 

16.  Swr/oce  de«  quadrilatères  OO'BC,  OO^CA,  OO'AB.  On  a 

^^^'^  =   (fr  +  c  +  aïïft  +  c-a)  ' 
OAQ'^B=  V    ^    / 


(a  +  &  +  c)(a  4-  6  — c)  ' 
d'oîi  on  tire 

OBO'C  .  OCO"A  .  OAO-B  =    «Mfr+c)(c  +  a)  («  +  <>)  S 

2(a  +  ft  +  c)* 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


POITIERS 


La  surface  d'un  secteur  circulaire  est  S'^^iS.  Son  angle  au  centre  et 
54*  18'.  On  demande  quel  est,  à  o^^ooi  près,  U  rayon  de  ce  secteur. 

—  Le  volume  d'un  parallélépipède  droit  est  éf;;al  à  4762*, 7;  ses  arêtes 
sont  entre  elles  comme  les  nombres  3,  S,  7.  Quelle  est,  en  mètres,  la  gran- 
deur de  ces  arêtes? 

—  La  surface  d'un  cylindre  droit  est  a,  son  volume  est  6.  Calculer  le 
rayon  de  base  et  la  hauteur. 

^  Calculer  par  logarithmes  le  côté  du  carré  équivalent  à  la  couronne 
comprise  entre  deux  cercles  concentriques  donnés  par  leurs  rayons: 

R  =  i«,3456î    r  =  0,3458. 

—  Trouver  quatre  nombres  en  proportion  géométrique,  connaissant  la 
somme  des  extrêmes  21,  la  somme  des  moyens  19,  et  la  somme  des  carrés 
des  quatre  termes  442. 

—  Résoudre  les  équations 

a>^  +  y^  =  a;     log  x  -f-  log  y  =  b. 

—  Deux  points  situés  sur  un  même  méridien  sont  distants  de  57023 
toises.  Quel  est  Tangle  des  deux  verticales  en  ces  deux  points?  La  toiso 
vaut  i"',949;  le  rayon  du  méridien  est  636620o  mètres.  [Caicul  à  faire  par 
logarithmes.) 

—  On  donne  une  droite  AB  =  a.  Trouver  sur  cette  droite  un  point  K 
tel  que  le  proihiit  des  deux  segments  AK  et  DK  soit  égal  à  la  moitié  du 
carré  de  a. 

—  Un  observateur  est  placé  sur  une  tour  à  5o  mètres  au-dessus  du  niveau 
de  la  mer.  Calculer  la  distance  à  laquelle  sa  vue  peut  s'étendre.  Le  rayon* 
terrestre  est  de  6366198  mètres. 

—  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayoa  donné  un  cône  droit  dont  la  sur- 
face latérale  soit  maxima. 

—  Résoudre  les  deux  équations 

X  +  y  =  63;       —  -| — ?L  =  2,o5. 

y  X 

<—  On  donne   un  cercle  et   un  point  sur  ce  cercle.  Par  ce   point,  mener 

une  tangente  telle  que  sa  longueur  soit  double  de  la  partie  extérieure  d'une 

sécante  passant  par  le  centre  et  par  l'extrémité  de  la  tangente  demandée. 

—  Quel  est  le  rayon  de  base  d'un  cylindre  équivalent  à  un  tronc  de  cône 
de  même  hauteur  dont  les  rayons  de  base  sonc  4  mètres  et  22  mètres. 

—  On  fait  371  pas  en  traversant  diagonalement  une  place  carrée.  Le  pas 
est  de  o",78.  Quelle  est  la  longueur  du  côté  de  celte  place? 

—  Résoudre  les  équations 

aï*  +  t/^  ==  1 32,65;       xy  =  ly, 

—  On  a  peint  le  dôme  sphérique  d'un  édifice  à  raison  de  2  5  fr.  5o  c. 
le  mètre  carré.  Quel  est  le  prix  de  cette  peinture,  sachant  que  le  dôme  a 
18  mètres  de  rayon. 

—  Un  terrain   est  compris  entre   deux   routes  parallèles   distantes  de 
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3i9'',3.  Il  a,  sur  l'une  d'elles,  un  déreloppement  de  BçS^^y,  et  sur  l'autre 
un  développement  de  623'"f4.  L'hectare  de  ce  terrain  vaut  6i3oo  francs, 
On  demande  le  prix  du  terrain  [par  iogarithmes). 

-^  On  donne  la  hauteur  2'"f4  et  la  différence  i  mètre  des  cdtés  de 
Tangle  droit  d*un  triangle  rectangle.  On  demande  la  longueur  de^  trois 
côtés. 

—  De  6  ans  à  64  ans,  la  vie   probable  est   donnée  approximativement 

3 
par  la  formule  1/  =  59  —  ——  x.  x  représentant  l'Age  actuel,  et  y  la  vie 

4 
probable.  A  quel  âge  est«on  arrivé  à  la  moitié  de  la  vfe  probable? 

—  Des  sommets  d'un  triangle  comme  centres,  décrire  trois  cercles  tan^ 
gents  deux  ù  deux,  et  exprimer  les  rayons  de  ces  cercles  en  fonction  des 
trois  côtés. 

I        t  2 

—  Quelqu'un  donne  à  trois  personnes  — ,  et de  sa   fortune, 
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et  il  lui  reste  26200  francs.  Quelle  était  sa  fortune  totale? 

—  La  France  compte  36  millions  d'habitants.  Quelle  est  la  fraction  du 
nombre  de  garçons  de  20  à  21  ans  appelés  sous  les  drapeaux  dans  une 
conscription  de  80000  hommes,  sachant  qu'il  y  a  1046  personnes  de  20 
à  21  ans  sur  65 162,  et  17  garçons  sur  33  personnes? 

—  Il  faut  12  ans  pour  éteindre  une  dette  par  annuités  de  1000  francs  à 
4,75  pour  cent  par  an  ;  on  propose  au  créancier  de  payer  par  somme  de 
3oo  francs  chaque  semestre,  avec  un  intérêt  de  2  i/3  par  semestre.  Doit- 
il  accepter? 

—  On  détache  d'une  pyramide  triangulaire,  par  un  plan  parallèle  à  la 
base  mené  à  2  mètres  du  sommet,  un  tronc  dont  on  demande  le  volume. 
Les  côtés  de  la  base  de  la  pyramidd  sont  i3,  14  et  i5  mètres,  et  la 
hauteur  de  cette  pyramide  est  16  mètres  [par  logarithmes). 

—  En  supposant  que  le  volume  total  d'un  alliage  est  la  somme  des  volumes 
des  métaux  composants,  on  demande:  1*  le  poids  de  cuivre  et  d'argent 
contenu  dans  une  pièce  de  5  francs;  2'  le  volume  de  chacun  de  ces  métaux; 
3*  l'épaisseur  du  cylindre  qui  devient  la  pièce  de  5  francs,  le  diamètre  de 
ce  cylindre  étant  o'",o37.  Densité  de  l'argent,  10,47;  densité  du  cuivre, 
8,85. 

—  Partager  88*  21'  i3"  en   parties   proportionnelles  à  3,2;  5,3;  et  85. 

—  Un  triangle  équilatéral  a  5oo  mètres  de  côlé.  D'un  point  pris  dans 
UQ  plan,  on  voit  deux  côtés  sous  le  même  angle  de  120*.  Quelle  est,  en 
mètres,  la  distance  de  ce  point  à  l'un  des  sommets  [par  logarithmes). 

—  Evaluer  en  ares  un  terrain  qui  a  la  forme  d'un  trapèze  isoscèle,  dont 
les  côtés  non  parallèles  sont  égaux  chacun  à  5o  mètres,  les  bases  étant  de 
100  mètres  et  de  40  mètres.  —  Quelle  est,  en  ares  et  centiares,  la  surface 
dn  triangle  formé  par  les  prolongements  des  côtés  non  parallèles? 

—  Des  obligations  au  porteur,  de  1000  francs  chacune,  rapportent  5o  francs 
par  an.  On  prend  ces  obligations  à  1045  francs.  Quel  est  le  taux  réel  du 
placement? 

—  Résoudre  les  équations 

5  [x  +  y)  =  xy;    ix  4-  3^^  =  40. 

—  Un  vase  sphérique  de  60  millimètres  de  diamètre  intérieur  est  plein 
de  mercure  jusqu'à  la  hauteur  de  45  millimètres.  On  demande  le  poids  de 
mercure  qn'il  contient,  la  densité  du  mercure  étant  i3,6. 

—  Etant  donné  un  trapèze  quelconque,  et  un  point  0  sur  l'une  de  ses 
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bases,  indiquer  la  construction  géométrique  qu'il  faudrait  faire  pour  diriser 
le  trapèze  en  deux  parties  équivalentes  par  une  droite  partant  du  point  0. 

—  F  et  F'  sont  les  foyers  d'une  ellipse  ;  deux  droites  FO  et  FI  respecti- 
vement égales  au  grand  axe  et  partant  des  foyers  se  coupent  en  M.  On  suppose 
que  01  :=  FF'.  Prouver  que  le  pDlnt  M  est  un  point  de  la  courbe. 

—  Quelle  est  l'aire  d'un  trapèze  dont  la  hauteur  est  égale  à  la  demi- 
somme  des  bases?  la  différence  des  bases  est  i  mètre,  et  la  plus  grande  ba^eeat 
l'hypoténuse  d'uu  triangle  rectangle  dont  les  côtés  sont  la  petite  base  et 
la  hauteur. 

—  On  retranche  3  des  deux  termes  d'une  fraction  et  elle  devient  égale 

&  — ;  on  ajoute  3  à  chacun  des  deux  termes  de  la  fraction  primitive,  et 
elle  devient  égale  à  — .  Quelle  est  cette  fraction  ? 

2 

-^  Calculer  l'angle  sous  lequel  on  volt  du  soleil  la  ligne  qui  joint  les 
centres  de  la  terre  et  di  la  lune  lors  de  la  quadrature. 

—  Quelle  relation  doit  avoir  lieu  entre  les  coefficients  des  équations  géné- 
rales du  1*'  degré,  à  deux  inconnues,  pour  que  les  deux  inconnues  soient 
dans  un  rapport  donné? 

-~  Le  côté  d'un  tronc  de  cône  est  égal  à  la  somme  des  rayons  R  et  r  des 
bases.  Démontrer  :  1*  que  4  Rr  =  A',  en  appelant  A  la  hauteur  du  cône  ; 
2*  que  le  volume  du  tronc  do  cône  est  égal  &  la  surface  totale  multipliée 
par  le  sixième  de  la  hauteur. 

—  On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle  a,  &,  c  exprimer  au  moyen  des 
données  et  de  la  surface  le  volume  engendré  par  la  rotation  de  ce  triangle 
autour  du  côté  a. 

—  Quel  serait  le  maximum  du  produit  (5  —  sin  a?)  (2  -f  sin  rc)  ?  —  L'équa- 
tion 5  —  sin  a;  =  2  -f-  sin  a?  a-t-elle  une  solution? 

—  Maximum  de  sin  x  cos^  x. 

—  Construire  un  triangle  équilatéral  équivalent  à  un  hexagone  régulier 
donné. 

—  Partager  géométriquement  un  quadrilatère  quelconque  en  deux  parties 
équivalentes  par  une  droite  partant  d'un  point  pris  sur  un  des  côtés. 

—  Par  un  point  pris  dans  un  angle  donné,  mener  une  droite  telle  que 
le  triangle  formé  par  cette  droite  et  les  deux  segments  des  côtés  du  triangle 
soit  minimum. 

—  Sur  la  ligne  des  centres  de  deux  planètes,  déterminer  la  position  d'un 
point  matériel  également  attiré  par  chacune  d'elles;  appliquer  au  cas  de  la 
terre  et  de  la  lune  où  l'on  a    (f  =  6or;    M  =  88  m. 

—  Indiquer  la  hauteur  minimum  que  puisse  avoir  un  miroir  plan  ver- 
tical pour  qu'une  personne,  se  tenant  debout  en  face,  s'y  vole  par  réflexion 
de  la  tête  aux  pieds. 

—  Partager  ^a  en  deux  parties  x^  et  2a  *-  a^  telles  que  la  somme  de 
leurs  racines  carrées  soit  minima. 

—  Partager  .'^32  en  3  parties  telles  que  leurs  racines  carrées  soient  pro- 
portionnelles à  7,  3,  et  8. 

—  Calculer  le  volume  de  la  sphère  circonscrite  au  cube  dont  l'arête 
est  o",36. 

—  Partager  193  en  trois  parties  en  progression  géométrique  telles  que 
la  plus  grande  surpasse  la  plus  petite  de  120. 

—  On.  donne  un  cercle  de  rayon  égal  à  2  mètres ,  et  un  point  extérieur 
distant  de  3  mètres  du  centre.  Quelle  est  la  longueur  de  la  partie  extérieure 


—  27  — 

d'une  sécante  menée  par  ce  point  et  telle  que  la  partie  intérieure  soit  de 
I  mètre? 

—  Dans  un  triangle  on  connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris.  Trouver 
l'expression  du  volume  engendré  par  le  triangle  tournant  autour  d'un  des 
côtés  donnés. 

—  Sur  une  sphère  de  i3  mètres  de  rayon,  on  prend  une  zone  à  deux 
bases  dont  l'une  est  à  i  mètre  du  centre.  La  surface  de  cette  zone  vaut 
loo  mq.  Quelle  est  la  surface  du  cercle  formant  la  seconde  base? 

—  Résoudre  x  +  y  =  5 

jx^  —  3i/2  +  Sxy  —  20;  —  27  =  G. 

—  Le  produit  de  trois  nombres  formant  uue  proportion  continue  est 
13824;  leur  somme  est  126.  Quels  sont  ces  nombres? 

—  Dans  un  cercle  de  10  mètres  de  rayon,  on  donne  un  arc  de  83*  20'.  Cal- 
culer la  surface  du  triangle  formé  par  la  corde  de  cet  arc  et  les  cordes 
AC  et  BC  qui  joignent  les  extrémités  A  et  B  au  milieu  G  de  Tare. 

—  Résoudre  3  sin  rc  =  4  sin  y 

x  -\-  y  =  j2, 

—  Trouver  deux  nombres  sachant  que  leur  produit  plus  leur  somme 
donne  Ji,  et  la  somme  de  leurs  carrés   moins  leur  somme  donne  48. 

—  Volume  engendré  par  un  trapèze  isoscèle  tournant  autour  d'un  axe 
situé  dans  son  plan  et  perpendiculaire  à  ses  bases. 

—  Résoudre  a?  +  î/  —  s  =  a  —  i 

î/  +  ;y  —  M  =  2a  —  8 
3  +  **  —  V  =  a  +  4. 

V  -{•  X  —  v=5o+3. 

—  190  est  un  nombre  écrit  dans  le  système  décimal.  Il  est  représenté 
par  276  dans  un  système  dont  la  base  est  inconnue.  Quelle  est  cette  base? 


TOULOUSE 


Dans  un  cercle  dont  le  rayon  OA  =  i,  on  prend  le  milieu  B  d'un 
quadrant  AH.  On  mène  par  le  point  B,  BC  parallèle  à  OÂ.  On  joint  BA  et 
CA.  On  demande  d'évaluer  à  0,01  près  le  volume  engendré  par  le  triangle 
ABC  tournant  autour  de  l'axe  OA. 

—  Un  vase  cylindrique  verlicnl,  dont  le  fond  est  un  cercle  horizontal  de 
5  centimètres  de  rayon  intérieur,  est  en  partie  rempli  par  de  l'eau  pesant 
4  k  ilogrammes.  On  y  plonge  une  boule  sphérlquo  de  3  ccnlimèlrcs  de 
rayon,  et  leau  monte  exactement  jusqu'au  bord  du  vase.  On  demande  la 
hauteur  du  vase. 

—  Le  premier  terme  d'une  progression  arithmétique  est  1/2  ;  la  raison 
eft  1/3.  Combien  faut-il  prendre  de  termes  pour  que  leur  somme  soit 
égale  à  48? 

—  Dans  une  sphère  dont  le  rayon  OA  =  i  mètre,  la  zone  engendrée  par 
l'arc  de  grand  cercle  AB  tournant  autour  de  AO  a  pour  base  un  cercle 
dont  la  surface  est  les  3/4  de  celle  de  la  zone.  Déterminer  à  un  centimètre 
près  la  hauteur  de  la  zone. 

—  Dans  un  triongie  ABC,  rectangle  en  A,  Tangle  aigu  B  est  égal  à  6o* 
et  le  côté  h,  opposé  à  cet  angle,  vaut  i  mètre.  Calculer  l'hypoténuse  a  et 
le  côté  c  à  un  eenlimètre  près,  sans  faire  usage  des  logarithmes. 
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—  Partager  85  en  parties  formant  une  progression  arithmétique  dont  le 
premier  terme  soit  7  et  la  raison  -^.  On  déterminera  le  nombre  des  termes 

et  le  dernier. 

~~  Dans  une  progression  anthniéttque,  on  connaît  la  raison  r,  le  dernier 
terme  l  et  la  somme  des  termes  S.  On  demande  le  premier  terme  et  le  nombre 

I  3 

des  termes.  On  appliquera  la  formule  en  faisant  r  =  -rr-i  /  =  2   -[-  -t"» 

S  =  i3  +  — 

—  Dans  un  trapèze  ABGD.  la  grande  bise  AB  a  18  mètres,  les  angles  A 
dt  B  sont  égaux  chacun  à  45*,  et  chacun  des  côtés  non  parallèles  est  égal 
à  7  mètres.  Evaluer:  !•  l'aire  du  trapèze;  2®  celle  du  triangle  que  l'on  forme 
en  prolongeant  les  côtés  non  parallèles. 

—  Dans  un  triangle  ABC,  les  côtés  AB,AC  sont  égaux  chacun  à  i  nièlre; 
l'angle  A  est  de  3o*.  On  demande  la  valeur  de  la  surface  qu'engcndreraii 
BG,  si  le  triangle  tournait  autour  d'une  droite  AK  menée  dans  son  plan  per- 
pendiculaire à  AG.  * 

—  En  un  point  A  d'une  circonférence  de  3  mètres  de  rayon,  on  mène 
une  tangente  sur  laquelle  on  prend  une  longueur  AB  =  4  mètres.  On  joint 
le  centre  0  h  rexlrémité  B,  et  on  abaisse  du  point  A  sur  OB  la  perpendi- 
culaire AG.  On  demande:  1*  la  valeur  de  la  projection  BG  de  la  tangente 
AB  sur  la  droite  OB,  ainsi  que  celle  de  la  perpendiculaire  AG;  2*  la  valeur 
de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  AB,en  tournant  autour  de  OB. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaireB. 

206.  —  Deux  mobiles  partent  d'un  point  0  sans  vitesse 
initiale  ;  Tun  A  parcourt  la  droite  Ox  d'un  mouvement  uni- 
forme ;  l'autre  B  parcourt  la  droite  Oi/,  perpendiculaire  à 
Oa?,  d'un  mouvement  uniformément  accéléré;  démontrer 
que  la  droite  qui  les  joint  à  chaque  instant  est  constam- 
ment tangente  à  une  parabole.  (Launoy.) 

207.  —  Sur  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB,.  on 
prend  deux  points  P  et  Q  tels  que,  les  droites  AQ  et  BP  se 
coupant  en  M,  on  ait 

AM  X  BM  =  2AP  X  BQ. 
Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  M.  (Launoy.) 

208.  —  Soit  ABC  un  triangle  ;  de  part  et  d'autre  de  BG 
on  construit  les  triangles  équilatéraux  A  BC,  A'BC  ;  soit  X 
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i 'angle  A'AA*.  Soient  de  môme  Y  et  Z  les  angles  obtenus 
de  la  même  manière  eu  prenant  les  autres  côtés.  On  a  la 
relation. 

cos  X  -f-  cos  Y  +  cos  Z  =  o.     (Ë,  Lenioine.) 


THEORIE  DES  CENTRES 

DES    MOYENNES     HARMONIQUES 

Par  M.  Kœhler 

[Sitilc  el  fin;  voir  l.  HI,  p.  354). 


Pôles  et  polairea  dam  les  courbes  du  troisième  ordre. 

D'après  la  remarque  de  la  page  356,  les  théorèmes  VI, 
VII,  VIII,  IX  et  X  sont  applicables  à  un  lieu  quelconque 
du  troisième  ordre.  Pour  compléter  Tétude  qui  précède,  nous 
allons  donner  les  démonstrations  de  quelques  autres  théo- 
rèmes sur  les  pôles  et  polaires  dans  les  cubiques. 

Théorème  XVII.  —  Lorsqu'un  lieu  du  troisième  ordre  se 
compose  d'une  courbe  du  second  degré  et  d'une  droite,  la  polaii'c 
conique  â>un  point  de  la  droite  se  compose  de  cette  droite  elle- 
même  et  de  la  polaire  rectiligne  du  point  par  rapport  à  la 
conique, 

La  démonstration  est  analogue  ù  celle  du  théorème  XII. 

Théorème  XVIII.  —  Les  polaires  coniques  d^un  point  par 
rapport  aux  courbes  d'un  faisceau  de  cubiques  forment  un  fais- 
ccauy  et  il  en  est  de  nUme  des  polaires  rectilignes  de  ce  point. 

Ce  qui  caractérise  un  faisceau  de  courbes,  c'est  que  par 
un  point  quelconque  du  plan  on  peut  faire  passer  une  courbe 
du  faisceau  et  une  seule.  Or,  si  l'on  considère  le  pôle,  une 
seule  polaire  conique  passera  par  ce  point,  ce  sera  la  polaire 
conique  de  la  cubique  qui  passe  au  pôle.  Cela  résulte  de  ce 
que,  si  Ton  prend  les  centres  harmoniques  Çj,  q^  d'un  point  p 
par  rapport  à  trois  points  a,  6,  c,  l'un  de  ces  centres  ne  peut 
se  confondre  avec  p  que  si  l'un  des  points  a,  &  ou  c  est  le 
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pôle  p  lui-même.  Le  système  des  polaires  coniques  jouit  doue 
de  la  propriété  caractéristique  de  tout  faisceau  de  courbes. 
Il  en  est  de  même  des  polaires  reclilignes;  elles  passent  par 
un  point  fixe. 

La  démoDstration  s'applique  aux  polaires  successives  d'un 
point  par  rapport  aux  courbes  d'un  faisceau,  quel  que  soit 
leur  degré. 

Théorôme  XIX.  —  Étant  donnés  une  cubique  K  et  deux 
points  p,  p'  (fig.  13),  si  l'on  prend  les  polaires  coniques  C  et  C 
de  ces  points  par  rapport  à  K,  la  polaire  rectiligne  de  p  par  rap- 
port à  G  coïncide  avec  celle  de  p'  par  rapport  à  C. 

La  cubique  représentée  en  points  ronds  (fig.  4^)  se  com- 
pose d'un  ovale  et  d'une  branche  infinie.  Menons  par  le 
point  p'  une  transversale  quelconque  R  qui  coupe  la  courbe 
en  df,  a,,  a,  et  considérons  le  faisceau  (P)  des  rayons  p»,, 
pa,,pa,.  On  démontre  dans  tous  les  cours  de  mathématiques 
spéciales  que,  si  deux  lieux  du  troisième  ordre  ont  trois 
points  communs  en  ligne  droite,  leurs  six  autres  points 
d'intersection  appartiennent  à  une  même  conique.  Le  fais- 
ceau (P)  et  la  courbe  K  ont  donc  six  points  communs  sur 
une  certaine  conique  C;  c'est  l'hyperbole  représentée  en 
traits  interrompus  (cinq  des  six  points  sont  visibles  sur  la 
figure;  le  sixième  est  hors  des  limites  du  dessin  sur  le 
rayon  a^  p  prolongé).  Comme  la  courbe  K  fait  partie  du 
faisceau  déterminé  par  les  deux  lieux  du  troisième  ordre  (P) 
et  (R,  C),  la  polaire  conique  de  p  par  rapport  à  K  appar- 
tient au  faisceau  déterminé  par  les  polaires  de  p  relative- 
ment à  (P)  et  à  (R,  G)  (théorème  XVIII). 

La  première  de  ces  polaires  est  le  couple  de  droites  pq^^ 
P9t)  9i9  9i  étant  les  centres  harmoniques  du  système  Oi,  a„ 
(7,,  par  rapport  à  p,  La  deuxième  se  compose,  d'après  le 
théorème  XVII,  de  la  droite  R  elle-même  et  de  la  polaire  de 
p  par  rapport  à  C^  qui  est  la  droite  ût^y* 

On  voit  ensuite  que  la  polaire  de  p  par  rapport  û  C  n'est 
autre  chose  que  celle  de  p  par  rapport  au  couple  de  droites 
R  et  a^Y*  C'est  une  droite  a::  passant  en  a. 

La  polaire  conique  C  de  p  par  rapport  à  K  se  confond  ne- 
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cessairement  avec  celle  de  p  par  rapport  au  lieu  (R,  Cj, 
car  ces  deux  polaires  ont  six  points  communs,  deux  sur 
chacune  des  droites  du  faisceau  (P).  Cette  conique  G  passe 
donc  par  les  points  d'intersection  de  C  et  de  R,  points  dou- 
bles du  lieu  (R,  C"),  comme  la  figure  l'indique.  Il  en  résulte 
que  la  polaire  rectiligne  de  p  par  rapport  à  (1  passe  par  le 
conjugué  harmonique  de  p'  relatif  aux  intersections  de  C  et 
de  R,  c'est-à-dire  par  le  point  a. 

Les  deux  polaires  de  p'  par  rapport  à  G  et  de  p  par  rapport 
à  G'  ayant  un  point  commun  a  sur  une  transversale  R  quel- 
conque issue  de  p',  elles  se  confondent  en  une  seule  et  même 
droite  aTu.  Cette  droite  a:r  a  été  appelée  par  M.  Gremoha 
seconde  polaii'e  mixte  des  points  p  et  p'. 

Le  théorème  qui  précède  donne  lieu  à  de  nombreuses  con- 
séquences; nous  engageons  le  lecteur  à  en  chercher  la 
démonstration  analytique  qui  est  très  facile. 

Théorôme  XX.  —  Si  une  cow^be  du  troisième  ordre  a  un 
point  double  8,  la  polaire  conique  d'un  point  quelconque  p  a  pour 
tangente  enZ  le  rayon  conjugué  harmonique  de  pS  par  rapport 
aux  tangentes  de  la  cubique. 

Remarquons  d'abord  que  la  polaire  conique  du  point  double 
n'est  autre  chose  que  le  couple  des  tangentes  en  ce  point; 
la  polaire  de  p  par  rapport  à  cette  conique  n'est  autre  que 
le  rayon  conjugué  harmonique  de  pS  par  rapport  aux  deux 
tangentes.  C'est  d'ailleurs,  d'après  le  théorème  XIX,  la 
polaire  8  par  rapport  à  la  polaire  conique  de  p,  c'est-à-dire  la 
tangente  à  cette  conique. 

Corollaire.  —  Si  la  conique  a  un  point  de  rebroussemenl, 
la  tangente  de  rebroussement  est  tangente  aux  polaires 
coniques  de  tous  les  points  du  plan. 

Remarque.  —  Les  théorèmes  XIX  et  XX  s'étendent  aux 
courbes  d'ordre  quelconque. 

Théorème  XXI.  —  Si  la  polaire  d\in  point  p  e^*^  un  couple 
de  droites  qui  se  coupent  en  p',  la  polaire  de  p'  est  aussi  un 
couple  de  droites  qui  se  coupent  en  p. 

Désignons  par  P  le  couple  de  droites  qui  se  coupent  en  p 
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et  cousiiiueni  la  polaire  de  p,  par  P'  la  polaire  de  p;  soit  m 
un  point  quelconque.  La  seconde  polaire  mixte  de  p  et  de  m 
passe  nécessairement  en  p  ;  celle  de  p  et  de  m  passera  donc 
en  p.  Car  ces  deux  droites  sont  les  polaires  de  p  et  de  p  par 
rapport  à  une  même  conique^  savoir  la  polaire  de  m.  Puisque 
la  polaire  de  m  par  rapport  à  F  passe  en  p,  quel  que  soit  le 
point  m»  P'  est  un  couple  de  droites  qui  se  coupent  en  p. 

Théorème  XXII.  —  Le  lieu  des  points  dont  les  polaires 
coniques  par  rapport  à  une  courbe  du  troisième  ordre  se 
décomposent  en  deux  droites  est  une  autre  courbe  du  troisième 
ordre. 

Considérons  une  droite  quelconque  ;  les  polaires  de  tous 
les  points  de  cette  droite  forment  un  faisceau  de  coniques, 
d'après  le  théorème  IX  étendu  aux  cubiques  ;  à  chaque 
point  de  la  droite  correspond  une  conique  du  faisceau  et 
réciproquement.  Comme  il  y  a  dans  le  faisceau  trois  couples 
de  droites,  les  trois  couples  de  cordes  communes,  il  y  a 
sur  la  droite  trois  points  dont  les  polaires  sont  décompo- 
sables.  Le  lieu  cherché,  étant  coupé  en  trois  points  par  une 
droite  arbitraire,  est  du  troisième  ordre.  Il  est  évident, 
d'après  le  théorème  XXI,  que  si  Ton  considère  un  point 
quelconque  de  cette  courbe,  le  point  de  concours  des  droites 
qui  forment  sa  polaire  appartient  aussi  à  la  courbe.  Ce  lieu 
remarquable  est  la  hessienne  de  la  cubique  donnée. 

Remarque.  —  Quand  on  applique  le  même  procédé  de 
recherche  à  une  courbe  d'ordre  n,  c'est-à-dire  quand  on 
cherche  le  lieu  des  points  dont  les  premières  polaires 
(d'ordre  m  —  i)  ont  un  point  double,  on  trouve  un  lieu 
d'ordre  3  (m  —  2)*,  appelé  courbe  de  Steiner.  La  hessienne 
ne  coïncide  pas  avec  cette  courbe  ;  c'est  le  lieu  des  points 
doubles  des  premières  polaires  ou  encore  le  lieu  des  points 
dont  les  polaires  coniques  (n  —  2""  polaires)  sont  décom- 
posables  ;  elle  est,  comme  on  sait,  d'ordre  3  (m  —  2).  La 
coïncidence  des  courbes  de  Steiner  et  de  Hesse  a  lieu 
seulement  quand  m  =  3.  Nous  nous  bornons  à  cette  simple 
indication. 
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Théorème  ZXIII.  —  La  polaire  conique  éTun  point 
d'inflexion  est  un  couple  de  droites^  et  lune  d^elles  est  la  tan- 
gente (Tinflexion. 

En  effet,  si  par  le  point  d'inflexion  t  on  mène  une  trans- 
versale qui  soit  la  tangente  elle-même,  elle  coupe  la  courbe 
en  trois  points  confondus  avec  le  pôle  %  lui-même;  tout 
point  de  la  tangente  peut  être  considéré  comme  un  centre 
harmonique,  puisque  les  trois  coefficients  de  l'équation  du 
second  degré 

X*  {a  -\-  b  -{-  c)  —  205  {ab  -}-  bc  -{-  ca)  -f-  3a6c  =  o 
sont  identiquement  nuls. 

Corollaire  I.  —  Tout  point  d'inflexion  appartient  à  la 
hessienne,  d'après  le  théorème  XXII,  et  par  suite  toute 
cubique  a  neuf  points  d'inflexion  (réels  ou  imaginaires). 

Corollaire  II.  —  La  droite  J  qui,  avec  la  tangente 
d'inflexion,  complète  la  polaire  conique  du  point  d'inflexion 
i,  est  évidemment  le  lieu  du  conjugué  harmonique  de  ce 
point  par  rapport  aux  deux  points  oîi  une  transversale 
issue  de  i  coupe  la  courbe.  On  reconnaît  aisément  que  le 
point  »  possède,  par  rapport  à  la  courbe  et  à  la  droite  J, 
toutes  les  propriétés  qui  dans  les  coniques  appartiennent 
à  un  point  extérieur  et  à  sa  polaire  rectiligne.  Ainsi  les 
tangentes  menées  du  point  d'inflexion  passent  par  les  trois 
points  oîi  J  coupe  la  courbe. 

Corollaire  III.  —  S'  trois  droites  coupent  la  cubique 
respectivement  en  (a  a  a")  {b  b'  b")  (c  c  c*)  et  si  (a  b  c), 
(a'  b'  c)  sont  en  ligne  droite,  (a'  b"  c*)  sont  aussi  en  ligne 
droite.  Si  les  points  (a  b  c)  coïncident  avec  un  point  d'in- 
flexion t,  les  deux  droites  {a  V  c),  (a'  b"  c")  se  couperont 
sur  la  droite  J;  si  de  plus  (a  V  d)  coïncident,  il  en  sera 
de  même  de  (a''  b'  c"),  et  nous  en  concluons  que  la  droite; 
qui  joint  deux  points  d'inflexion  passe  par  un  troisième 
point  d'inflexion. 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET   LEURS  APPLICATIONS  EN  GÉOMÉTRIE 
Par  M.  B.-^.  Bo^nel. 


Définition  des  formes  quadratiques. — Une  fonction  homogène 
du  second  degré  de  n  variables,  a;,,  a?,,  .  .  .  Xn ,  est  néces- 
sairement de  la  forme  f=  Zai^kXiXk  ,  oîi  la  somme  S  porto 
sur  toutes  les  valeurs  de  t  et  dé  k  depuis  i  jusqu'à  n,  Oi^k 
désignant  le  coefficient  du  terme  formé  jar  le  produit  de 
deux  variables  Xi  et  (r*  . 

Si  le  coefficient  a,- j^  est  égal  au  coefficient  ak,i,  les  deux 
termes  ai^kXi  Xk'  et  akjXk  Xi  se  réunissent  en  un  seul 
noikXi  Xk ,    et  la  fonction  f  prend    la    forme    suivante    : 

f=(^in  ^1*  +  <h^%  ^t*  4"  •  •  •  +  ^».»  ^»  *  +  2ai,tXiXi  +  •  •  • 

Cette  dernière  fonction  porte  le  nom  de  forme  quadratique. 

Décomposition  des  formes  quadratiques  en  somme  de  carrés. 

—  Une  forme  quadratique  se  décompose  toujours  en  somme 

de  carrés.  Il  peut  se  présenter  deux  cas  :  <<>  Tun  au  moins 

des  carrés  des  variables  existe;  2**  tous  les  carrés  manquent. 

1®    Supposons    que  l'un  au  moins   des  coefficients    des 

carrés  ne  soit  pas  nul,  par  exemple,  a^  ^  o. 

La  forme  considérée  peut  s'écrire /"  =  a^,!  x^*  +  ^  ^^i 
-f-  Q,  P  et  Q  étant  des  fonctions  des  variables  a?,,  .  .  .  Xn , 
autres  que  a?i,  telles  que  P  =  Ci^^x^  -f"  ^ua^s  +  •  •  • 
-f-  ai,n  acn  et  Q  =  a^,^^  -|"  •  •  •  "l~  ûti,na;  '  +  2a^y^x.iX^  4"  •  •  • 
On  aura  alors  : 

ûiM  /*  =  «"iM^^i*  +  2ai,iPa?i  +  ai,iQ 
=  {a,,,x,  +  P)«  +  a,„Q  -  PV 
Il  est  clair  que  ai,iQ  —  P*  est  une  fonction  homogène, 
et  du  second  degré  des  variables  0^2,  x^,  .  .  .  Xny  autres 
que  x^.  En  opérant  sur  cette  fonction  comme  sur  la  pro- 
posée, on  la  ramènera  à  un  carré  renfermant  les  variables 
aCf»  35,,  .  .  .  acn  ,  augmenté  d'une  fonction  homogène  et  du 
second  degré  des  variables  x^^  x^^    .   ,   .  Xn  9  autres   que 
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Xi  etrr,,  et  en  continuant  ainsi  l'application  du  môme  cal- 
cul, on  ramènera  la  forme  proposée  à  être  la  somme  de 
n  carrés  de  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  Tariables 
Xi,  iF,  .  .  .  a5n,  le  premier  carré  renfermant  toutes  les 
variables,  le  second  n'en  renfermant  plus  que  n  —  i,  le 
troisième  n  —  2,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  n"",  qui  n'en 
renfermera  plus  qu'une. 

2®  Si  tous  les  carrés  manquent  dans  la  forme  proposée,  on 
peut  écrire  :  /  =  2ai,^XiXi  +  ^Pa  +  2Qx,  -(-  R, 
P,  Q  étant  des  fonctions  du  premier  degré  et  R  une  fonction 
du  second  degré  ne  conteuant  ni  x^,  ni  x^. 

Or  on  a  : 

201,/=  4ûf,i*  ^1  ^t  +  4^1  »t  P'^i  +  4ai»iQ^i  +  ^fli^tR» 
c.-à-d.2a„,/ =  4(ûi»2^i  +  Q)  («i»i^i  +  PJ  +  2ai„R  —  4PQ 
Or  on  a  identiquement  : 

4(«i'«^i  +  Q)  («i'3^2  +  P)  =  {«i>.^i  +  Q  +  aiiifl^i  +  P)' 

—  (O'UiXi  +  Q  —  ai,!^?,  —  P)' 
et  comme  la  fonction  2ai„R  —  4PQ  ne  contient  plus  les 
variables  x^  et  œ,,  on  aura  ramené  la  forme  f  à  être  une 
somme  algébrique  de  2  carrés,  suivie  d'une  fonction  homo- 
gène du  second  degré  des  n  —  2  variables  x^^  x^  ,  .  .  Xn  , 
autres  que  x^  et  a?,. 

En  continuant  de  proche  en  proche  l'application  du  même 
calcul,  on  voit  qu'on  aura  finalement  une  somme  algébrique 
de  n  carrés,  dont  les  deux  premiers  contiendront  les  n  va- 
riables, les  deux  suivants  n  —  2  variables  seulement,  les 
deux  suivants  n  —  4  des  variables,  et  ainsi  de 'suite  jus- 
qu'au groupe  des  deux  derniers  qui  contiendront  les  deux 
dernières  variables. 

On  peut  donc  énoncer  dans  tous  les  cas  la  proposition 
suivante  :  Étant  donnée  une  forme  quadratique  dépendant  de 
n  variables,  on  peut  toujours  la  décomposer  en  une  somme  algé- 
brique de  carrés,  dont  le  nombre  est  au  plus  égal  au  nombre  des 
variables. 

Nous  disons  au  plus:  car  il  pourra  se  faire,  dans  des 
cas  particuliers  sur  lesquels  nous  aurons 'à  revenir,  que 
quelques-uns  de  ces  carrés  disparaissent. 

Il  est  utile  d'observer  que  les  fonctions  linéaires  entrant 
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sous  les  carrés  sont  généralement  indépendantes  les  unes 
des  autres;  car  en  donnant  à  ces  fonctions  des  valeurs 
arbitraires,  on  en  déduira,  en  remontant,  un  système 
de  valeurs  de  Xn,  Xn-i,...  X2,  Xi,  uniques  et  bien  déter- 
minées. 11  est  donc  impossible,  dans  le  cas  général,  qu'il 
existe  entre  ces  fonctions  linéaires  Ai,  A2,. . .  An,  une  rela- 
tion identiquement  satisfaite,  telle  que 

^i  Ai   -|-  A2   A2   +•  •  •  •    +  ^n  An  =  O 

OÙ  Xi,  X2...  Xn   seraient  des  constantes. 

Or  c'est  précisément  l'absence  d'une  telle  relation  qui 
constitue  l'indépendance  des  fonctions  linéaires  Ai,  A2,... 

An- 

Loi  de  l'inertie  des  formes  quadratiques,  —  M.  Sylvester  a 
démontré  que  les  formes  quadratiques  jouissent  d'une  pro- 
priété très  importante  dont  voici  l'énoncé: 

Etant'  donnée  une  forme  quadratique  /*,  il  existe  évidem- 
ment bien  des  manières  différentes  de  la  décomposer  en 
somme  de  carrés.  Parmi  ces  carrés  les  uns  sont  affectés 
du  signe  4-,  les  autres  du  signe  — . 

Le  théorème  consiste  en  ce  que  k  nombre  des  carrés  positifs 
et  le  nombre  des  carrés  négatifs  sont  toujours  les  mêmes,  quelle 
que  soit  la  voie  suivie  pour  la  décomposition. 

M.  Laurent  a  donné  récemment,  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques,  une  démonstration  intéressante  de  cette 
loi  d'inertie.  Celle  que  nous  adopterons  ici  est  due  à  Jacobi  ; 
elle  ne  suppose  pas  que  le  nombre  des  carrés  soit  précisé- 
ment égal  au  nombre  des  variables  ;  celles-ci  peuvent  être 
au  contraire  en  nombre  supérieur  au  nombre  dés  fonctions 
linéaires  entrant  sous  les  carrés. 

Supposons  donc  qu'on  ait  décomposé  la  forme  consi- 
dérée de  deux  manières,  et  soit 

40  /•  =  R,î  +  R,»  -I-. . .  .-h  Ri»  —  S^»  —  S,«  —....—  Sk\ 
i  -f-  i  étant  le  nombre  des  carrés,  et  les  fonctions  linéaires 
Rj,  Râ,...  Si,  Sj,...  étant  supposées  indépendantes  les 
unes  des  autres; 

20  /•  =   Ui«   -f-   U,«  -h.  .  .  +  Um'  —  Vi«  —  V,«— .  .  .-  VnS 

771  -)"  ^    étant   le    nombre    des    carrés    de   cette    seconde 
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décomposition,   et   Uj,  U,,...  V,,  V^, ...  étant   ou   n'étaiit 
pas  indépendantes. 
Établissons  qu'on  a  m  >^  i  et  ii  >_  k. 

En  effet,  si  Ton  avait  m  <  i,  oiôTen  déduirait  m  -{-  k 
<  t  -j-  k.  Considérant  alors  les  i  +  k  fonctions  indépen- 
dantes Ri  Ra...Ro  Si,  S.2,.  .S/t,  et  en  même  temps  les 
m  -\-  k  fonctions  dépendantes  ou  indépendantes  S^,  S,,... 
Sk,  Ui,  U,,...U"S  on  pourrait  donner  aux  yariables  des 
valeurs  telles  que  les  m  -\-  k  secondes  fonctions  seraient 
nulles  sans  que  les  i  -j-  k  premières  '  le  fussent  toutes  à 
la  fois;  on  aurait  alors 

f=  R,«+  R,«  +...+  Ri«  =  — Vi«  —  \V  — ...—  V„«; 
ce  qui  est  évidemment  absurde. 

m  ne  peut  donc  pas  être  moindre  que  i,  et  on  recon- 
naîtrait par  un  raisonnement  analogue  que  n  ne  peut  pas 
être  moindre  que  K. 

Admettons  maintenant  que  les  m  -{'  n  fonctions  de  la 
seconde  composition  soient  indépendantes,  que  les  i  -|-  k 
premières  le  soient  ou  non,  on  aura,  en  vertu  du  raison- 
nement précédent,  ï  ^  m  et  fc  >  n* 

Dès  lors,  si  les  fonctions  obtenues  dans  les  deux  décom- 
positions sont  indépendantes,  ce  que  nous  supposerons, 
on  ne  pourra  satisfaire  aux  conditions  établies  qu'en  faisant 
t  =  m  et  n  =  K,  ce  qui  démontre  la  loi  d'inertie  énoncée. 

Définition  de  Vinvariant  d*une  forme  quadratique,  —  Consi- 
dérons une  forme  quadratique  /  =  l^iykXiXk  renfermant 
n  invariables  x^^  x^,,..Xn. 

Représentons  par  /i,  f^y.fn  les  demi-dérivées  partielles 
de  cette  forme  par  rapport  à  chacune  des  variables;  on 
aura  évidemment  : 

/i  =  «11^1  +  ûu^i  +• .  •+  «m  JPi» 


On   appelle   invariant   de   la   forme  /*  le  délenninant  des 
coefficients  des  variables  Xj,  x,, . . .  j;,»  dans  ces  n  relations. 
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Il  est  facile  de  yoir  qu'en  yertu  de  la  définition  des  formes 
quadratiques,  aik  étant  égal  à  aki,  cet  invariant  est  symé- 
trique par  rapport  à  sa  diagonale  principale. 

Théorôme.  —  Si  l'on  fait  une  substitution  linéaire  dans 
une  forme  quadratique,  on  obtient  une  autre  forme  dont  Vin- 
variant  est  égal  à  celui  de  la  première  forme  multiplié  par  le 
carré  du  déterminant  de  la  substitution. 

Rappelons  d'abord  que,  en  général,  faire  une  substitution 
linéaire,  c'est  remplacer  certaines  variables  x,  y,  z,. . .  par 
des  fonctions  linéaires  et  homogènes  d'autres  variables  x\ 
y'y  x\... 

Prenons  pour  exemple  le  cas  de  trois  variables;  les  rai- 
sonnements se  font  de  la  même  manière  pour  un  plus  grand 
nombre  de  variables,  et  nous  aurons  une  écriture  plus 
simple. 

La  substitution  linéaire  sera  de  la  forme 

X  =  ax   -|-  by    -f-  cz 
y  =  ax  -j-  by   -j-  c'55' 
z  =  ax  4*^2/   +c^ 
I^e  déterminant  abc  que  l'on  suppose 


a 

b 

c 

a 

b' 

d 

a' 

b' 

c' 

toujours  ^  G  s*appelle  le  déterminant  de  la  substitution. 

Après  une  première  substitution,  on  peut  en   faire   une 
seconde  déterminée  par  les  relations. 

X  =  ojx"  +  pi/'  +  yjs' 
y   =  aV  +  py  +  ï  ^' 

;ï'  =  aV+pY+rV 

x,  y,  z  s'expriment  alors  au  moyen  des  variables  x\  y\  z", 
et  il  est  facile  de  voir  que  le  déterminant  de  la  substitution 
résultante  est  le  produit  des  déterrninants  des  deux  sub- 
stitutions composantes  ;  car  on  a  : 

.jc={ax  +  fra  +ca'  )x  +  (a?  +  b^'  +cg'  )  y  +  (ay  +67'  +c  i')z 

:;  =(o-a+6V+cV)x'  +  {a"^  6'?'+ c'(iO y  +  (a  r +6 j-H^ Y)^' 
et  le  déterminant  de  cette  substitution  finale  n'est  autre 
chose  que  le  produit  des  deux  déterminants 
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abc 

m 

a    p    Y 

abc 

et 

a    P    Y 

a'  b"  c' 

a    p    Y 

On  voit  aussi,  au  moyen  d'un  raisonnement  très  usité  en 
mathématiques  (logarithme  d'un  produit,  module  d'un  pro- 
duit, etc.),  que,  si  Ton  fait  plusieurs  substitutions  successives, 
le  déterminant  de  la  substitution  résultant  sera  le  produit 
de  tous  les  déterminants  des  substitutions  considérées. 

Gela   posé,  soit  une  forme   quadratique  à  trois  variables 
Xi^o;,,  a?,;  on  peut  la  mettre  sous  la  forme  suivante  : 
f=  Xi(ana?i  +  a^^x^  +  a^^x-^  +  x,  (0,4X1  +  a^,fc^'\- a^^^)  (1) 

+  aÎ8(a,iX'i  +  «831^  +  ^s»^») 
Considérons  la  substitution 

^1  =  aiX^i  +  piX,  +  YiX, 


X,  =  ttjXi  +  p,X,  +  Y«Xj 


(2) 


ac,  =  ajXi  +  p,X,  +  Y3X3 
Portons  d'abord  les  valeurs  (2)  dans  les  fonctions  linéaires 
mises  entre  parenthèses  dans  (1);  nous  aurons  : 
/•=x,(M,,X,+M,.X,+M,,Xa+x,(M,,X,+M„X.+M«X3)(3) 

+cc3(M„Xi+M5,X2-f-M„X,} 
les  quantités  ainsi  représentées  par  les  lettres  M  étant  les 
suivantes  : 

Mil  =  «liai  +  ais^i  +  «isa» 
Mi,  =  aiipi  +  ai«?«  +  a«P. 
M18  =  «uYi  +  fluY»  +  «isTa    etc. 


et  le  déterminant  M^  Mj,  Mi, 

M.,  M„  M,3 
M31  M,,  M„ 

le  produit  des  deux  déterminants 


étant  précisément 


11 


a 
a«i 

«31 


«12 

«*i 

«84 


a 
a 


13 


S3 


«3. 


=  A  et 


Pi 
P. 
P. 


ï» 


0 


Achevons  la  substitution  en  portant  les  valeurs  (2)  à  la 
place  des  variables  mises  en  facteurs  dans  (1),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  à  la  place  de  ces  mêmes  variables  dans  (31 
écrite  comme  il  suit  : 

f=  Xi(MiiXi  +  MjiX,  +  M^,x^)  +  X,(Mi,.ri  +  M„u^,  +  M,,./',) 

+  Xa^MijO?!  +  Mîjapj  +  MV3) 
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il  vient  : 

F  =  X,(P„X,  +  P„X,  +  P„0,)  -f  X.(P.,X.  +  P.,X.  +  P3.X3) 

+  X,{P„X,  +  P.,X.  +  P„X,) 
les  quantités  ainsi  représentées  par  les  lettres  P  étant  les 
suivantes  :         P^  =  M^aj  +  Mjia,  +  Mj^a, 

P«i  =  ^iA  +  M.A  +  M,,p„    etc. 


et  le  déterminant 


R.  P,.  P 


11 


21 


SI 


1*1 1  I*M  1*3 J 


jr«4   if»*  X  « 


qui  est  l'invariant  de 
la  forme  nouvelle  F, 


«1    *  SJ   *  ss 

étant  précisément  le  produit  des  deux  déterminants 


Mu  Ml,  Ml, 
Mti  M„  M„ 

Mai  Ma,  Maa 


=  A8     et 


»!    Pi    Ti 

P.  Y. 
P3    Ys 


«8 


c.-à-d.  le  produit  AS*. 

Or  A  est  ce  que  nous  avons  défini  l'invariant  de  la  forme  /, 
et  3  est  le  déterminant  de  la  substitution.  Donc  le  théorème 

est  démontré. 

(A  suivre.) 


RECHERCHE  DES   FACTEURS  COMMENSURABLES 

d'une  équation  de  degré  quelconque, 

Par  M.  Cf.  de  I^oDi^cliampa»  professeur  de  mathématiques  spéciales 

au  Lycée  Gharlemagne. 


Lorsqu'un  polynôme  entier  F{x),  est  le  produit  de  deux 
facteurs,  dont  Tun 

fz=:xP-]-  OL^XP  —  ï  -|-  .  .  .  +  ap 
est  de  degré  p  et  a  tous  ses  coefficients  commensurables,  on 
dit  que  feai  un  facteur  commensurable  â! ordre  p,  de  Téquation 

F  {x)  =  o. 

La  recherche  de  ces  facteurs  se  fait  ordinairement  par  la 
méthode  de  Lagrange,  laquelle,  comme  on  le  sait,  consiste 
à  diviser  F  par  /*  et  à  écrire  que  le  reste,  polynôme  de  degré 
(p —  i),  est  identiquement  nul.  Le  procédé  que  nous  allons 
exposer  nous  paraît  remplir  le  môme  but,  par  des  calculs 
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plus  simples.  Le  principe  qui  leur  sert  de  base,  et  qui  est 
des  plus  élémentaires,  nous  a  été  inspiré  par  la  lecture  d'une 
note  de  M.  Landry  (*),  dans  laquelle  ce  géomètre  expose 
une  manière  ingénieuse  de  trouyer  les  facteurs  de  la  forme 
{xP  —  o),  a  étant  un  nombre  commensurable. 

1.  M.  Landry,  dans  le  mémoire  cité,  parfde  cette  remarque 
évidente  que  Téquation  proposée  peut  s'écrire: 

cpi(asP  )  4-  x^i{xP)  '\-  ,  .  .  -\-xP  -  ^^p(xP)  =  o. 

Il  faut  remarquer  pour  apprécier  la  simplicité  de  la  méthode, 
que  ces  fonctions  cpi;  (p„  .  .  .  (pp  >  sont  immédiatement  déter- 
minées, à  la  seule  inspection  de  Téquation  proposée.  Soit  a 
une  racine  quelconque  de  l'équation  xP  — a  =  o;  elle  est 
donc  racine  de  l'équation  proposée,  ce  qui  donne  l'égalité 

Considérons  maintenant  l'équation 

cp,(a)  +  Xcp.(a)  +  .  .   .  +  Xp  -  i^p  (a)  =  o     (i) 
qui  est  de  degré  p  —  i  et  satisfaite  par  p  nombres  différents, 
savoir  les  p  racines  de  l'équation   binôme  xp   —  a  =  o; 
l'équation  (1)  est  donc  une  identitéy  et  l'on  a 

?i(a)  =  o    cp,(a)  =  o  .  .  ,     cpp  (oj  =  o.  (2) 

Il  faut  remarquer  que  parmi  ces  équations,  deux  ou  trois 
sont  distinctes  ;  autrement  les  fonctions 

?j(^^).    ^i(^P)  •  •  •     9p{^^) 
seraient  identiques  à  des  facteurs  constants  près,  et  l'équa- 
tion se  décomposerait  en  deux  facteurs, 

A4  +  ^r^  +  •   •   •  +  ApxP""  *  =  o; 
et  en  posant  xp  =  yf   les  facteurs  commensurables   de  la 
forme  {xp —  a)  sont  donnés  par  les  racine;  commensurables 
de  l'équation  (pi(t/)  =  o. 

Ce  cas  exceptionnel,  et  d'ailleurs  favor.  ble,  étant  mis  de 
côté,  on  voit  donc  que  le  nombre  cherché  a  doit  être  racine 
des  p  équations  (2).  On  cherchera  le  p.  g.  c.  d.  des  polynômes, 


[*)  Éguations  nuitiériques;   Racines  commensurables  de  tous  les   degrés. 
Librairie  Haciietle,  1870. 
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soit  ^(y)  ce  p.  g.  c.  d.  et  a  une  racine  commensurable  de 

l'équation  W(y)  =:  o . 

(xP  —  a)  est  un  facteur  de  Téquatiou  donnée. 

£n  résumé,  ayant  fonnéy  chose  qui  se  fait  immédiatement ,  les 
fonctions  <p,(î/)    <p,(</).    .  .     ?p(l/): 

V  Si  elles  n*ont  pas  de  p.  g.  c,  d. ,  on  peut  affirmer  que 
Véquation  proposée  n'a  pas  de  facteur  (commensurable  ou  non) 
de  la  forme  (xP  —  o); 

2**  Si  elles  ont  un  p.  g.  c.  d,  V(y)  et  si  Péquation  W{y)  =  o 
admet  des  racines  commensurables  a,  b,.  .  .  C  équation  donnée 
admet  les  facteurs  commensurables  (xP  —  aj,  (xp  —  b).   .   .  ; 

3**  Si  téqtMtion  V(y)  =  o  n'a  pas  de  racine  commensurable, 
C  équation  donnée  n*a  pas  de  facteur  commensurable  de  la  forme 
(xF —  a),  mais  elle  se  décompose  en  deux  facteurs  commensura- 
bles dont  l'un  est  W  (xp  ). 

2.  —  Telle   est,  rapidement   exposée,   cetle   méthode  de 
M.  Landry  qui  nous  parait  d'une  pratique  commode  ;  il  nous 
reste  à  dire  comment  nous  l'avons  étendue  à  la  recherche 
d'un  facteur  commensurable  d'ordre  p  et  quelconqtie. 
Nous  ferons  d'abord  la  remarque  qu'après  avoir  posé 

y  =  xP+OL^XP  -  i  ^  .    .    .  %p  ^  i  X  (1) 

on  peut  toujours   écrire   identiquement    l'équation    donnée 
F(a;)  sous  la  forme 

P(a:)  =  fi(y)  +  xf^iy)  +  .   .   .+xP-if,{y).     (2) 
En  effet  de  (1)  on  tire 

xP  =  y  —  cLiXP  -  I  .  .   .  —  7,p^  iX 
et,  par  suite, 

XP  -f  I  =  j/o;  —  oP  —  »iB*  .   .   .  —  (XiXP 
ou, 
XP  +  i=yx — oP—  IX* .  . . — d^p  +  I  —  (ii(y  —  a^asP—  «  .  . . 

—  op  —  ix)  ; 
xp-\-  ^     est  donc  comme  xp  donné  par  une  expression  de  la 
forme, 

Al  +  A,x  .    .  .  +  A.p  ./•/>  —  I  ;  (3) 

Aj,  A„  .  .  .  Ap  étant  fonction  des  lettres  y,  «i  .  .  .  a;;—  i, 
mais  pas  de  la  lettre  x.  De  xp  +  *,  on  déduira  par  un  calcul 
i^emblable  et  de  proche  en  proche  pour  xp  -t  '^,  xp  +  '^,  .  .  . 
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des  expressions  de  la  forme  (3)  ;  substituant  alors  dans  F, 
xP ,  xp  +  *,  .   .   .  x"^  par  ces  expressions  ainsi  calculées, 
F  prendra  bien  la  forme  indiquée. 
3.  —  Ceci  posé,  soit 

f  z=  xP  -\-  CLiXP  —  *  +  .  .  .  -[-  ap  —  iX  —  dp  , 
un  facteur  commensurable  de  Téquation  F{x)  =  o,  qui  est 
supposée  n'avoir  que  des  racines  simples  ;  et  désignons  par 
a  une  racine  quelconque  de  /*  =  o,  a  sera  aussi  racine  de 
F  =  o  et  en  remplaçant  x  par  a,  dans  (3),  remarquant  en 
même  temps  que 

aP  -f-  «S  aP  ■—  *  +  •     •    •   +  ap  —  ^a  =  ap  , 
que  par  suite  la  lettre  y  qui  figure  dans  cette  identité  prend 
pour  0?  =  a  la  valeur  ap  ,  il  vient 

et  si  Ton  considère  Téquation, 

^-'fpM  +  ■■^  +  XA(*i.)  +  /i(«p)  =  o- 

Celle-ci,  étant  satisfaite  par  les  p  racines  différentes  de 
réquation  /*  =  o,  est  une  identité  et  Ton  a,  pour  détermi- 
ner les  p  inconnues  a^,  a„  ...  ap ,  les  p  équations 

/i(ap  )  =  o»  Ui^p  )  =  o  •  •  ■  /p  («i»  )  =  o. 
L'élimination  de  a„  ag,...  ap ,  si  elle  se  fait  sans  intro- 
duction de  facteurs  étrangers,  conduira  à  une  équation  en 
ttj  de  degré  CmP ,  parce  que  ( —  a^)  représente  la  somme 
de  p  racines  quelconques  de  Téquation  donnée.  On  cherchera, 
par  la  méthode  ordinaire,  les  racines  commensurables  de 
cette  équation  ;  ayant  trouvé  Tune  de  ces  racines  a^,  la 
détermination  des  autres  inconnues  a,,...  Op,  se  fait 
généralement  par  des  équations  qui  ne  sont  que  du  premier 
degré.  En  effet,  considérons  a,  par  exemple  ;  il  y  a  entre 
a^  et  a,  deux  équations,  et  par  des  combinaisops  connues 
et  généralement  possibles  on  pourra  obtenir  une  équation 
en  a^  et  a,,  ne  renfermant  a,  qu'au  premier  degré. 

(A  suivre.) 
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QUESTIONS    PROPOSEES 


Mathématiques  spéciales. 

209.  —  a,  b,c,  d,  désignant  des  nombres  entiers  et  positifs 
(i  +  x)^  +  <  +  (ï  +  ^)*^  "^  ^  6st  divisible  par  x^-\- a?  -|-  i ; 

x3a  -  1  _j_  aj3ô  -j_  a;3c  4- 1  est  divisible  par  a;*  -j-  ^  +  '  î 
x^a^x^^+^-^-x^^+^-^-x^^  +  3  est  divisible  para;*-f"  a;* +054-1- 

(H.  Laurent,) 

210.  —  La  valeur  de  la  série 

«i    +  ^   .  ;*;   ,  ^  +  ___4!____+..: 


«1  +  1  («1  +  0  (o«  +  I  )        «1  +  0(a.  +  0(«8  +  0 

est  tin  si  leproduit 

•  («1  +  !)(««  +  !)(««+   0-" 

est  infini,  ce  qui  a  lieu  en  particulier  si  la  série  à  termes 
positifs  «1  +  o^  +  «3  +  ... 

est  divergente. 

La  série  précédente  est  convergente  si  le  produit  tend  vers 
une  limite  déterminée;  elle  est  divergente  si  le  produit  est 
nul  ou  indéterminé.  (H.  Laurent.) 

211 .  —  L'équation 

Kx^^ j 1- 1 _  +  . . .  =  o 

a  toutes  ses  racines  imaginaires  si  m  est  pair,  et  une  seule 
racine  réelle  si  m  est  impair.  K  est  quelconque. 

(H.  Laurent,) 

212.  —  Soit  V  un  polynôme  entier  en  x;  Vj  sa  dérivée. 
On  peut  toujours  trouver  un  polynôme  X  tel  que  XV^  —  i 
soit  divisible  par  V  ;  soit  V,  le  quotient,  on  détermine  V3 
à  l'aide  de  V^  et  de  V2  comme  on  a  déterminé  V,  à  Taide 
de  V  et  Vi,  etc.  La  suite  V,  V^,  V,,  V,.. .  peut  remplacer 
la  suite  de  Sturm  si  V  =  o  n'a  pas  de  racines  égales. 

(H.  Laurent,) 

213.  —  Soit  réquation  à  coefficients  positifs 

X  —  ax"^  —  I  +  ftcc*'*  —  2  —  cx^  —  3  + . . .  =0, 
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il  y  aura  des  racines  imaginaires  si  Tune  des  conditions  sui- 

,,         -         fit  ""~  I 

Tantes  est  remplie  :     o  > a'  ; 

I.  2.  m 

(m  —  i)  (m  —  2)      , 

I.  2.  3.  mr 

(H.  Laurent.) 

214.  —  Faire  voir,  à  l'aide  de  la  seule  théorie  des  loga- 
rithmes que  si  Ton  trace  les  courbes  représentées  par  les 
équations  y  z=:  a^^  y  =z  b^, 

Tune  d'elles  deviendra  la  projection  de  l'autre  si  on  fail 
tourner  son  plan  d'un  angle  convenable  autour  de  l'axe  des  y. 
—  Exprimer  cet  angle  en  fonction  du  module  relatif  des  deux 
systèmes  de  logarithmes  correspondants.  (Picquet,) 

216.  —  Démontrer  que  pour  trouver  la  dérivée  d'un  déter- 
minant dont  tous  les  éléments  sont  fonction  d'une  même 
variable,  il  suffit  de  faire  la  somme  des  déterminants  obte- 
nus en  remplaçant  dans  le  déterminant  proposé  tous  les 
éléments  d'une  colonne  par  leurs  dérivées.  (Picquet.) 

216.  —  Trouver  les  dérivées  des  fonctions  circulaires 
inverses  arc  sin  x,  arc  cos  x,  arc  tg  x 

en  s'appuyant  seulement  sur  la  définition  de  la  dérivée  et 
sur  les  formules  inverses  de  l'addition  des  arcs  : 

arc  sin  x  +  arc  sin  y  =  arc  sin  (xYi  —  y*  +t/  Yi  —  J') 

arc  cos  x  -|-  ^irc  cos  y  =  arc  cos  (xy  —  Y^  —  u;'}^i  —  y*) 

X  "^  1/ 
arc  tg  flc  -f-  arc  ig  x  =  arc  tg 


I  —  xy 

(Picquet.) 

217.  —  Étant  données  deux  circonférences  C  et  G  tan- 
gentes entre  elles,  et  une  de  leurs  tangentes  extérieures  AB, 
on  mène  une  circonférence  C  tangente  aux  deux  circonfé- 
rences proposées  et  à  AB,  puis  une  circonférence  G^  tan- 
gente à  G,  à  G"  et  à  AB,  et  ainsi  de  suite.  On  propose  d'étu- 
dier les  séries  formées  par  les  rayons  de  ces  circonférences 
successives  et  par  les  surfaces  des  mêmes  cercles.  On 
donne  AB  =  2a,  et  AG  =  R. 

218.  —  Soit  la  série 
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,      1  ^  I ^(^+0 L 

^  +  P+i'^{œ+p+  i)(x-+p+2)"^  •   •   • 

I x(x-\-  i)(a;  +  2)  .  .  .  {x+n) 

{^  +  P+  i)(x+p  +  2)  .  .  .  (x  +  p+n+  i)"^'  •  • 
on  demande  d'établir  que  cette  série  est  convergente  quand 
p  est  positif,  divergente  quand  p  est  négatif,  et  de  déduire  de 
la  considération  de  cette  suite  une  démonstration  du  théorème 
de  Duhamel.  Examiner  aussi  le  cas  intermédiaire  oh  p  =r  o. 
219.  — Démontrer  la  règle  de  Leibnitz  pour  trouver  la 
dérivée  n"«  d'un  produit  uv  de  deux  fonctions  de  x  : 

en  démontrant  que,  si  cette  règle  est  vraie  pour  la  dérivée 
d'ordre  (n  —  i),  elle  est  encore  vraie  pour  la  dérivée  d'ordre 
n.  Appliquer  ce  théorème  à  la  recherche  de  la  dérivée  n"»'' 
de  la  fonction  y=eF^  cos  (mx  +  p) . 


220.  —  Soit  la  fonction        y 


X  —  a 


œ«+  I 

i°  Démontrer  qu'en  désignant  par  y',  /,. . .  2/(n)les  dérivées 
successives  de  y,  on  a  entre  trois  dérivées  consécutives  la 
relation 

{x*  -f-   i)  y{„,  -f-  2nxy[n  - 1)  +  n  (n  —  l)  1/(n-«)  =  o. 

2**  Démontrer  que  si  l'on  pose 

V 
y,„,  =  (_  I  )«  , .  2 . 3 . . .  n  ^— p^±J-p^. 

V„  4-  4  est  UQ  polynôme  en  x  du  degré  (n  +  i),  dont  le  pre- 
mierterme  est  o?»  +  S  et  que,  entre  trois  polynômes  consécu- 
tifs, on  a  la  relation 

V»  —  2XYn  -  4  +  (l  +  ^')  Vn  -  2  =  O. 

3^  En  faisant  V  =  i ,  le  théorème  de  Sturm  s'applique  à  la 
suite  des  polynômes  Yn^yn-}- 1»  etc.  et  les  racines  de  l'équa- 
tion Vfi  =  o  séparent  celles  de  l'équation  Vn  —  i  =  o. 

4**  Les  coefficients  de  V  sont  des  fonctions  linéaires  de  la 
constante  a,  et  en  posant 

V„  =  Pn  —  aQn  ,  on  a,  si  jc  =  cotg.  cp; 

cotgn(p=— . 

Conclure  de  là  des  expressions  trigonométriques  des  racines 
de  l'équation  Vn  =  o. 
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Remarque,  —  On  pourra  établir  celte  relation  en  posant  : 

cos  n©  sin»*  © 

un  =      .  ^  ^    —  a     .  ^  ^  , 
sin**  cp  sin»»  çp 

et  prouvant  que  Un  est  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  n 

011  Ton  fait  x  =  cotg  ç,  et  que  trois  polynômes  consécutifs 

sont  liés  par  la  relation 

U^  —  20CiAn  -  1  +  (l  +  ^*)    Un  -  î  =  O. 

8*»  On  propose  d'établir  que  les  polynômes  Vn  satisfont  aux 
deux  équations  suivantes  : 

hVn  4-  <  =  2  nxVn  —  (2  +  x^)  V  n  ; 

(l  +  X*)  Y'n  —  2  {n—i)x  Yn  -^  fi  {il  —  l)  V„  =  0. 

ERRATUM 


Dans  l'énoneé  de  la  question  202,  il  s'est  glissé  une  erreur  ;  la  seconde  équa- 
tion doit  être  écrite  comme  il  suit  : 

acy  -\-  xz  —  y»  =  6  [(o  -{-  c)  (o  —  c)  (2a  —  6)  +  206']. 

Cette  correction  est  indispensable  pour  obtenir  des  valeurs  conimensurable^ 
de  Xf  y,  js,  ce  qui  est  tout  fintérét  ae  la  question. 


AVIS 


Il  reste  à  résoudre  les  questions  :  175,  184,  185,  186,  192,  193,  200,  201,  202. 
203,  204. 

Toutes  les  autres  questions  sont  déjà  insérées,  ou  le  seront  prochainement. 

A  ce  sujet,  nous  rappellerons  les  avis  que  nous  avons  déjà  donnés  pour  la 
solution  des  questions  proposées. 

Chaque  solution  doit  être  mise  sur  une  feuille  séparée,  portant  le  nom  de 
celui  qui  a  résolu  la  question,  l'établissement  auquel  il  appartient,  le  numéro 
de  la  question  et  l'énoncé. 

La  figure  doit  être  faite  à  part  avec  beaucoup  de  soin,  de  façon  à  ce  qu'elle 
puisse  être  reproduite  directement  en  cas  de  besoin. 

Toute  soiution  qui  ne  remplirait  pas  ces  conditions  peut  parfaitement 
échapper  à  notre  eccamen,  et  nous  ne  répondons  pas  de  son  insertion. 

Nous  rappelons  que,  à  moins  d'avis  contraire,  nous  n'acceptons  pas  de  solu- 
tion de  professeurs  pour  les  questions  proposées. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KOEHLER. 

IJIPMJIERIB  CBNTBALE  DES  CR EMIRS  DB  FBR.   —  A.   CHIIX  BT  G^, 
BOB  BBBCkRB,   90,   A   PARIS.   —  24080*9. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 


XT  DE  LEURS  PROPRIÉTÉS 


Par  M.  Eimmmmj,  maître  répétiteur  au  lyoée  Loai6-4e-0Taiid. 


I.  Définition.  —  Le  lieu  géométrique  des  points  dont  le 
rapport  des  distances  à  une  droite  fixe  et  à  un  point  fixe  est 
constant^  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  suivant  que  ce  rap^ 
port  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

Dans  le  cas  oh  ce  rapport  est  égal  à  runité,  la  courbe  est 
une  parabole,  et  l'étude  de  cette  courbe  est  faite,  d'après 
cette  définition,  dans  tous  les  traités  de  géométrie  élémen- 
taire. 

Soient  (fig.  4),  M  un  point  du  lieu,  D  la  droite  et  F  le 
point  fixe,  FD,  MP  perpen- 
diculaires sur  la  droite  B, 
h  la  distance  des  deux  pa- 
rallèles MP  et  FD,  FD  =  d, 

—  le  rapport  donné, 
n 

En  prenant  pour  incon- 
nue la  distance  MP  =  x, 
on  déterminera  le  nombre 
des  points  du  lieu  situés  sur  une  parallèle  à  FD. 

On  a,  par  définition.,  -trr=-  =  — . 
^  MF  n 

En  abaissant  la  perpendiculaire  MH  sur  FD,  on  a  le 

triangle  rectangle  MFH  qui  donne 

MF»  =  A*-|-  (ce  —  d)\ 

d'où,  en  Tertu  de  la  proportion  précédente, 

X  m 


p 

M 

M' 

p 

l 

> 

<\ 

D 

T  ] 

U 

0          y 

5"' 

Fig.  4. 


}^A*  +  (ac  —  dy  »* 

Élevant  au  carré  et  développant  par  rapport  à  ce,  on  obtient 
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réquaiion 

aji  (m*  —  n*)  —  2  dm^x  +  m«  (A«  +  d*)  =  o.      (1) 

Cette  équation  est  du  second  degré;  elle  indique  qu'il 
existe  deux  points  M  et  M'  du  lieu  sur  la  ligne  MP,  et  si  l'on 
convient  d'appeler  degré  d'une  courbe  le  nombre  des  points 
oii  elle  est  coupée  par  une  droite,  on  dira  que  l'ellipse  et 
l'hyperbole  sont  des  courbes  du  second  degré. 

II.  V ellipse  et  r hyperbole  ont  deux  axes  de  symétrie,  — 
L'équation  (1)  est  indépendante  du  signe  de  h  ;  donc  il  existe 
une  seconde  parallèle  à  FD,  symétrique  de  la  première  MP 
par  rapport  à  FD  ;  cette  parallèle  renferme  également  deux 
points  du  lieu  donnés  par  la  même  équation  (1),  ce  qui 
prouve  que  ces  deux  points  sont  exactement  à  la  même  dis- 
tance de  D  que  les  points  M  et  M'  ;  la  ligne  FD  est  donc  un 
axe  de  symétrie. 

Soient  x  et  x"  les  racines  de  l'équation  (1)  ;  on  a 

X    -T—  X      —'  y 

'  m» — n» 

relation  indépendante  de  h  ; 

Si  l'on  prend  sur  DF»  et  à  partir  du  point  D,  une  longueur  DO 

x'  -4-  x"                                 dm* 
égale  à — — — ,c'eBt-à-direégaleà — j  ,  et  si  au  point  0 

on  élève  une  perpendiôulaire  à  FD,  les  points  M  et  M' seront 
symétriquement  placés  par  rapport  à  cette  perpendiculaire. 
Gomme  la  somme  x'  -\-  x*  est  indépendante  de  A,  il  en  sera 
de  même  des  points  de  chaque  parallèle  à  FD.  La  courbe 
possède  donc  un  second  axe  de  symétrie,  perpendiculaire 
au  premier;  on  sait  qu'alors  elle  possède  un  centre^  qui 
est  le  point  d'intersection  des  deux  axes. 

Corollaire  I.  —  Il  existe  par  suite  un  second  point  F'  et 
une  seconde  droite  D',  symétriques  du  point  F  et  de  la 
droite  D  et  possédant  par  rapport  à  tous  les  points  du  lieu 
les  mêmes  propriétés  que  ce  point  F  et  cette  droite  D. 

Corollaire  II.  — .On  a,  par  définition, 

MP  _  MT  _  m 
MF  ~  MF  "  n  ' 
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or,  à  cause  de  la  symétrie, 

M'P         MF 


MF         MF'   ' 

MP         MF         MFdiMP         m 
et  par  suite  :—=.^^=  ^^.  ^  ^^  =^.       (2) 

III.  —  Les  propriétés  précédentes  sont  communes  à 
Tellipse  et  à  Thyperbole  ;  comment,  partant  de  la  définition, 
peut-on  caractériser  chacune  de  ces  courbes? 

L'équation  (1)  donne  pour  le  produit  de  ces  racines  : 

XX   =  —  ' 


m'  —  n* 
et  ce  produit  est  positif  si  m  >  n,  négatif  si  m  <  n. 

1**  m  >  n  ;  ellipse.  —  Dans  le  premier  cas,  m  >  n,  la 
courbe  est  une  ellipse  ;  de  ce  que  la  somme  x  -j-  x'  est  égale- 
ment positive,  on  en  conclut  que  les  deux  valeurs  x  et  x' 
sont  positives.  Si  Ton  porte  à  droite  du  point  P  les  valeurs 
positives,  on  voit  que  les  points  M  et  M'  sont  compris  entre 
les  deux  droites  D  et  D'  ;  en  prenant  dans  la  dernière  pro- 
portion (2)  le  signe  +,  on  a 

MF  +  MP  _  m^ 

MF-f  MF   ""   n  ' 
or  MF  +  MP  =  J*îL, 

et  par  suite                MF  +  MF'  =  J^HHHL, 
*  •  •*»« *i» 


w— n» 


Cette  somme  est  constante;  donc,  Vellipse  est  aussi  le  lieu 
des  points  dont  la  somme  des  distancés  à  deux  points  fixes  est 
constante. 

Les  points  F  et  F'  sont  les  foyers  de  l'ellipse  ;  MF  et  MF', 
les  rayons  vecteurs  ;  les  droites  D  et  D',  les  directrices. 

Vellipse  est  une  courbe  fei*mée.  —  En  effet  le  produit  x  x" 
ne  peut  dépasser  un  certain  maximun  qui  a  lieu  lorsque 
ac'  =  ûî",  puisque  la  somme  x  +  x"  est  constante  ;  alors 

dm* 


x=x'  = 


m*  —  n* 


Pour  avoir  la  distance  de  ce  point  à  la  droite  FD,  il  faut 
dans  le  produit  x  oc"  remplacer  x  et  x  par  cette  valeur,  ce 
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qui   donne 


d*m< 


d'où  l'on  tire 


/i»  = 


m"  —  n* 
La  parallèle  menée  à  cette  distance  à  la  droite  FD  est 

tangente  à  l'ellipse  ;  et  cette  valeur  de  h  est  la  longueur  du 

demi-petit  axe. 

Quant  à  la  valeur  minimum  du  produit  x'x",  elle  a  lieu 
pour  A  =  0|  ce  qui  donne  les  deux  points  de  la  courbe  situés 
sur  FD  ;  les  perpendiculaires  à  FD  menées  par  ces  deux 
points  sont  évidemment  tangentes  à  l'ellipse;  leur  distance 
constitue  la  longueur  du  grand  axe  de  l'ellipse.  La  courbe 
est  donc  renfermée  entre  quatre  droites  perpendiculaires 
deux  à  deux  et  constituant  un  rectangle,  dont  les  côtés  ont 
même  longueur  que  les  axes  de  la  courbe. 

2*  m<n\   hyperbole, —  Le  produit  x'x*^  est  négatif;  les 

deux  points  M  et  M'  sont  de  part  et  d'autre  de  la  droite  D. 

Soit    X  la  racine  positive,  x"  la  racine  négative  ;  la  diCTé- 

rence  de  ces  racines  est  , 

.  2(imn 

X  ^  x^  ^  '  ; 

elle  est  essentiellement  positive  ;  comme  m  <  n,  il  faut  gue 
l'on  ait  d  <  G  ;  alors  la  somme 

^  +  ^    =  —t r; 

wi'  —  n" 

est  positive  ;  donc   la   racine  positive  est  plus  grande  en 

valeur  absolue  que  la  ra- 
cine négative.  Il  est  fa- 
cile de  conclure   de  ce 
qui  précède  que  les  foyers 
F  et  F'  sont  en  dehors  de 
Tintervalle  compris  entre 
les  deux  droites  D  et  D' 
comme  l'indique    la  fi- 
gure 2. 
Dans  ce  cas,  on  pren- 
dra le  signe  —  dans  la  dernière  proportion  (1)  et  on  aura 
MP^  —  MP    _    MP  —  MF    _    m^ 

MF'  —  MF    ~    MF  —  MF    ~    n   • 


Fig.  t. 
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or 


MP  —  MF  = 


MF  —  MF  = 


«•  —  m* 
2dfnn 


d'oîi  __        __ 

n* — m^ 

Cette  différence  est  constante  ;  donc,  rhyperbole  est  le  lieu 
des  points  tels  que  la  différence  de  leurs  distances  à  deux  points 
fixes  est  coeuiante. 

VhyperboU  est  une  courbe  à  branches  infinies.  —  En  effeti 
x  et  x"  peuvent  ayoir  des  valeurs  aussi  grandes  qu#  po#^ 
sible,  pourvu  que  la  différence  x'  —  x"  reste  constant^  ; 
A  pourra  également  prendre  toutes  les  valeurs  possibles, 
ce  qui  prouve  que  la  courbe  a  des  points  sur  toute  parallèle 
à  FD.  . 

Comme  pomr  l'ellipse,  le  minimum  du  produit  xx"  en 
valeur  absolue  a  lieu  pour  A  =z=  o  ;  à  cette  valeur  corres- 
pondent les  deux  points  de  la  courbe  situés  sur  Taxe  FD  ; 
et  si  par  cas  points  on  élëve  des  perpendiculaires  à  FD,  on 
obtient  deux  tangentes  qui  limitent  la  courbe. 

IV.  Théorème.  —  La  tangente  en  un  point  d^une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons  vecteurs 
du  point  de  contact. 

Pour  le  démontrer,  ou   s'appuie   sur  le  lemme  suivant: 

Lkmme.  —  M  est  un  point  d'une  ellipse  ou  dtune  hyperbole,  F  un 
foyer  et  N  le  point  oii  la  tan^ 
gente  en  M  rencontre  la  di- 
rectrice  correspondante,  l'an- 
gle MFN  est  droit. 

Soient  (fig.  3)  M  et  M' deux 
points  voisins,  MP,  MF  les 
perpendiculaires  abaissées 
de  ces  points  sur  la  direc- 
trice et  N  le  point  o\x  la 
corde  MM'  rencontre  cette 
directrice  ;  on  a,  par  défi- 

„.,.                               MP           MF 
nition,  — -=-  ^ 

MF  MF 


Fig  3. 
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mais  les  triangles  semblables  NPM  et  NP'M'  donnent 

MP  _  MT' 

NM  "■  NM'  ' 
d'oh,  en  diyisant  ces  deux  expressions  membre  a  membre , 

MN  _  MN' 

MF  ~  MF  ' 
Cette  proportion  montre  que  le  point  N  appartient  à  la 
bissectrice  extérieure  de  Tangle  MFM'.  Si  le  point  M'  se 
rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la  corde  MM'  deviendra 
la  tangente  en  M  à  la  courbe,  et  le  point  N  occupera  sur  la 
directrice  une  position  telle  que  la  ligne  NF  sera  perpen- 
liculaire  à  MF,  puisque  c'est  avec  MF  que  coïncidera,  à  la 
limite,  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  MFM'. 
Gela  étant,  soient  (fig.  4)  MN  une  tangente  limitée  aux 

directrices;  PMP'  une  pa- 
rallèle à  l'axe  FD  ;  l'angle 
NFM  étant  droit,  le  qua- 
drilatère NFMP  est  in- 
scriptible  dans  un  cercleel 
par  suite  les  angles  NMF 
et  NPF  sont  égaux, 
jf^^  De  même,  le  quadrila- 

tère MFT'N  est  inscrip- 
tible  dans  un  cercle,  et  il  est  facile  de  voir  qu'on  a 

N'MF  =  NTT* 
et  FHF  =  F'N'F; 

d'où  par  addition         N'MF'  =  NT'F  +  FN'F; 

or  à  cause  du  triangle  F'FN'  pour  lequel  l'angle  F'FD'  esl 

un  angle  extérieur,  on  a 

N'F'F  +  F'NT'  =  F'FD', 
d'où  N'MF  =  F'FD'  ; 

mais,  par  raison  de  symétrie,  les  angles  F'FD'  et  FPD  sobI 
égaux,  donc  il  en  est  de  même  des  angles  FMN  et  F'MN'. 

Corollaire.  —  La  normale  est  alors  bissectrice  de  l'angle 
des  rayons  vecteurs. 

De  ce  théorème  résultent  les  constructions  connues  de  la 
tangente  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole,  et  quelques  propriétés 
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simples  qu'on  démontre  dans  les  cours  et   qu'il  est   utile 
de  rappeler  ici. 

I 

BLLIPSE 

V  Propriétés  des  tangentes. 

Y.  —  Pour  introduire  dans  les  relations  obtenues  jusqu'ici 
les  paramètres  qui  définissent  ordinairement  une  ellipse, 
saToir  les  longueurs  des  axes,  on  devra  poser  : 

MF  +  MF-  =  _£*fL_  =  >a  et      f^'  ,    =  6« . 

m*  —  n*  !»•  —  n* 

En   divisant  ces  deux  expressions  membre  à    membre, 

après  avoir  élevé  la  première  au  carré,  on  a  : 

m"  a* 


m*  —  n« 

d'où  l'on  tire 

m» 

n» 

et 

m             a 

n         v//i«-/i« 

o»—  6» 
d 


en  posant  c  =  yo*  —  6*  ' 

En  divisant  membre  à   membre  les  expressions  posées, 

m  a 


on  a 


dn  ~   b'  ' 


^,  ^  ^         b^  m  b* 

d'oîi  d  =  —  X  —  =  — ; 

a  n  c 

Et  enfin,  la  figure  4  montre  que 

FO  =0D -DF  =— *îîl-- d  =  -i^ 

m"  —  n*  mr  —  n* 

=  ^a*  —  6*  ■  =  c. 
On  a  alors,  par  substitution, 

XX   ou  MP  X  M'P  ou  MP  X  MF  =  -^A«  +  ^ . 
Ceci  posé,  soit  2a  l'angle  des  rayons  vecteurs  d'un  point 
de  la  courbe  (fig.  4)  ;  l'angle  NMF  est  égal  à  —    —  a,    et 
comme  les  angles  NMF  et  DPF  sont  égaux,  il  en  résulte 
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que  PF0=  -!L_DPF  =  a. 


2 


6* 
et  aussi  que  MH  =  PD  =  —  Ig  a. 

On  a  aussi,  par  définition, 

MF    _  ^    MP^  _  ^ 
MF   ""    c  '  MF   ~    c  ' 
MP  X  MF    _^ 
^^^  MFx  MF    ■"  c«  ' 

et  comme 

MPX  MF  =  -rr-(A*  +  — )  =  — -— , 

6*   \       '    cV         c*  cos'  « 

il  Tient  MF  X  MF  =      ^'      . 

cos*  a 

VI.  Théorème.  —  Le  produit  des  distances  des  foyers  à  une 
tangente  est  constant  et  égal  au  carré  du  petit  axe. 

En  effet,  la  relation 

MF  X  MF  =       ^\ 

cos*  a 

peut  s'écrire    (MF  cos  a)  X  (MF'  cos  a)  =  6% 
et  les  deux  facteurs  du  premier  membre  représentent  préci- 
sément les  distances  des  foyers  à   la  tangente  considérée. 

Remarque.  —  La  somme  de  ces  deux  facteurs  est 

(MF  +  MF')  cos  a  =  2a  cos  a 
et  si  OQ  représente  la  distance  du  centre  à  la  tangente 
en  M,  on  a  OQ  =  a  cos  a. 

Si  du  centre  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  nor- 
male en  M,  la  distance  du  point  M  à  cette  perpendiculaire 
est  précisément  égale  à  OQ.  Cette  perpendiculaire  prolongée 
coupe  les  rayons  vecteurs  du  point  M  en  deux  points  dis- 
tants de  M  d'une  longueur  égale  à  a. 

VIL  Théorème  d'Apollonius.—  l""  La  somme  des  carrés 
construits  sur  deux  diamètres  conjugués  est  constante  et  égale  à 
la  somme  des  carrés  construits  sur  les  axes  ;  2®  Le  parallélo- 
gramme construit  sur  deux  diamètres  conjugués  a  une  surface 
constante  est  égal  à  celle  du  rectangle  construit  sur  les  axes. 
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Soit  (fig.  5)  Y  l'angle  an  diamètre  OM  avec  la  tangente 
en  ce  point  M,  OQ  la  distance  du  centre  à  la  tangente. 
Le  triangle  rectangle  OMQ  donne 

OQ  =  OM  sin  y, 
et  (VI)  par  suite        a  cos  «  =  OM  sin  y. 
Le  triangle  FMF'  donne 

FM*  +  FM*  =  2C*  +  2ÔM* 

et  comme  (V)  2FM  X  FM  =      ^  !    , 

cos*  « 

on  a,  en  additionnant  ces  deux  expressions  membre  à  membre 
(FM  +  F'M)«  ou  40»  ==  2ÔM*  +  2C«  +     ^^^ 


COS' 


ou 


cos'  a 


OM*  =  o>  +  6«  — 

ou  encore,  puisque 

OM  sin  Y 

cos  a  = !-, 

a  

OM»  sin"  Y  —  (a«  4-6«)  sin'yxOM*  +  a*  6»  =  o. 
Or,  il  existe  deux  angles  ayant  même  sinus  pouvant  con- 
venir à  la  relation  précé- 


/  M. 


dente;  ces  deux  angles 
sont  supplémentaires;  à 
chacun  d'eux  correspon- 
dent un  diamètre  et  une 
tangente  et  la  figure  for- 
mée par  ces  quatre  lignes 
est  un  parallélogramme. 
Les  diamètres,  pris  deux 
à  deux,  jouissant  de  cette 
propriété,  à  savoir  que  la 
tangente  à  l'extrémité  de 
l'un  est  parallèle  à  l'autre, 
sont  dits  conjugués.  Les 
longueurs  de  deux  pareils 
diamètres  et  l'angle  qu'ils  font  avec  leurs  tangentes  sont 
liés  par  la  relation  précédente;  en  la  considérant  comme 
une  équation  du  2*  degré  par  rapport  à  OM*  et  désignant 
par  a*  et  6'"  les  racines,  on  obtient  les  deux  relations  : 


Fig,  5. 


a  sin  Y  =    ^,  , 
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a«  -f  6'*  =  a«+  6», 
à  V  sin  y  =  aft, 
qui  constituent  les  deux  théorèmes  d'Apollonius. 

YIII.  Théorème.  —  Le  "produit  des  rayons  vecteurs  dan 
point  est  égal  au  carré  du  diamètre  conjugué  de  celui  du  point 
considéré. 

Soit  (fig.  5)  OM  =  a  le  demi-diamètre  du  point  M;  Je 

deuxième  théorème  d'Apollonius  donne 

ab 

1 

/TfTT  ^^  sin  Y  b 

et  comme  (VII)    cos  a  = —  =  -rr , 

a   •  0 

b* 

on  peut  écrire       MF  X  MF'  = : —  =  6" . 

cos*  a 

Remarque.  —  La  relation 

b 

cos  a  =  -rr 

qu'on  Tient  d'obtenir  permet  de  déterminer  facilement  les 
Tariations  de  l'angle  des  rayons  yecteurs  d'un  point  M  d'une 
ellipse.  Le  point  M  étant  en  A,  6'  =  6  et  a  =  o;  le  point  M 
parcourant  l'arc  AB,  b'  augmente,  cos  ql  diminue  et  a  aug- 
mente; le  cosinus  aura  sa  yaleur  minimum  ou  l'angle  sa 
valeur  maximum  lorsque  b'  aura  sa  plus  grande  valeur  a  ; 

alors  cos  a  =  — . 

a 

IX.  Théorème.  —  Si  Von  porte  sur  la  normale  en  un 
point  M  (fig.  5)  de  part  et  Vautre  de  ce  point  une  longueur 
égale  au  demi-diamètre  conjugué  de  OM,  les  points  M^  et  M, 
obtenus  décrivent  des  cercles  lorsque  le  point  lA  parcourt  F  ellipse. 

Bans  le  triangle  OMM^  on  a 

ÔM7  =  OM*  +  MM^  —  2OM  X  MMi  cos  OMM^; 
or,  d'après  les  notations  usitées 

OMMi=  — +Y 
2 

et  cos  OMMi  =  —  sin  y» 
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et  par  suite,  si  l'on  pose  OM  =  a ,  MM^  sera  égal  à  V  et 

ÔH;*  =  o'«  +  6'«  +  2a  6'  sin  y, 
oUy  en  yeriu  des  théorèmes  d'Apollonius, 

"ÔMI*  =  a«  +  6*  +  2ab  =  (a  +  bf. 
Donc  le  point  M^  décrit  un  cercle  concentrique  à  l'ellipse 
et  de  rayon  a  -j-  &• 
De  même,  d'après  la  figure 

OM;*  =  a  «  +  6'«  —  2a'6'  sin  y  =  (a  —  6)» 
et  le  point  M,  décrit  un  cercle  de  même  centre  que  l'ellipse 
et  de  rayon  a  —  h, 

X.  Théorème.  —  La  tangente  en  un  point  M  rencontre  les 
tangentes  aux  extrémités  du  grand  axe  en  deux  points  R  et  R'  tels 
que  MR  X  MR'  =  b'« 

h'  étant  le  demi-diamètre  conjugué  de  OM. 

Sans  entrer  dans  les  détails  de  construction  de  la  figure  6 


Fig.  6. 

que  l'on  connaît,  on  voit  que  les  triangles  semblables  MPN 
et  MSR  donnent  la  proportion 

MR    _    MS 

MN    ~    MP  ' 
On  a,  de  même 


MN' 


M? 


f  » 


—  60- 

et,  en  multipliant  ces  deux  proportions  membrA  )i  m^nbm, 

MR  X  MR'    _   MS  X  MS' 

MN  X  MN'   ""   MP  X  MF 

Or  les  triangles  MFN  3t  MF'N'  étant  rectangles,  on  a 

MF  ^  MF'  fe'« 

MN  X  MN'  =    ^"^  .^^  ^^     =  -.rV-  • 

sm*  a  sm*  a 

et  (V)        MP  X  MP'  =  —^. — . 

c*  ces*  a 

Si  l'on  remarque  que  la  distance  comprise  entre  les  droites 
ARS  et  DNP  est  égale  à  —  —  a,  on  a 

HSxMS=[MP-(^-«)]  [MP_(|^)]=i!^.^ 

et  par  suite  : 

MRxMR=  — — —  X  r r X  in =  6«. 

sm"  a  c"  COS*  oc  a'fe* 

Remarque.  —  Soient  F',  le  symétrique  de  F'  par  rapport  à 
la  tangente  en  M,  F{  celui  du  point  F,  on  a,  comme  il  est 

facile  de  le  voir,  

MF  X  MF;  =  MF'  X  MFi  =  MR  X  MR'  =  MM;*=MM7  =  &'• 
M|  et  M,  étant  les  points  définis  dans  le  théorème  précédent 
et  construits  figure  5. 

On  conclut  de  cette  suite  d'égalités  que  les  huit  points  R, 
R',  F,  F',  Fj,  F'j,  Ml,  M,,  sont  sur  un  même  cercle  ;  son  centre 
est  évidemment  au  point  où  la  tangente  en  M  rencontre  le 
petit  axe.  (A  suivre.) 


2 

a 


QUESTION  155. 

iiolatioB  par  M.  Élib,  élèye  au  Collège  Stanislas. 


Étant  donné  un  parallélogramme  ABGD  y  on  prolonge  AB  (Tune 
longueur  BB'  et  AD  d'une  longueur  DD'  égale  à  BB'  ;  on  cons- 
truit avec  AB'  et  AD'  un  parallélogramme.  Soit  C  son  quatrièine 
sommet.  Démontrer  que  les  droites  B'D,  BD'  se  coupent  sur  In 
droite  GC.  (De  Longchamps.) 

Soit  R  le  point  de  rencontre.  Joignons  B'D',  EF,  Les  deux 


triangles    équiangles    RBB%   RDF   donnent  -^^r-  =  •^— 

RE  RB 

De  même  les  triangles  REB,  RDD'  donnent 


RD  RD' 

Divisant  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  on  a 

RB'    _    RD' 
RE    "*"     RF  " 

Les  deux  triangles  REF,  RBD'  sont  dès  lors  semblables 
etBD'  est  parallèle  à  EF. 
De    sorte    que    les   deux 
triangles  C'B'D',  CEF  ont 
leurs  trois  côtés   respec- 
tivement  parallèles.    Les 
droites  B'D  et  BD'Joignant 
des  sommets  homologues, 
doivent  se  couper  sur  CSG'  qui  joint  les  troisièmes  sommets. 
On  voit  que  cette  démonstration  ne  s'appuie  pas  sur  ce  que 
BB'  =  DD'. 

La  propriété  a  donc  lieu  indépendamment  de  cette  con- 
dition. 

Si  BB'  ==  DD',  la  figure  CGG'H  est  un  losange  et  GG'  est 
la  bissectrice  de  Fangle  G.  G'est  donc  une  droite  fixe. 

D'où  renoncé  de  ce  lieu  géométrique.  —  Étant  donné  un 
parallélogramme ÂBCD y  on  prolonge  AB,  AD  de  longueurs  BB', 
DD'  égales  entre  elles.  On  forme  sur  AB'  et  AD'  le  parallélo- 
gramme AB'G'D'.  On  joint  B'D  et  BD',  et  on  demande  le  lieu  du 
point  de  rencontre  de  ces  droites. 

Dans  ce  cas  on  peut  démontrer  directement  que  la  droite 
CR  est  bissectrice  de  Tangle  G  et  par  suite  passe  par  le 
point  G'. 

En  effet  BRD'  est  une  transversale  dans  le  triangle  AB'D 

,  ,,  BB'  X  AD  X  DR 

et  Ion  a  _^_____=,, 

AD'  RB' 

dou 


AB  RD 

Les  deux  triangles  ABD'  et  BFG  sont  semblables  et  Ton  a 

AD'   _  BG 
AB    "^   GF' 
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et  d'après  Tégalité  démontrée  on  a 

RB'  RB 


RD  BF  • 

Comparant  entre  elles  ces  trois  dernières  égalités,  on  voit 
BC  RB 


que 


FC 


=      ^  .  Le  point  R  divise  la  base  du  triangle 

BCF  en  parties  proportionnelles  aux  côtés  adjacents  ;  il  est 
donc  sur  la  bissectrice  de  Tangle  G. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Dupuy,  de  Grenoble;  Jacquier, 
École  normale  de  Charleville  ;  Manceau.  d'Orléans;  Hoc,  de  Sainte-Barbe;  Pas- 
quier.  Institut  Léopold,  Bruxelles;  Chareton.  Collège  Stanislas  ;  Vazou.  Collège 
KoUin;  Renaud,  de  Bordeaux;  Délais,  du  Mans;  Gondy,  Collège  de  Pontarlier; 
Montérou,  Lycée  de  Pau. 


QUESTION  156. 

Sk>liiiioB  par  M.  Duput,  élève  au  Lycée  de  Grenoble. 


Sur  deux  côtés  consécutifs  d*un  carré  ADGD,  on  décrit  des 
circonférences  ayant  pour  diamèti'es  ces  côtés,  et  l'on  mène  des 

tangentes  MQ,  NQ  parallèles  au  côté  du 
carré.  Démontrer  que  le  rayon  du  cercle 
0  tangent  aux  deux  premiers  et  à  MQ, 
NQ  est  égal  au  double  du  côté  du  carré 
diminué  de  deux  fois  le  côté  du  triangle 
équilatéral  inscrit  dans  l'un  des  cercles 
précédents . 

Soit  le  problème  résolu  et  2a  le  côté 
du  carré;  joignant  ME,  OE  et  menant 

HOF   parallèle  à  MQ,  on  a  le  triangle  rectangle  EFO.  Soit  x 
le  rayon  du  cercle  cherché,  et  a  le  rayon  des  circonférences 

données,  on  a  ÔE*  =  ÊF*  -|.  FO* 

(a  +  X)*  =  {a  —  ce)*  +  (2a  —  as)», 

d'oh  X  =  4a  —  2a  ^3. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Tessier,  d'Angers  ;  Schlesser, 
Corbeaux,  Yermand,  de  Saint-Quentin  ;  Peyrabon,  de  Chàteauroux  ;  Elie,  Cba- 


M 

Jt 

^\ 

;» 

A 

/          ' 

.--r" 

à 

J 

7* 

D 

i 

to 
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reton,  Collège  Stanislas;  Gondy,  de  Pontarlier;  Dumur,  de  Chartres;  Manoeau, 
Gélinet,  Huet,  d'Orléans;  Pombart,  École  normale  de  Charleyilie;  Hoc,  de  Sainte- 
Barbe;  Deslais,  an  Mans;  Uugot,  de  Lyon;  Demaris,  de  Moulins;  Lannes, 
de  Tarbes. 


QUESTION  157. 

par  M.  Lannbs,  élève  au  Lycée  de  Tarbes. 


Une  droite  de  longueur  et  de  direction  constantes  appuie  ses 
extrémités  sur  deux  sphères  données.  On  demande  la  courbe 
décrite  par  chaque  extrémité  sur  la  sphère  correspondante. 

(Amigues.  ) 

Soient  0  et  0'  les  centres  des  deux  sphères.  Par  le  point  0 
menons  une  droite  parallèle  à  la  direction  donnée  et  égale 
à  la  longueur  donnée;  soit  0'  Textrémité  de  cette  droite. 
En  désignant  par  A  et  A' les  extrémités  de  l'une  des  droites, 
on  a  OA  =  0"A';  les  extrémités  des  droites  se  trouvent 
donc  sur  la  sphère  ayant  pour  centre  0'  et  un  rayon  égal 
à  O;  elles  se  trouvent  aussi  sur  la  sphère  0'  :  elles  se 
trouvent  donc  à  leur  intersection,  et  comme  cette  intersec- 
tion est  une  circonférence,  la  courbe  décrite  est  une  circon- 
férence. 

Il  en  est  de  môme  pour  la  circonférence  0. 

Nota.  —  M.  Hoc,  de  l'École  Sainte-Barbe,  a  résolu  la  même  question. 


QUESTION  158. 

par  M.  Grnin,  Collège  de  Charleville. 


Soient  0  le  centre  d'un  cercle,  ABC  un  triangle  circonscrit, 
A\  B',  C  les  points  de  contact  des  côtés  BG,  CA,  AB  ;  si  Von  dé- 
signe par  R  le  rayon  du  cercle,  par  S  et  S' les  aires  des  trian- 

gles  ABC,  ABC,  on  a 

S'* 

"^^  "^  ^*  OA'R'  .  OA'C  .  OB  G'  ' 
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ûa  aS'=OA.'B + OÀC-f  OB'C  =  ^  (sin  A+  ciu  B  +  sin  C), 

z 


ou 


S   =  2R"  COS COS  C08    — 

2  2  2 

R« 


et       OA'B'  .  OA'C  .  OB'C  =  -^  sin  A  sin  B  sin  B 

„.    .      A  A        .     B  B     .      C  C 

=  R*  sin  —  COS  —  .  sm  —  cos  —  sin  —  cos  — 

2  2  2  2  2  2 


d'oii  R*  - 


S' 


or  tg 


OA'B'  .  OA'O"  .  OB'C 

±^    }fip  —  b)(p—c) 


p(p  —  a) 


T.  A  B  c 

4R^colg—  colg— colg-  ; 

2  2  2 


>  ^s 


J.^    t/'(P— a)(p— c) 


p(fi—c) 


2  '  p(p    —   c) 


—  a)p—b)  , 


A'  ^      ,     A     ,      B     ,     G 
d  oucolg —  colg  —  cotg  — 

2  2  2 


=  Vp'(P  -  (fl)  -  fc)  (  -  c) 
f  (p  — c)«(p  — 6)«(p— c)« 


dès  lors  R^ 


—  ill— X. 
~   S    ■*"  R  ' 

— •  =  4R* .  -^  =  4S. 


OA'B'  .  OA'C  .  OB'C 


R 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Demaris,  de  Moulins;  Lanues,  de 
Tarbes  ;  Hoc,  de  Sainte-Barbe  ;  Gelinet,  d'Orléans  ;  Elle,  de  Stanislas  ;  Longue- 
ville,  à  CharleviHe;  Yermand,  à  Saint-Quentin;  Bapuy,  à  Grenoble;  De^is, 
«n  Mans. 
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QUESTION  159. 

ffolutioB  par  M.  Léopold  Babc,  élève  au  Lycée  de  Niort. 


Construire  un  can*é  dont  les  côtés  passent  par  qiuitre  points 
dormes. 

Soient  a,  p,  y,  5  les  points  donnés  et  ABCD  le  carré  répon- 
dant*à  la  question.  Circonscri- 
vons des  cercles  aux  triangles 
oAa,  oBp,  pCy,  yDS.La  diagonale 
AC  du  carré  est  bissectrice  des 
an{çles  droits  DAB,  BCD;  elle 
passe  donc  par  les  points  connus 
F  et  E,  milieux  des  deux  demi- 
circonférences  yFPjSEa  décrites 
sur  ^  et  1%  comme  diamètres, 
cl  par  suite  celte  droite  AC  peut 
cire  construite  ainsi  que  les 
j)oints  A  et  C.  Un  raisonnement  seni])lal)ki  montre  que  Ton 
peut  déterminer  facilement  les  points  B  et  D.  Pour  avoir  le 
carré  on  n'aura  donc  qu'à  joindre  ces  quatre  poinls. 

La  même  construction  s'applique  encore  au  cas  où  1,  2, 
3  ou  4  des  points  doivent  être  situés  sur  les  prolongements 
des  côtés  du  carré. 

>'oTA.  —  Ont  résolu  la  méiiie  questiuu  :  MM.  Thual,  à  Loriout  ;  Pasquier. 
Institut  Léopold,  à  Bruxelles  ;  Gélinet.  à  Orléans  ;  Henry,  à  Nice  ;  ]>eslais.  au 
)Ian.s;  Dupuy,  à  Grenoble;  Lanncs.  à  Tarbos;  Fontaine,  à  Lille;  Jolly.au 
<iolIège  de  Yassy  ;  Coignard,  au  Lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 


QUESTION  160. 

flIolalloB  par  M.  PECQOBaT,  élève  du  Lycée  du  Havre. 


Soit  ABC  un  triangle  dam  lequel  les  deux  bissectrices  de 
l'ungle  A  soi\t  égales.  Démontrer  que  le  cercle  décrit  surBG  comme 
diamètre  rencontre  les  côtés  AB,  AC  en  deux  points  V  et  Q  tels 
(fieCPsszCQ. 


iOUBNAL  Bl  VATB.   1880. 
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Les  triangles  BCP,  BGQ  sont  rectangles  en  P  et  Q  ;  je  dis 

qu'ils  sont  égaux.  En 
effet,  ils  ont  l'hypo- 
ténuse commune  et 
de  plus  les  angles 
PBCQBCsontégaux. 
Car,  le  triangle  EAD 
est  rectangle  et  iso- 
scèle;  et  en  appelant 
a    l'angle    BAC   du 


triangle  donné,  on  a 


a 


PBC  =  ABE  =  — +  45«; 

2       '    ^ 


de  même 


BCQ  =  45*  — 


a 


Par  suite  le  troisième  angle  QBG  du  triangle  BGQ  est  égal 


à  450  H 

2 

Donc 
et  par  suite 


PBG  =  QBG 
CP  =  CQ. 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Fontaine,  à  Lille;  Gelinet,  à 
Orléans;  Libniann,  Ëlie,  à  Stanislas;  Barbleux,  à  Amiens;  Combebiac,  Chau- 
let,  à  Montauban;  Schlesser,  Corbeaux,  à  Saint-Quentin;  Hugot,  à  Lyon; 
Henry,  à  Nice;  Thual,  à  Lorient;  Huet,  à  Orléans;  Gondy,  à  Pontarlier; 
Deslais,  au  Mans;  Peyrabon,  Johannet,  à  Châteauroux;  Objois,  à  Moulins; 
Marin,  à  Agen  ;  Pasquier,  Institut  Léoi)old,  à  Bruxelles  ;  LongueviUe  à  Char- 
leville;  Arthus  et  Yail,  École  Albert-le-ârand,  à  Arcueil. 


QUESTION  161. 

Solution  par  M.  Genin,  Collège  de  Charleville. 


Construire  géomêlriquemenl  un  triangle,  camiaissant  un  côtéf 
un  angle  adjacent  à  ce  côté  y  et  sachant  que  les  bissectrices  de 
cet  angle  sont  égales. 

Supposons  le  problème  résolu»  et  soit  ABG  le  triangle  dont 
on  connaît  le  côté  AB,  Tangle  BAG,  et  soient  AD  s=  A£  les 
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bissectrices  égales  de  l'angle  A.  Soii  AH  la  perpendiculaire 
snr  EC.  Cette  droite 
est  bissectrice  de 
l'angle  £AD,le  trian- 
gle ADE  étant  iso- 
scèle.  De  là  la  cons- 
truction suivante . 
On  construit  l'an- 
gle BAC  et  Ton  mène  les  bissectrices  AE  et  AD  de  cet  angle 
ainsi  que  la  bissectrice  AH  de  l'angle  EAD.  Gomme  AB 
est  donné,  du  point  B  abaissons  la  perpendiculaire  BH 
sur  AH.  Cette  ligne  coupe  AG  en  C  et  détermine  le 
triangle  cherché  ABC. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Gélinet,  Huet,  à  Orléans  ;  Lannes, 
à  Tarbes  ;  Tupin  et  iarron,  à  Beaume-les-Dames  ;  Barbieux,  école  primaire 
supérieure  d'Amiens  ;  Gombebiac,  Chaulet,  à  Montauban  ;  Corbeaux,  Vermand, 
S<^lesser,  à  Saint-Quentin;  Hugot,  à  Lyon  ;  Tbual,  àLorient;  Gondy,  à  Pontar- 
lier  ;  Blessel,  &  Paris  ;  Deslais,  au  Mans  ;  Tessier,  à  Angers;  Renaud,  à  Bordeaux  ; 
Faivre  et  Gindre,  à  Lons-le-Saulnier;  Peyrabon,  Johannet,  à  ChAteauroux;  Lon- 
gueville,  à  CharleviUe;  Gino  Loria,  à  Mantoue  (Italie);  Marin,  à  Agen;  Breuillé, 
à  Sainte-Barbe;  Pecquery,  au  Havre;  Detraz,  à  Bourg;  Libman,  Êlie,  Collège 
Stanislas;  Dupuy,  à  Grenoble;  Arthur  et  Yail,  école  Albert  le  Grand,  à  Arcueil; 
Rondeau,  lycée  Fontanes,  à  Paris» 


QUESTION  163. 

Molation  par  M.  Ddput,  du  Lycée  de  Grenoble. 


On  donne  une  droite  AB  ;  un  point  C  6e  déplace  entre  A  et  B. 
Sur  AC  et  BC  comme  diamètres  on  décrit  les  drconféremes  0 
et  0'.  On  mène  une  des  tangentes  communes  extérieures  qui 
rencontre  en  P  c(  Q  les  tangentes  en  A  et  B.  On  mène  PO,  QO'  ; 
ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  M  dont  on  demande  le 
lieu  géométrique.  (JuUiard.) 

Par  M  menons  une  perpendiculaire  KML  aux  tangentes 
AP,  BQ  et  abaissons  MN  perpendiculaire  sur  PQ-  Les 
droites  MQ,  MP  sont  bissectrices  des  angles  PQL,  QPK;  il 
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•uit  que  ML  =  MN  et  que  MK  =  MN  ;  par  suite  MK  =  ML. 

Le  point  M  se  trouvant  équi- 
dislantdes  tangentes  PK,  QL, 
son  lieu  géométrique  est  la 
perpendiculaire  élevée  au  mi- 
lieu de  AB.  On  démontre  fa- 
cilement que  la  longueur  de 
cette  perpendiculaire  ne  dé- 
passe pas  le  quart  de  AB  de 
part  et  d'autre  de  cette  droite, 
selon  que  l'on  considère  Tune 

ou  l'autre  des  tangentes  extérieures. 

Nota.  -  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Elic,  du  Collège  Stanislas; 
Corbeaux,  de  Saint-Quentin;  Hugot,  de  Lyon  ;  Barbieux,  École  primaire 
supérieure  d'Amiens;  Mallet,  Petit  Séminaire  de  Belley;  ^ermand,  de  Samt- 
Quentin. 


QUESTION  164. 

flk>l«ttoii  par  M.  Cahot,  élève  du  Lycée  Saint-Louis. 


Cùnstruirc  graphiquement  Vangk  x  donné  par  Péquation. 

3  sin  (p  cos  cp 

^3  ^=    3  cos*  <p  —  I 

ou  9  est  un  angle  donné.  (Launoy.) 


•V 

r 


Prenons  une  droite  AB  de  longueur  3  faisant  avec  une 

n     autre  droite  AC  un  angle  cp,  et  for- 
mons le  triangle  rectangle  ABC. 

On  a 

BC  =  AB  sin  9  =  3  sin  ?. 
Soit  CD  perpendiculaire  sur  AB. 

On  a 

CD  =  BC  cos  9  ^  3  sin  <p  cos  <?. 

D'autre  part 

AC  =  3  cos  «p; 
donc 

AD  ==  AG  008  9  =  3  cos»  <p. 


Prenant  sur  DA  une  longueur  DE  =  i  =  -^AB, 

on  a  AE  =  3  cos*  ^  —  i. 

Élevons  maintenant  en  E  une  perpendiculaire  à  AB  et 

par  le  point  G  menons  CF  parallèle  à  AB;  alors 

EF  =  CD  =  3  sin  <p  cos  ç, 

AE  =  3  cos«  9  —  I  ; 

,.     ,  EF         .  3  sin  9  cos  9 

des  lors  -;-=r-  =  te  ar  =  -^ r- ^; 

AE  ^  3  cos«  9  —  I  ' 

EF 
or  _.  =  tgBAF: 

(l'oU  BAF  =  X. 

Nota.  —  Oat  résolu  la  même  question  :  MM.  Bûcheron,  à  Moulina  ;  Dupuy, 
à  Grenoble  ;  Élie,  collège  Stanislas  ;  Landres,  à  La  Flèche  ;  Gino  Loria,  à  Maiv 
toue,  Italie  ;  Longueville,  à  Charicville. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 

iToute.s  ces  questions  ont  été  proposées  en  i879  dans  les  examens 

de  l'Université  de  Dublin.) 

221.  Si  X,  y,  z  sont  les  côtés  d'un  carré  inscrit  dans  un 

triangle  dont  les  côtés  sont  a,  b,  c,  on  a  la  relation 

/  a     ,      b     .      c           \*          /  bc     ,     ca     ,     ab\ 
( i)    =  41 )• 

222.  Mener  par  un  point  trois  droites  de  longueurs  données, 
telles  que  leurs  extrémités  soient  les  sommets  d'un  triangle 
équilatéral. 

223.  Les  six  axes  radicaux  des  quatre  cercles  tangents 
aux  côtés  d'un  triangle  pris  deux  à  deux  sont  les  bissec- 
trices des  angles  du  triangle  formé  en  joignant  les  milieux 
des  côtés. 

224.  Construire  un  triangle  rectangle  connaissant  les  côtés 
des  deux  carrés  inscrits. 
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225.  Trouver  le  plus  grand  des  triangles  inscrits  dans  un 
cercle  donné  pour  lesquels  la  différence  de  deux  angles  est 
constante. 


RECHERCHE  DES  FACTEURS  COMMENSURABLES 

DS  DEGRÉ  QUELG029QUE  D*UNE  ÉQUATION 


Par  M.  Q.  de  liOni^chmmpBj  professeur  de  mathématiques  spéciales 

au  Lycée  Charlemagne. 

[Suite  et  fin,  voir  page  41  et  suiv.)> 


4.  —  Nous  nous  proposons  maintenant  d'appliquer  les  idées 
précédentes  à  la  détermination  des  facteurs  commensurables 
dusecofid  degré.  On  sait  que  si  a  et  6  désignent  des  nombres 
commensurables,  positifs  ou  négatifs,  y/F,  étant  incommensu- 
rable ,  une  équation  n'admet  pas  la  racine  (a  -f-  \^  sans 
admettre  par  cela  même  la  racine  (a  —  }fb.  Dans  ces  condi- 
tions, qui  sont  très  générales,  puisqu'elles  correspondent  aux 
racines  imaginaires  a-j-|3t,  quand  a  et  p  sont  commensurables, 
ou  même  seulement  a  et  p',  Téquation  admet  des  facteurs 
commensurables  du  second  degré  qu'on  peut  se  proposer  de 
déterminer  exactement. 

Posons  y  =  X*  —  px; 

on  en  tire  successivement  : 

^*  =  y  +  PJ?, 

^  ^  ^  or»  =  (2pt/  +  p»)y  +  (i/«  +  3p*y  +  p*)jt>, 

^  =  (r  +  3p«y  +  p%  +  (3pî/«  +  4p»i/  +  P')^. 

Posons  généralement 

a;*=S*y+T*a?  (1) 

Sk  f  Tk  désignant  des  polynômes  entiers  en  y  et  p,  que  nous 
nous  proposons  de  déterminer.  De  l'égalité  (1),  on  déduit 

cc*  +  ^  =  xySk  +  {y+px)Tk) 
ou  a:*  +  1  =  yT*  -f  x{ySk  +  pT*  ); 
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par  conséquent      S*  4-  <  =  T^-  ;  (2) 

TA-hi=ySA  +  pTit  ;  (3) 

on  en  déduit         Sa  4. 2  —  pS^  +  ^  —  j/S*  =  o  (4) 

qui  lie  trois  fonctions  S  consécutives  et  permet  de  les  cal- 
culer successivement,  quand  on  a  déterminé  les  deux  premières, 
qui  sont  d'ailleurs      S,  =  i  ;  S3  =  p. 

L'égalité  (2)  prouve  de  plus  que  la  fonction  T  est  connue 
quand  on  a  calculé  la  fonction  S  d'indice  immédiatement 
supérieur.  On  peut  dire  encore,  si  l'on  préfère,  que  (b*  -  ^  est 
donné  par  la  formule 

S.  —  Nous  allons  chercher  l'expression  algébrique  de  Sjb. 
Posons,  d'après  l'observation  à  laquelle  donnent  lieu  les 
formules  (a), 

SA=p*-î  +  AÎp*-4y  +  Aîp*-6yt+  .  .  . 

le  second  membre  représentant  une  suite  nécessairement 
finie  dont  le  dernier  terme  est 

y    *     quand  k  est  pair. 


A  A      *    py      *    quand  k  est  impair. 
Il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients. 
L'égalité  (4),  qui  est  fondamentale  dans  ce  calcul,  donne 

^kf  A^  >    •    •    • 
^k-{-i    =  I  +  M+  i 
Aa -f  a  =  A/fe  +  Aa-  ^  i 
AU  2   =  A2  +  A|  +  ,  (S) 


il  suffit  d'écrire   qu     les   coefficients  de   p*  -  *!/,  p*  -  ^y", 

p*  ""  «I/*,  .  .  .  sont  nuls,  là  comme  dans  toutes  les  identités. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première,  elle  donne  succès^ 

sivement  Aj  4. ,  =  i  +  Ai  4.  ^ 

Aï  4. ,  =  I  +  Aj 


Aî  =  i+Al 
Ajoutons  et  remarquons  que,  d'après  la  troisième  égalité  («) 
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A^  =  I ,  et  ou  aura  Aj  4. ,  =  K  —  i , 

ou  si  Ton  préfère,        AJ  =  K  —  3  (6) 

Considérons  maintenant  la  seconde  des  égalités  (5),  elle 

donne        A*  ^  ,  =  Aj  -f  -*.*  _  <  +  .  .  .  +  Aj  +  A^J, 

ou,  d'après  (6)  et  en  remarquant  que  A*  =  o, 

_  (K  -  2)(K  -  3) 

^*  +  « i • 

^.  (K-4)(K-5)  ._ 

ou  encore  A*    == -^^ .  (<) 

*  1.2 

6.  —  Pour  terminer  ce  calcul  nous  nous  servirons  d'une 
identité  due  à  M.  Haton  (^)  ;  nous  devons  dire  d'ailleurs  que 
la  démonstration  de  cette  identité  est  dos  plus  élémentaires  : 
elle  s'établit  comme  dans  beaucoup  d'autres  cas  analogues: 
1«  en  vérifiant  qu'elle  est  vraie  pour  n  =  i  ;  2®  en  recou- 
uaissant  que,  si  elle  est  établie  pour  une  certaine  valeur  de 
w,  elle  subsiste  pour  la  valeur  (n  -f*  0- 

L'identité  en  question  est 
m(m  -f  i)(»i  +  2)  .  .  .  (ni  +  n)  +  (^w  +   i)(m  -|-  2)   .    .   . 
(m  4-  n  +  i)  +  .  .  .  H-  (p  —  n)(p  —  n  +  i)  .  .  .  (p  —  i)/> 
=   (P"^  ^)P  '  '  '  (P  —  n)  —  (m  +  n)  .  .  .  m(m  —  i) 

n+  2 
Se  reportant  à  la  troisième  des  égalilés  (3),  se  servant  de 
ridentité  précédente  dans  laquelle  ou  supposera 

m  =  1     n=  t    p  =  k  —  4, 
on  trouve,  par  un  calcul  identique  à  celui  que  nous  venons 
de  faire  tout  à  l'heure  et  à  deux  reprises  différentes, 

_    (A-  -  3)(A-  -  4)(/c  -  5) 
*  +  «   ~  1.2.3 

,.  (A-5)(A--6)a-7) 

et  ainsi  de  suite;  la  loi  des  coefficients  devient  évidente  et 
sa  généralisation  se  fait  sans  peine,  grâce  lit  l'identité  de 
M.  Haton,  et  l'on  peut  écrire 

*)  Nouvelles  Annales  de  mathématiques^  I87i,  p.  476. 
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S*  =p*  -  »  +  (A-  —  3)p*  -  *y  -I-  SLnJ^iLzLÈLpk-tyt 

+  "-'"*-f-'V-v'i-'...      « 

le  second  membre  est  une  suite  nécessairement  finie  reu- 
fermant  -—  termes  si  k  est  pair,  et  ■■  si  k  est  impair. 

2  2 

7.  —  Nous  ferons  remarquer,  en  terminant,  qu'on  peut 
déduire  des  calculs  précédents  une  conséquence  qui  est  peul- 
ctre  nouyelle  et  qui  ne  nous  parait  pas  sans  intérêt.  Nous 
voulons  parler  des  conditions  de  divisibilité  d*un  polynôme 
entier  de  degré  qt^lconque, 

f  (x)  =  X"*  +  Ajcc"»  -  ^  -f  .  .  .  +  A,„, 
par  un  trinôme  du  second  degré, 

a*  —  px  —  q. 

Sk  désignant  la  fonction  que  nous  avons  calculée,  la  for- 
mule X*  -  <  =  j/Sjb  _  4  +  Sfc 
donne  x"*  =  ySm  +  xSm  +  < 


x^  =  t/S,  +  a^Sj 
on  aura  donc  : 

f  i^)  =  [2/Sm  +  A|J/S,n  -  1  +  .    .    .  +  Am  -  iî/Sj,  -f-  km] 
+  x[S^  +  4  +  A,Sm  +  .   .   .  +  Am  -  jS,  +  Am  -  i]  (10) 

/'  (x)  s'annule  pour  les  deux  racines  de  Téquation 

x*  —  px  —  g  =  G 
et  pour  Cune  et  Vautre  de  ces  deux  racine^,  la  foucLioii  (x**  ■  - 
px),  ou  y,  prend  la  même  valeur  g,  par  conséquent  les  deux 
parenthèses  de  l'égalité  (10),  elles  aussi,  conservent  dans 
ces  deux  cas  la  même  valeur,  et  une  équation  du  premier 
degré  Vx  +  Q  =  o 

ne  peut  s'annuler  pour  deux  valeurs  différentes  de  x,  si  Tou 
n'a  pas  P  =  o    Q  =  o. 

Concluons  donc. 

Théorème.  —  Le  polynôme 

x«  +  AiX«»  -  4  +  . . .  +  Au, 
est  divisible  exactement  par  le  trinôme 

X*  —  px  —  q 
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quand  on  a, 


Am 


Sm   -f-  AjSin  —  i  4"  •  •  •    "t"  -^ni  —  2  S,  -}~  =  O 

ety      Sm  4-  1  -f-    AiSm  -j-    .♦.-{"  Am  —  a  S,  -f-  Am  —  1  =  0, 

les  fonctions  S  étant  données  par  la  formule 

Sk  =  pw  -  2  +  (k  —  3)  p  k  -  4  q  -f.  (^^  — 4)(k— 5)  ^^^^^  ^^^ 

.     (k-5)(k-6)(k--7)    ^,^''^^, 
H ;^373 pk  -  8  qs  ^  ,  _ 

et  satisfaisant  aussi  à  Végalité^ 

Sk  -  a  —  p  Sk  -  <  —  q  Sk  =  o, 
avec  les  conditions  initiales 

Sj  =  I  Sj  =  p. 


RECHERCHES 

SUR  LES 

COURBES  PLANES  DU  TROISIÈME  DEGRÉ 

Par  M.  «I.  Collin,  ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique, 
Professeur  de  Mathématiques. 


Nous  nous  proposons  de  trouver  un  moyen  pour  construire 
facilement  par  points  toutes  les  courbes  planes  du  troisième 
degré  qui  ont  au  moins  une  asymptote  à  distance  finie. 

Dans  ce  but»  nous  considérerons  successivement  celles 
qui  ont  un  point  singulier  et  celles  qui  en  sont  dépourvues. 
Nous  ferons  d'ailleurs  complète  abstraction  des  cas  parti- 
culiers oIl  les  équations  générales  ne  représentent  plus 
réellement  une  courbe  du  troisième  degré,  mais  simplement 
Tensemble  d'une  droite  et  d'une  conique  ou  de  trois  droites. 

Courbes  à  point  singulier. 

Rapportées  au  point  singulier,  ces  courbes  sont   repré- 
sentées par  une  équation  de  l'une  des   formes  suivantes  : 
(y  —  mx)  (y  —  m'x)  [y  —  m''x)  =  \y^  4-  Ba^y  +  Cx^  (i.).  o  Asympt.  à  l'inOni. 
(y  —  mx]^  [y  —  m'a?)  =  Xy^  +  \ixy  +  Cx'  (2.).  2  Asympt.  à  l'infini. 
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Du  reste,  dans  les  courbes  (  is  )»  parmi  les  trois  directions 
asymptotiques ,  il  peut  y  en  avoir  soit  3  réelles ,  soit 
3  imaginaires  m  et  m',  et  i  réelle  m\ 

Théorème  I.  —  Toute  courbe,  à  point  singulier,  ayant  au 
moins  une  asymptote  à  distance  finie,  peut  être  mise  sou^  la  forme 

mi-décomposée  : 

j  ^  ax  +  by à" 

(y  —  mx)  (y  —  m'x)      'y  —  m"x 
où  m  =  m,  s'il  s'agit  d^une  courbe  (21). 

Ce  n'est  qu'une  application  de  la  théorie  de  la  décompo- 
sition des  fractions  rationnelles. 

Remarque.  —  Si  m  et  m' sont  réels  et  inégaux»  on  pourra 
mettre  la  courbe  sous  la  forme  annoncée,  de  trois  manières 
différentes;  on  pourra  aussi  continuer  la  décomposition  et 
arriver  à  la  forme  la  plus  simple  : 

H — :: — rrr"  + 


y  — mx 


y  —  mx 


y  — m  X 


Théorème  lî.  —  Toute  courbe,  à  point  singulier,  ayant  au 
moins  une  asymptote  à  distancç  finie^  peut  se  construire  par 
points  à  l'aide  d'une  conique  et  d'une  droite  fixes. 

En   effet,  si   nous   supposons  cette  courbe  mise  sous  la 
forme  indiquée   par  le  théorème 
précédent,  que  nous  passions  aux 
coordonnées  polaires,  et  que  nous 
])osions 

a  cos  u>  -f-  6  sin  u> 

'"*     (sin  o)-m.cos  cousin  (o-m'.cos  (o) 

d" 


et 


Pî  = 


sino>-f»  coso) 
nous  aurons 

P  =  Pi  +  h- 
De  là  la  construction  suivante  : 

On  construira  d'abord  les  éléments  nécessaires  de  la  conique 
directrice 

(y  —  mœ)  (y  —  mx)  ^ax-j-  by, 
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qui  passe  par  l'origine  et  qui  a  pour  asymptotes  les  asym- 
ptotes de  direction  m  et  m  de  la  courbe  elle*même  ;  puis  la 
droite  asymptote  directrice  y  —  m"x  =  d".  Cela  fait,  par  le 
point  singulier  0,  on  mènera  autant  de  rayons  OR  que  Von 
voudra  ;  on  construira  leurs  points  d'intersection  respectifs 
M^  et  M,  avec  ]a  conique  et  la  droite  directrices;  Ton 
prendra  OM  =  OMi  +  OM,. 

Les  points  M  ainsi  obtenus  seront  des  points  de  la  courbe. 

Bemarque  L  —  Dans  le  cas  oii  la  conique  directrice  est 
une  ellipse,  comme  cela  a  lieu  pour  le  Polium  de  Descartes^ 
on  pourra,  si  ou  le  veut,  considérer  la  courbe  à  construire 
comme  la  projection  d'une  autre  courbe  dont  la  conique 
directrice  serait  un  cercle. 

Remarque  IL  —  Si  la  conique  directrice  est  une  hyperbole, 
la  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme  décomposée 

d  ,  d  .         d' 

y  —  mx         y  —  mx        y  —  m  x 
c.-à-d.  p  =  pi  -f  p,  -f-  p, 

et  ainsi,  le  triangle  des  asymptotes  étant  tracé,  il  suffit, 
pour  avoir  un  point  M  de  la  courbe,  de  mener  un  rayon 
quelconque  OR,  marquer  ses  points  d'intersection  respectifs 
M,,  M,,  Mj,  avec  les  asymptotes,  et  prendre 

OM  =  OM,  +  OM,  +  OM,. 

Théorème  m.  —  La  som-twrmale  en  un  point  'yi  de  la 
courbe  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  sous-normales  aux 
points  correspondants  M<  et  M,  de  la  conique  et  de  la  droit<' 
directrices. 

En  effet,  de  ^  ^=  ç^^  '\-  p,, 

on  déduit  p'  =  ^\  +  o\. 

Si  la  conique  directrice  est  une  hyperbole,  on  peut  faire 
la  même  remarque  que  ci-dessus. 

Sachant  construire  la  sous-normale,  on  sait  donc  tracer 
la  tangente. 

Cette  méthode,  non  seulement  permet  de  déterminer  gra- 
phiquement la  courbe  et  d'une  manière  très  simple;  mais 
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elle  en  rend  aussi  éyidemment  la  discussion  très  rapide  ;  elle 
en  fait  apercevoir  de  suite  la  forme. 

Le  point  où  la  courbe  rencontre  l'asymptote  directrice 
se  trouve  sur  la  tangente  en  0  à  la  conique  directrice. 

Les  tangentes  au  point  singulier  0  sont  les  rayons  vecleurs 
nuls.  Donc,  pour  les  obtenir,  on  tracera  la  symétrique  de 
Tasymptote  directrice  par  rapport  à  0,  et  l'on  déterminera  les 
points  d'intersection  N^  et  N,  de  cette  droite  avec  la  conique  ; 
les  rayons  ON^  et  ONj  seront  les  tangentes  cherchées.  Donc, 
suivant  que  cette  symétrique  rencontre  la  conique  en  deux 
points  Ni  et  N,  réels  et  distincts,  réels  et  confondus,  ou 
imaginaires,  le  point  singulier  est  un  point  double  réel,  un 
point  de  rebroussement,  ou  un  point  double  isolé. 

Cela  posé,  si  nous  convenons  d'appeler  elliptiques j  hyperbo- 
liques ou  paraboliques  les  courbes  que  nous  étudions,  suivant 
qu'elles  ont  pour  conique  directrice  une  ellipse,  une  hyper- 
bole, ou  une  parabole;  —  et  si  nous  désignons  par  DD 
Tasymptote  directrice,  SS  sa  symétrique  par  rapport  à  0, 
UT  la  tangente  en  0  à  la  conique  directrice  (C),  on  peut 
établir  la  classification  des  courbes  planes  du  troisième  degré 
il  point  singulier,  et  ayant  au  moins  une  asymptote  à  distance 
finie,  d*aprës  les  caractères  suivants  : 

Courbes  elliptiques, 

il®  SS  rencontre  (C)  en  deux 
points  distincts; 
2"  SS  rencontre  (C)  en  deux 
points  confondus; 
3®  SS  rencontre  (G)  en  deux 
points  imaginaires; 

f  1®  SS  rencontre  (C)  en  deux 

II   DD  est  narallële   àOT-  l      ^""^"^^  distincts; 

n.  vu  esi  parallèle    a  Ul  ,    l  ««  ce  renoonfrp  (CA  pti  Apwx 

alors     2   ou    o  point    dm-  <  .   .  i.     , 

-     .  ^  J      points  confondus; 

^®^*^^*  '  3«  SS  rencontre  (G)  en  doux 

points  imaginaires. 
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Courbes  hyperboliques. 


I.  DD  n'est  pas  parallèle 
à  OT;   alors   3    ou   i    point  ( 
d'inflexion. 


1<»SS  rencontre' 
(G)  en  deux 
points  réels 
et  distincts. 


(a)  Le  point  sin- 
gulière est  à 
l'extérieur 
du  triangle 
des  asym- 
ptotes. 

(P)  Le  point  0 
est  à  l'inté- 
rieur  du 
triangle  des 
asymptotes. 
(G)  en  deux 


I 


II.  DD  est  parallèle  à  OT  ; 
alors  2  ou  G  points  d'in- 
flexion. 


â®  SS  rencontre 

points  réduits  à  un  ; 
3*»  SS  rencontre  (G)  en  deux 

points  imaginaires. 

(a)  Le  point  0 
est    à    l'ex- 


il SS  rencontre 
(G)  en  deux, 


térieur  du 
triangle  des 
asymptotes. 

poWts  rée"ls](?)  ^^  f>i^*  ^ 

et  distincts.  /     ®s^^    ^''^' 

teneur    du 

triangle  des 

asymptotes. 

2«  SS  rencontre  (G)  en  deux 

points  réduits  à  un; 

3®  SS  rencontre  (G)   en  deux 

points  imaginaires. 

III.  Le  point  0  est  centre  de   gravité  du    triangle  des 
asymptotes. 

On  arrive  du  reste  très  facilement  par  l'analyse  à  celte 
même  classification. 


—  79  — 


Courbes  paraboliques. 

1*  SS  rencontre  (C)  en  deux 
points  distincts; 
I.  DD  n'est  pas  parallèle  à  1  2^  SS  rencontre  (G)  en  deux 
OT.  I  ou  3  points  d'inflexion,  j      points  confondus; 

3*^  SS  rencontre  (G)  en  deux 
points  imaginaires. 

1®  SS  rencontre  (C)  en  deux 
points  distincts. 

2*»  SS  Tencontre  (G)  en  deux 
points  imaginaires. 

Il  y  a  donc  en  tout  18  espèces  de  courbes  du  troisième  degré 
à  point  singulier  et  ayant  au  moins  une  asymptote  à  distance 
iinie. 


II.  DD  est  parallèle  à  OT.  o 
ou  z  points  d'inflexion. 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET    LEURS    APPLIGATiONS    EN    GÉOMÉTHIE, 
Par  ïf .  B.  «I.  Bo^ucl. 


[Suile,  voir  p.  35  et  suiv.) 


Pour  appliquer  immédiatement  le  théorème  que  nous 
venons  d'établir,  soit  la  forme  quadratique  binaire  (c'est-à- 
dire  a  deux  variables)  Ax'  +  ^Bxi/  -|-  Gj/*,  qui  forme  Ten- 
semble  des  termes  du  deuxième  degré  dans  Téquatiou 
générale  des  coniques. 

L'invariant  de  cette  forme  (qui  en  est  en  môme  temps  le 
discriminant,  car  nous  reconnaîtrons  plus  tard  que  les  formes 
quadratiques  n*ont  d'autre  invariant  que  leur  discriminant) 


est  le  déterminant 


A 
B 


B 
C 


=  AC  —  B«. 


Si  l'on  fait  dans  la   forme  proposée  la   substitution  li-- 
uéaire  <  ,,;,,„  on  obtiendra  une  autre  forme  qua- 
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dratique binaire  A'x'  -f-  2B'x'y  -\-  C'y'*,  dont  l'invariant  sera 
A'C  —  B'V 

Or,  d'après  le  théorème  établi  pages  39,  40  et  41,  on  aura  : 
A'C  —  B*  ==  (AC  —  B«)(a6'  -  ha)\ 

Il  en  résulte  que  le  signe  du  discriminant  (ou  invarianl) 
nouveau  est  le  même  que  celui  du  premier. 

Or,  on  sait  que  le  signe  de  la  quantité  AC  —  B*  définit  le 
genre  de  la  courbe  représentée  par  TcquaLion  générale  de 
deuxième  degré  à  deux  variables;  on  retrouve  donc  ce  ré- 
sultat, évident  à  priori  au  point  de  vue  géométrique,  que 
le  genre  d*une  conique  est  indépendant  des  axes  auxquels 
elle  est  rapportée. 

C'est  là  un  premier  exemple,  remarquable  en  raison  de  sa 
simplicité  même,  de  la  connexité  constante  qui  existe  entre 
les  propriétés  purement  algébriques  des  formes  et  les 
propriétés  géométriques  des  figures  dans  les  équations  des- 
quelles entrent  ces  formes. 

—  Soit  de  même  la  forme  quadratrique  ternaire  (c.-à-d.  à 
trois  variables)  Ax*-\-k.'y*-\-  A"z*  +  2B1/3  -|-  2B'zx  -|-  jBVy, 
qui  forme  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  dans 
l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre. 

Son  invariant  (ou  déterminant)  est  le  déterminant 

A     B"    B' 

B"    A'     B       =  AA  A"  +  2BB'B'  —  AB«  —  A'B'«  —  A'B  ' 

B'     B     A" 

si  Ton  fait  dans  la  forme  proposée  la  substituuon   linéaire 

X  =  ax'    +  %     +  cjs' 
y  =  àx   +  b'y'   4-  c'-' 

ce  qui,  au  point  de  vue  géométrique,  signifie  que  Ton  rapporle 
la  surface  dans  l'équation  de  laquelle  entre  la  forme  proposée 
à  d'autres  axes  de  coordonnées,  on  obtiendra  une  autre 
forme  quadratique  ternaire 

A,.t'«  +  k\y*  4-  A'\%^  H-  2B,y'z  +  2B,':j'x'.-)-  2B\xy\ 
dont  l'invariant  est  le  déterminant 

A,  B",  B', 

B\k\  Bi    =A,A'iA',+  3B,B,B",— A,B,«— A',BV— A'.B  ,' 

F,  B,  A  "4 


et  d>p)r^8  le  théorème  fondamenMil,  on  a  : 


Al   B  "i  B', 

B"i  A'.  B, 
B\  B.   A", 


abc 

X 

a   b'  c' 

a"  b"  c" 

A  B"  B' 
B"  A'  B 
B'  B    A' 

1,6  sigue  du  nouveau  discriminant  est  donc  le  même  que 
celui  du  premier. 

Or,  on  sait  que  ce  signe  fixe  la  variété  à  laquelle  appartient 
le  cône  représenté  par  l'équation  Ace*  +  A  y*  +  «^^^  +  2Bj/ii 
-f-  2S%x-\-  2B"ccy=  o,  variété  qui  est  d'ailleurs  intimement 
liée  à  la  nature  même  de  la  surface  représentée  par  l'équation 
générale  du  second  ordre  à  trois  variables  ;  on  retrouve  donc 
encore  ici  l'explication  purement  algébrique  d'un  fait  géomé- 
trique évident  à  priori. 

—  Reprenons  la  relation 

A'C  —  B'«  =  (AC  —  B«)(a6'  —  6a')«. 
On  sait  que,  dans  un  changement  de  coordoanéea  obliques» 
on  a 

sin  (6  —  a) 


sin  ô 


,i 


sin  ($  —  a)      ,       sin  a    .,       sin  ot' 

^^ —f<^  =T:rr-rt*  = 


sin  ô        '  sin  6  '  '  ^  sin  6 

par  suite 

-,        ,  ,         sin  ($  —  a)  sin  a  —  sin  (ô  —  a)  sin  a 

ab  —  bd  = ^^ r-r-r ' , 


ou  afr'  —  6a  = 


sm*  6 
sin  a  sin  0  cos  a  —  sin  0  cos  a  sin 

sin*  ô 


_    MJX  (ot'  -r  ft) 

sin  ô 
Or  a  —  a  est  r^ngle  0'  que  font  entre  eux  les  nouveaux 

axes;  on  a  donc 

sin*  0' 
A'C  —  B»  =  (AG  —  B») .— T-7T- , 

^  ^    sm"  6 

d'où  résulte  la  relation  remarquable 

A'C'  —  B'«  AG  —  B« 


3in*  ô' 
qui  exprime  que  la  quantité        .  , 


sin*  0 
AC  — B« 


est  indépendante  du 


choix  do^  axes  de  coordonnées,  c'esi-à-dire  conserve  M!^ 
y^Uw  constante  4«ia9  tous  les  systèmes. 

JOUUIAL  DE  MATH.  1880.  6 
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—  Si  nous  considérons  la  forme  quadratique  lemaire 
Aa?"  +  2Ba5j/  +  Cy*  -|-  ^Da;*  +  2%«  +  F«* 
obtenue  en    rétablissant  Thomogénéité  dans  le  polynôme 
général  du  deuxième  degré  à  deux  variables  au  moyen  de  la 
variable  apparente  js  =  i,  on  obtiendra  une  autre  forme 
analogue 

A'aj'«  +  2B'a;y  +  C'y'»  +  iD'xz  +  2E'yV  +  FV* 
au  moyen  de  la  substitution  linéaire 

X  =:  aœ'  +  by  -4-  cjj' 
y  =  ax  +  ^y  +  c'jï' 

et  nous  savons  qu'on  a,  en  vertu  du  théorème  fondamental  : 


A'  B'  D' 

ABD 

abc 

B'  C  E' 

S^ 

B  G  E 

X 

a'  b-  c' 

D'  E'  F' 

D  E  F 

a"b"c" 

Or  la  substitution   considérée  revient  à  un  changement 
général  de  coordonnées  planes,  si  Ton  pose 

a"  =  G,  b"  =  o,  c"  =  I,  et  si  Ton  suppose  js'  =  i. 
Dans  ce  cas,  le  déterminant  de  la  substitution  (auquel  on 
donne  aussi  le  nom  de  module  de  la  transfortnatian)  se  réduit  à 

abc 


=  (aV  —  ba)  = 


sin  6' 


sin  6 


a  h'  c' 
o  o  I 
D'où  résulte  la  relation  remarquable 

F   (AG  —  B')  +   2BDE  —  AE«  —  CD» 

sin*  0 
_    F  (MG  —  B^')  +  2B'D^E'  —  A  E'  —  CD'' 
"■  sin»  ô' 

qui  exprime  que  le  quotient  de  la  quantité  connue  en  géo- 
métrie analytique  sous  le  nom  de  A,  par  le  carré  du  sIdus 
de  l'angle  des  coordonnéôs,  a  une  valeur  indépendante  du 
choix  des  axes. 

Or,  on  sait  que  le  signe  de  la  quantité  A  fixe  la  variété  à 
laquelle  appartient  la  conique  représentée  par  l'équation 
générale  du  second  ordre;  au  point  de  vue  géométrique, 
on  sait  donc  à  priori  que  ce  signe  ne  peut  dépendre  du 
choix  des  axes  ;  mais  nous,  avons  en  même  temps  reconnu 
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algébriquement .  quelque  chose  de  plus,  à  savoir  que  non 
seulement  le  signe  de  A  ne  peut  changer,  mais  que  la  valeur 

A 

même  de      .  ,  ^    est  constante  dans  tous  les  systèmes. 
sin«  6  ^ 

—  Nous  pourrions  rappeler  ici  les  applications  de  Tim- 
portant  théorème  démontré  dans  notre  premier  article,  et 
nous  en  trouverions  de  nombreux  exemples  dans  l'étude  des 
coordonnées  trilinéaires;  mais  nous  sommes  forcés  d'abréger, 
pour  passer  en  revue  d'autres  propriétés  des  formes  qua- 
dratiques, et  nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à  engager 
les  lecteurs  à  pousser  d'eux-mêmes  plus  avant  dans  cet  ordre 
d'idées. 

—  Soit  une  forme  quadratique  à  trois  variables  décom- 
posée en  somme  de  carrés. 

F  =  (our  +  Py  +  T^)'  +  (a'aJ  +  ?'2/  +  Y'^)*  +  (*'«^  +  P"y  +  f^)* 
son  invariant  sera,  d'après  la  définition  donnée  précédem- 
ment : 

a*  4"  *  '  -4-  *  *       «P  "h  *  P  "f"  *  P         *T  "f"  *Y  +  *  Y 

ap  +  a'P'+  «T    P'  +  r  +  P"*        h  +  PY  +  PY 
n+*Y+  «Y    Pr+  PY+  PY      T'  +  r*  +  Y* 

On  voit  qu'il  est  égal  au  carré  du  déterminant 


A  = 


a 

a 


1 


P 

P'  Y 
*'     P'     T 

formé  avec  les  coefficients  des  fonctions  linéaires  entrant 

sous  les  carrés. 

—  Si  l'on  a,  dans  la  décomposition,  un  ou  plusieurs  carrés 
précédés  du  signe  — ,  on  remplacera,  dans  le  calcul  précé- 
dent, les  coefficients  des  variables  sous  ces  carrés  par  leurs 
produits  par  v —  i  ;  c'est  ainsi  que  l'invariant  de  la  forme 
F  =  (oa;  +  py  +  ^%Y  —  (a  a?  +  py  +  i%Y  +  (pHx  +  P't/  +  /j»)» 
sera  le  carré  du  déterminant 

P 

P^/- 

«  P  T 


•r:= 


Y 

yV~ 
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—  Si  la  iémo  quadratique  considérée  est  la  somme  de 
u^'^p  oarrés  dépendant  de  n  variables,  son  invariant  sen 
nul,  comme  ayant  un  certain  nombre  de  lignes  nulles. 

Soit,  par  exemple,  F  =  (ax  +  py  -f-  y»)"  +  (*  ^c.  +  PV  +  t'^)* 
son  invariant  sera,  d'après  ce  qui  précède,  le  carré  du  déter- 
minant a      p      Y 

G         G         O 

et  sera,  par  suite,  nul. 

—  D'une  manière  générale,  il  est  facile  de  voir  que  pour 
que  le  nombre  des  carrés  obtenus  en  décomposant  une  forme 
quadratique  en  somme  de  carrés,  soit  précisétnent  égal  au  nombre 
des  variables,  il  faut  et  il  suffit  que  rinvariunt  de  cette  forme 
soit  différent  de  f»éro. 

V  La  condition  est  nécessaire;  car  si  l'on  considère  n 
carrés  de  n  fonctions  linéaires  distinctes,  Finvariant  est  égal 
au  carré  du  déterminant  formé  avec  les  coefficients  des  fonc- 
tions sous  les  carrés,  et  comme  ces  fonctions  sont  supposées 
distinctes,  leur  déterminant  est  différent  de  zéro  :  il  en  est 
donc  de  même  de  son  carré; 

2*^  Elle  est  suffisante;  car  si  A  est  ^  o,  la  décomposition 

donnera  un  nombre  de  carrés  précisément  égal  au  nombre 
des  variables,  puisque,  si  l'on  pouvait  obtenir  moins  de 
carrés  que  de  variables,  il  faudrait  que  A  fût  nul,  en  vertu 
de  la  remarque  faite  plus  bauU 

—  Application  à  une  question  d'examen.  —  La  condition  pow 
qu'un  polynôme  homogène  du  deuxième  degré  à  trois  variables, 
ou,  en  d^ autres  termes,  pour  qu'une  forme  qtuidratique  ternaire 
soit  décomposable  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  est  que 
Finvariant  de  cette  forme  soit  nul. 

En  effet,  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  est  une 
somme  ou  une  différence  de  deux  carrés,  suivant  que  les 
coefficients  de  ces  facteurs  sont  réels   ou  imaginaires;  car 

on  a;      P*  +  Q«  =  (P  -J-  Q  v'"^=^)  (P  — Q>r=T) 
et  P«  —  Q«  =  (P  +  Q)  (P  —  Q). 

Or  nous  venons  de  démontrer  que  pour  qu'une   forme 
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quadratique  se  réduise  à  une  somme  d'un  nombre  de  carrés 
moindre  que  le  nombre  des  yariables,  il  faut  que  Tinyariant 
de  cette  forme  soit  nul. 

—  Bn  rendant  homog^ëne  le  polynôme  général  du  deuxième 
degré  à  deux  yariables,  on  yoit  par  conséquent  que  pour  que 
l'équation  générale  du  deuxième  degré  à  deux  yariables 
représente  deux  droites,  il  faut  qu'on  ait  : 

AE*  +  CD*  —  2BDE  +  F(B«  —  AG)  =  0, 
En  effet,  le  polynôme 

kx^  +  2Ban/  +  Cy*  +  2Dx  -|-  2Ey+  F. 
deyient  par  le  rétablissement  de  Thomogénéité  (^  =  i  )  : 
Aac*  +  2Ba5y  -f  Cy*  +  20xt  +  iEyt  +  Fr*. 
C'est  là  une  forme  quadratique  ternaire  dont  Tinyariant 
est  :  A  B  D 

B  C  E 
DE  F 
et  cet  inyariant  déyeloppé  donne  la  condition  énoncée. 

Il  résulte  également  des  mômes  considérations  que,  pour 
que  la  forme  quadratique  ternaire  entrant  dans  l'équation 
générale  des  surfaces  du  deuxième  ordre  se  décompose  en 
un  produit  de  deux  facteurs  linéaires,  il  faut  qu'on  ait 

A    B*    B' 
B'  A'    B      =  G 
B'  B     A' 

c'est-à-dire  que  les  surfaces  considérées  n'aient  pas  un 
centre  unique. 

De   la  forme   adjointe.  (Oauss.)  —  Prenons  encore  pour 
exemple  une  forme  ternaire,  c'est-à-dire  à  trois  yariables,  et 
soit  : 
/= OitOîi»  +  <»ii^ï*  +  <»M^i"  +  2ai,a?iaî,  +  2a„a?,(r,  +  2a^^^x^ 

On  aura       —  fxx  =  c^nX^  +  ^uX,  +  a^^^ 


2 

I 

2 
I 

2 


fat  =  «tiiCi  +  a^^x^  -f  a^^Xz 

fœt  =  OtiiCi  +  «ii^t  +  ^8i«» 


Appelons  Xi,  X,,  X,  ces  trois  fonctions  linéaires;  tteos 
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aurons  trois  équations  du  premier  degré  d'où  nous  pouTons 
tirer,  en  supposant  A^o,   les  valeurs  de   Xi,  o^,  a;,,  en 

fonction  de  X^,  X^,  X,.  Si  nous  reportons  ces  valeurs  dans 

F 
la  fonction  f,  elle  prendra  la  forme  -— -,  F  étant  une  fonction 

A 

homogène  et  du  deuziëme  degré  dépendant  de  X^,  X,,  X,; 

c'est  cette  fonction  qu'on   appelle  la  forme  adjointe  de  la 

forme  donnée  f.  Sa  formation  est  simple  ;  car,  en  vertu  du 

théorème  d'Euler,  on  a  : 

•^1  /  «^i  "T*  *^%  î  *^«      1      *^8  î  *^8    ^^    ^/   («^l»    *^%9    ^t) 

c.-à-d.      Xj  x^  -f"  X,ar,  -|-  -^«^3  =  f 

et  en  remplaçant  dans  cette  expression  x^^  x^^  x^  par  leurs 

F 
valeurs  en  X^,  X„  X,,  on  a  bien/*  =  -— • 

A 

—  Il  est  facile  de  voir,  et  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin 
de  le  reconnaître  lui-même,  que  cette  définition  s'applique 
sans  modifications  à  une  forme  quadratique  renfermant  un 
nombre  quelconque  de  variables.  Il  en  est  d'ailleurs  de  même 
des  considérations  qui  vont  suivre. 

—  Propriété  fondamentale  de  la  forme  adjointe,  —  Soit,  comme 
précédemment,  la  forme  f  =  a^^  ccj'  -(-  a,,  x^  +  a,,  Xi 
+  2«ii  ^1  ^%  +  20,,  x^  0?,  +  2a„  x^  x^.  Considérons  la 
forme  9  =  0/"  —  (a^iXi  -j-  x^X,  +  û?aX,)*,  oîi  X^,  X,,  X, 
sont  les  fonctions  définies  plus  haut;  nous  allons  établir 
que,  si  l'on  prend  U invariant  (fe<p,  cet  invariant  contiendrai 
en  facteur,  et  que  ce  facteur  étant  supprimé^  si  Van  égale  ce  qui 

F 

reste  à  zéro,  on  aura  la  relation  6  =  -— ,  dans  laquelle  F 

désigne  la  forme  adjointe  de  f,  et  ^  l'invariant  de  f. 
En  effet,  nous  avons  vu  qu'on  a  : 

i  «u  a?!  +  ai,  x^  -t-  a«  a?,  =  X^ 
(1)    I  a,i  Xi  +  a„  x^  +  a,,  a?,  =  X, 
(  0,1  x^  +  a,,  x^  +  a„  ir,  =  X, 
Or  posons  6  =  oîi  X^  +  ^«  ^1  +  ^«  ^t  5  1®  calcul  dont  il 
s'agit  revient  à  l'élimination  de  x^,  x^,  x^  entre  celte  der- 
nière équation  et  les  relations  (1).  Le  résultat  de  cette  élimi- 
nation s'obtiendra  en  rendant  les  équations  homogènes,  et 
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égalant  à  zéro  le  déterminant  des  coefficients  des  indéter- 
minées. Pour  cela,  multiplions  les  trois  premières  par  la 
demiëre  ;  il  yient  : 

6  («Il  x^  +  tti,  a:, +  ai,  ce,) — Xi(^iXi+x,X,  +  ^tX|)  =  o 
6  (a,i  a?i  +  ÛM  ^%  +  «t»  «•)  —X, (a?! X^  +  a:, X,  +  a?,  X,)  =  o 
0  (a,i  a?!  +  <*•!  ^«  +  ^M  ^i)  —X*  (i^i ^i  +  ^a Xi  +  ^1  S^s)  =  o 
Le  déterminant  des  coefficients  de  Xi,  x^^  x^  égalé  à  zéro 
est  le  résultat  de  l'élimination.  Or,  ce  déterminant  est  le  sui- 
vant : 

ôa^i  —  Xi"        ôOi,  —  XjX,      ôOi,  —  XjX, 

ôa,i  —  X^X,     Où,,  —  X,*         6a„  —  X,X, 


(P) 


Oa 


ai 


X1X3     Oa„  —  X,X,      ôa„  —  X,« 


=  o 


Il  est  facile  de  voir  que  ce  déterminant,  qui  n'est  autre  que 
l'invariant  de  (p,  est  décomposable  en  une  somme  de  2'  dé- 
terminants obtenus  en  prenant  les  termes  de  toutes  les  ma- 
nières possibles. 

On  a  d'abord  le  déterminant  formé  des  premiers  termes 
des  premières  colonnes 

Oa^i      Oai,      ôa^, 

6a,i      Oa„      Oa„ 

Ôa,i      ea„      Oa,, 

qui  contient  d'  en  facteur  devant  l'invariant  A  de  la  forme 

f  elle-même. 

On  a  ensuite  le  déterminant  formé  avec  les  seconds  termes 
de  la  première  colonne  et  les  premiers  termes  des  autres 

X^*        6ai,     6ai, 
XjX,     6a„     6a,, 
XjX,     Oa„     Sa,, 
lequel  contient  9'  en  facteur. 

Il  y  a  deux  autres  déterminants  analogues  à  celui-là; 
quant  aux  quatre  autres,  ils  sont  nuls»  comme  contenant 
chacun  deux  colonnes  identiques. 

En  effet,  prenons  par  exemple  le  déterminant  formé  par  les 
seconds  termes  des  deux  premières  colonnes  et  les  pre- 
miers de  la  troisième  ;  il  sera 


X.» 

x,x. 

6a„ 

XA 

X.' 

9o„ 

x,x. 

x,x. 

ea„ 

=  x,x. 


Xt 

Xi 

to„ 

X. 

X, 

eo„ 

X. 

X, 

6a„ 

=  o. 
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L'é^ation  (P)  =  o  se  réduit  donc  à  la  suiYanie  : 

F 
0»(6A  —  F)  =  o         d'oïl  6  =  — .        C.  q.  f.  d. 

(A  suivre.) 


NOTE  SUR  LES  FONCTIONS  TRIGONOMÉTRIQUES 

Par  H.  !■•  lauréat,  répétiteur  à  i'Ëcole  Polytechnique. 


.  Il  est  souvent  difficile  en  analyse  de  s'affranchir  des 
considérations  géométriques  ;  au  point  de  vue  philosophicpie 
il  7  a  un  yice  de  forme  :  on  congoit  en  e£Pet  que  les  vérités 
de  l'algèbre  soient  indépendantes  des  propriétés  de  l'éten- 
due. 

La  trigonométrie,  telle  qu'on  l'enseigne,  et  telle  qu'elle 
doit  être  enseignée  (car  on  ne  doit  jamais  cacher  les  mé- 
thodes d'invention),  a  l'inconvénient  de  reposer  sur  tous  les 
postulata  de  la  géométrie,  et  en  particulier  sur  le  postulatum 
d'Euclide.  Il  est  facile  de  refaire  la  trigonométrie  à  un 
point  de  vue  purement  algébrique  et  de  l'affranchir  de  toute 
considération  géométrique  ;  c'est  ce  que  nous  allons  faire. 

l"*  De  Vexp^eniielle,  —  Nous  poserons 

«•  =  I  +  —   +  -^  +  ^      ^  +  .  .  .  ^ (1) 

I      '1.2*1.2.3  i.2.3...n^' 

la  fonction  e'  sera  alors  finie  et  continue  pour  toutes  les 
valeurs  finies,  réelles  ou  imaginaires,  de  x.  On  aura  d'ail- 
leurs 

ey=i  +-^  +  -^+  .   .  . Ç (2) 

I  1.2  1.2.3. ..n        ^' 

en  multipliant  les  fôi^tûtiles  (1)  et  (S)  membre  à  membre  on  a  : 

e*ey  =  i  4 IL-JL  .  .  . 

I 

..  +  (-£L_-,. ?^ ^JL +  ...)+... 

\  i.2..in  1.2...  (n —  i)     I  / 
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ce  ~4~  ty 
ou  bien  eP'&f  =  i  H -L-^  .  .  . 

'     1.2.3. ..n  L  I 

ou  enfin 

e«ey  =  I  -^ -^-^+  ... — ^^ — -^t^^ h  ...  =e^+y 

I  i.2.3...n 

Ainsi  se  trouve  établie  la  propriété  fondamentale  de 
l'exponentielle,  et  au  besoin  sa  continuité  ;  car  si  y  est 
trës petit,  ev  est  voisin  de  l'unité,  et  c*+y  =e^  ev  est  très 
voisin  de  e^ .  Les  autres  propriétés  de  Texponentielle  se 
déduisent  de  là. 

2^  Sinus  et  cosinus.  —  On  posera  comme  définition  : 

e  ^        +c        ^                    e^          — c       ^       (3) 
cosaî  = ■ sin£C=; f=== 

2  2   /ITT 

OU  ce  qui  revient  au  même 

C08  X  =   l 1 = ...  (4) 

1.2'-'*^" 

X* 

sin  a;  =  0? ^  ^     3   +  : — :: — i — : — z  —  •  •  •   (*) 

et  on  en  conclura  d'ailleurs 


I  . 

2 

.  3 

•4 
2» 

. . . 

+ 

iirs 

I  . 

2  . 

.  3  . 

4  • 

5 

e*^     ^  i=  cos  03+^  —  I  sin  ce  (6) 

3®  Formules  d'addition.  —  Si  dans  les  formules 

sin  {x±y)  =  sin  x  cos  1/  ±  cos  x  sin  y        (7) 
cos  (x±y)  =  cos  a;  cos  y  =p  sin  a?  sin  y        (8) 
on  remplace  sin  {x  ±  y),  cos  (x  ±  y)y  sin  x,  sin  y,  cos  x, 
cos  y  par  leurs  valeurs  tirées   de   (3),  on  constate  qu'elles 
86  réduisent  à  des  identités,   ces  formules  (7)  et  (8)  sont 
donc  exactes. 

4®  Autres  formules  fondamentales.  —  Les  formules  (4)  et  (S) 

sin  X 
donnent  sin  0=0,  Lim =  i  pour  x  =  o  et  cos  o 

X 

=  I ,  sin  ( —  x)  =  —  sin  x  et  cos  ( —  a;)  =  -j-  cos  x  ;  si 
donc  on  fait  x  =zy  dans  la  formule  (8)  on  a  : 

I  =  cos"  X  +  sin"  X.  (9) 
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r 

8®  Racines  réelles  de  sin  x  =  o,  œs  z.  =  o.  Soient  —  et — 

2  2 

deux  racines  de  cos  x  =  o  comprises  entre  i  et  2  ;  s'il  peut 
en  exister  plus  d'une,  il  y  aura  nécessairement  entre  ces 
limites  un  nombre  fini  de  racines;  sans  quoi  il  y  aurait 
des  racines  de  cos  x  =0  infiniment  voisines  l'une  de  l'autre. 

r 

Supposons  donc —  très  petit  ;  d'après  la  formule  (1) 

2  2 


on 


_ )  =  o  et sera  racine  de  smx 

22/  2 

=  o  ;  appelons  cette  quantité  a  :  en  vertu  de  (7),  si  Ton  fait 

X  =  oLj  y  =  OL,  on  aura  sin  2a  =  o,  on  aurait  de  même  sin  3a 

=  o  .  .  .  or  ceci  est  absurde;  car 

sin  a;  =  0?  (  I 5-  H 5 r •   •    •    ) 

\  1.2.3  1.2.3.4.5  / 

or  la  quantité  entre  parenthèses  ne  s'annule  pas  pour  des 

valeurs  de  x  moindres  que  l'unité,  car  pour  ac  <  i  la  série 

X*  x^  x^ 


•  •  • 


1.2.3  I .2.3.4.5  I .2. . . .7 

est  moindre  que  -^;  sin  x  ne  saurait  donc  l'annuler  pour  de 

o 

très  petites  valeurs  a,  2  a,  .   .   ,  de  x;  donc  enfin  cos  x  n'a 

qu'un  nombre  limité  de  racines  comprises   entre  i    et  2; 

—  sera  la  plus  petite  de  toutes  ;  on  voit  aussi  que  la  diffé- 
2 

rence  de  deux  racines  est  au  moins  égale  à  un. 

6®  Périodicité,  suite  de  la  recherche  des  racines.  —  Les  for- 
mules (7),  (8)  donnent  : 

sin(  X -{■• — j  =  cos  Xf  cos  l  ac -j j= — sinaî(lO) 

sin  (  (T  -}-  TT  )  =  —  sin  05,  cos  (  x  -f.  ir  )  = —  cos  x  (11) 
sin  (ce  -j-  27r  )  =  sin  x  cos  (  a?  +  21:  )    =  cos  a;  (12) 

Donc  sin  x  et  cos  x  ont  pour  période  2w.  Les  formules 
(11)  montrent  que  sin  x  s'annule  pour  a;  =  o,  db  it,  ±:  21c,  etc.i 

et  cos  X  pour  x  =  ±  — ,  db ,  dz  — ,  elc  ; 
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sin  x  =  Oy  cos  x  =  o  n'ont  pas  d'autres  racines,  car  si 
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cos  =  o  ayait  une  racine  comprise  entre  —  et  iz,  à  sayoir 

— ,  w et seraient  racines  de  sin  a:  =  o  ;  or 

2  2  2  2 

Tune  de  ces  différences  est  au  plus  égale  à  i,  puisque 
—  <  2,  et  nous  avons  vu  que  sin  x  n'a  pas  de  racines 

2 

entre  o  et  i.  

7"  Racines  imaginaires.  —  ^®  +  ^  v         ^^^  ^^^^  ^  ^  ^^^^  ^ 

-[-  }/ —  I  sin  y),  donc  c*  =  o  n'a  pas  de  racines  finies,  car 
cos  y  et  sin  y  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois  en  vertu 
de  (9).  Pour  que  cos  a;  =  o,  il  faut  que  en  vertu  de  (3) 
on  ait 

e  +e  =oouc  -[-i=:o 

ou  en  remplaçant  z  par  x  -^y  v  —  i 

la?  v'—  ^  —  *y 
e  =  —  1 

ou  enfin       cos  2x-  +  v^  —  i  sin  2X  z=i  —  e^* 

Cette  équation  exige  que  sin  2x  =  o  ;  donc  cos  20;  =  d:  i 

=  —  e^;  donc  y  =  o,  donc  s  ne  saurait  être  imaginaire  si 

cos  X  =  o;  on  verrait  de  même  que  sin  o;  =  o  n'a  pas  de 

racines  imaginaires. 

8®  Variations  de  sin  x  et  cos  x.  —  Si  Ton  suppose  y  très 
petite  les  formules  (7),  (8)  montrent  que  sin  x  croit  ou  décroit 
suivant  que  cos  x  est  positif  ou  négatif;  en  effet  la  formule 
(7)  peut  s'écrire 

sin  (jc  -|-  y)  =  sin  x  {i  —  -^— . . .)  +cos  x  (y ^— r-. ..) 

2  1  •  2  •  0 

le  terme  qui  donne  son  signe  à  la  partie  qui  dépend  de  y, 
c'est-à-dire  à  l'accroissement  de  sin  x,  est  y  cos  x  ;  donc, 
etc. . .  On  verrait  de  même  que  cos  x  croit  ou  décroît  sui- 
vant que  sin  x  est  négatif  ou  positif;  donc,  etc. 

9®  Calcul  de  w. —  —est  compris  entre  i  et  2  d'après  ce  que 

l'on  a  vu  ;  en  substituant  entre  i  et  2  des  moyens,  on  con- 
çoit que  l'étude  des  signes  que  prendra  cos  x  permettra  de 

resserrer  les  limites  entre  lesquelles  reste  compris  — . 
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10^  CoTiclusion.  —  Toutes  les  formules  de  la  trigonométrie 
analytique  se  déduisent  des  propriétés  que  nous  Tenons 
d'établir;  ces  propriétés  sont  donc  indépendantes  du  postula- 
tum  d'Euclide  et  même  de  toute  notion  sur  les  propriétés 
de  la  ligne  droite.  Une  construction  de  tables  de  sinus  et  de 

cosinus  conduira  d'ailleurs  au  calcul  de  —  dont  le  sinus 

2 

est  I.  La  théorie  que  nous  venons  de  faire  était  utile  pour 
la  perfection  même  de  la  science;  malheureusement  elle  ne 
dispense  pas  de  refaire  la  théorie  géométrique  du  sinus  et 
du  cosinus  :  car  il  reste  à  calculer  les  lignes  qui  sont  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  du  cercle,  ce  que  l'on  ne 
peut  faire  qu'en  démontrant  que  les  propriétés  de  ces  lignes 
sont  précisément  celles  du  sinus  et  du  cosinus. 


SUR  LA  SOMME 

DKS  PUISSANCES  SEMBLABLES  DES  71  PREMIERS  NOMBRES 

Par  M.   de  lioagehamps 


M.  .G.  Dostor  a  donné  récemment  dans  ce  journal  une 
méthode  élémentaire  pour  calculer  la  somme  des  carrés, 
des  cubes, des  n  premiers  nombres.  Le  pro- 
cédé employé  par  ce  géomètre  est  certainement  ingénieux  ; 
mais,    peut-être,   peut-on   lui  reprocher    d'exiger  pour    le 

calcul  des  quantités  S^,  S,, un  artifice    qui 

varie  avec  chacune  d'elles.  On  peut,  comme  nous  allons 
le  montrer  ici,  et  comme  nous  l'enseignons  depuis  plu- 
sieurs années,  lier  par  une  relation  simple  la  somme  des 
puissances  p  des  n  premiers  nombres,  somme  que  'nous 

représenterons  par  S  n  aux  quantités  de  même  espèce^  mais 
qu'on  pourrait  nommer  d'ordre  inférieur;  nous  entendons 
par  là  les  fonctions 

ou  encore  SJ  "  \  1^  "*  * 
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Nous  montrerons   ensuite  comment  de  cette  relation  on 

peut  déduire  de  proche  en    proche  Sj^,  S^ 

comme  on  le  fait  dans  les  cours  de  mathématiques  spé- 
ciales, lorsqu'on  a  établi  la  formule  qui  donne  la  somme 
des  puissances  p  des  termes  d'une  progression  arithmé- 
tique en  fonction  des  quantités  de  même  espèce  mais 
d'ordre  inférieur.  Cette  dernière  formule  exige,  comme 
l'on  sait,  la  connaissance  du  binôme  de  Newton;  la  mé- 
thode que  nous  allons  donner  est  au  contraire  intuitive  ; 
elle  n'a  d'autre  base  que  l'éyidence  même. 

1.  —  Disposons  dans  un  carré  dont  les  côtés  ont  été  par- 
tagés en  n  parties  égales,  et  comme  nous  l'avons  fait  ail- 
leurs (*),  les  nombres, 

i^  f  2' 

Ce  qui  donne  le  tableau  suivant: 


np 


IP      2P 


3p 


IP     2P     3p 


nP 


IV      2P 


nP 


nP 


B 


La  somme  totale  des  nombres  renfermés  dans  ce  tableau 
est  évidemment:  n  S^.  Comptons  maintenant  ces  mêmes 
nombres  -en  suivant  l'ordre  indiqué  par  le  trait  ABC;  la  co- 
lonne kB  donne  n  .  rtP  =  np  +  i,  puis  dans  la  ligne  BC  on 
trouve  encore: 

tP    +  2P    +   .    .    .  +  (n— l)P    =  SPn  — I. 

La  tranche  brisée  ABC  renferme  donc  finalement  nP  +  < 
+  SjJ  _  ^  ;  appliquant  cette  remacque  aux  tranches  brisées 
successives,  jusqu'à  la  dernière  qui  est  formée  par  iP  ,  qu'on 
peut  écrire  ii>  +  »,  on  a  Yidentité: 

(A)     nsî:  =  sp+    +SS_,4-S{;.,+  ...  +  Sf; 

c'est  la  relation  annoncée. 
2.  —  Nous  allons  maintenant  montrer  comment  de  cette 


(*]  Mémoire  sur  les  nombres  de  Berocullli  Unnales  de  VécoU  normale 
supérieure,  4879), 
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relation  on   peut  tirer    successivement Sj^,  S^,....;  dans 
ce  but  nous  démontrerons  d'abord  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  sommt  S^  ,  est  une  fonction  entière  et  de 
degré  (^  '\'  i),en  n;  mais  ne  renfermant  pas  de  constante. 

On  sait  que  Sj[    =  — ^ — ■ — ^  = 1 . 

2  2  2 

Ce  qui  vérifie  la  proposition  pour  p  =  i .  Nous  allons,  con- 
formément au  procédé  connu,  supposer  que  cette  loi  est 
vraie  pour  les  quantités 

Sn    ,  Sn  *,   .    .     .       SJ, 

et  nous  ferons  voir  qu'elle  subsiste  pour  la  fonction  supé- 
rieure ss  -^  ^ 

Posons  donc  SJ  =  AnP  -f  i  -|-  BnP  -|-  .   .   .  -|-  Kn, 
on  en  tire  SJ  _  ^    =  A(n— i)p+  i-|-B(n-i)P  ...  +K(n— i) 


Sf=A.iP  +  i  +  B.ii'  +  .   .   .  +K.i; 
d'oh 

SJ  +  S?...+  SS  =  ASj;  =p  1  +  BSS...+  KSi. 
D'autre  part,  la  formule  (A)  peut  s'écrire  : 

(n+  i)S5  =  Sî;+  1  +LSS+.   .   .  +8?. 
Par  conséquent 

(B)  (i+A)SS+i  =  (n+i  -b)sî;-gsî;-i+.  .  . 

—  KS„. 

3.  —  De  cette  identité  on  peut  déduire  plusieurs  consé- 
quences; et  d'abord  le  théorème  énoncé  plus  haut:  car  celle 
expression  de  SJ  "^  S  et  l'hypothèse  qu'oix  a  faite  sur  les 
fonctions  S  S»  S  J...  S  7  ,  prouvent  que  SJ"*"^  est  bien  : 
1®  une  fonction  entière  de  n;  2®  une  fonction  de  degré  (p  -f-  2); 
3°  qu'elle  est  dépourvue  de  constante.  On  peut  aussi  en 
déduire  le  théorème  suivant. 

'  Théorème.  — Dans  le  développement  de  S  J,  suivant  les  puis- 
sances de  n,  le  coefficient  de  n**  "^  \  est  égal  à . 

P  +  ï 
La  loi  est  vraie  pour  S  ^  ;  posons 

Sp  —  A  P  +  ^  j. 
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on  suppose,  A  = ; — 

p  -f  I 

f 

il  faut  démontrer  que  A'  = 


p  +  2  ' 
Or  ridentité  (B)  donne,  en  égalant  les  coefficients  de  nP  +  2, 

A'  = ^L^  d'oïl  A'  =         ' 


I  +  A  p  +  2  ' 

4.  —  Nous  chercherons  encore  à  déterminer  le  second  coef- 
ficient du  déyeloppement,  celui  de  np. 

Théorôme.  —  Dans  le  développement  de  SqP,  le  tecond 
coefficient,  celui  de  nP,  est  toujours  égal  à  — . 
L'identité  (B)  peut  s'écrire 

f'^)  |^s;  +  .    =(.+  ,-B)(-^+B ;  +  ..,.) 

""■  ^'^n  —   ••••   ^"^  J\.Of|« 

en  égalant  les  coefficients  de  np+  >, 

p  +  I  '     p  +  I 

,.     ^  T>'  Bp    +     I 

d  ou,  B  =  — ^^-r . 

p+  2 

Si  B  =  —       on  a    B'  =  — . 
2  2 

Or  dans  S|  B  =  —  ;  donc  la  loi  est  générale. 

2 

5.  —  La  détermination  des  coefficients  suivants  ne  peut  se 
faire  que  par  des  considérations  que  nous  ayons  déve- 
loppées dans  le  mémoire  cité,  mais  qui  sortiraient  du  cadre 
élémentaire  de  cette  note.  Nous  donnerons  seulement  en 
terminant  le  calcul  des  premières  formules  Sn*,  Sn*. 

La  relation  (C),  si  Ton  y  fait  p  =  i,  donne  : 

J-   S>   =(n+  i L.)  s^ 

OU,  3SÎ  =  (2n  +  i)  SJ 

ou, 

o  n{n  +  1)  (2n  +  i)    _    n«  n*      ,      n 

25,  =  7 —5 — I — :: 1"  "T"- 


n 


—  «6  — 

L'hypothèse  p  =  2  donne  : 

4-  S>   =(n  +  i i-V" F-  SS 

3  n  \"  2/*»  6» 

et  par  des  réductions  évidentes 

et  ainsi  de  suite.  Nous  croyons,  en  résumé,  avoir  résolu 
par  une  méthode  simple  et  élémenlair-ç  le  problème  qui 
consiste    à  calculer    de   proche    en   proche    les  quantités 

Sut  S„. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


HathAmatlquas  spéciales. 

[Toutes  ces  questions  ont  été  proposées  en  1879  dans  les  examenfl 

de  l'Université  de  Dublin.) 

226.  Si  Ton  a  la  relation 

(/Ï)T  +  (S'w)—  +  (*»*)T  =  o, 
les  coniques  fyz  +  gzx  +  hxy  =  o 

vte  +  V  my  -f-  y/xz  =  o 
spnt  tangentes.  Déterminer  leur  point  de  contact. 

227.  Trouver  les  racines  communes  aux  équations  du 

svstème 

(p  -  yY  {X  -  a)»  =  (y  -  a)»  {x  -  p)»  =  (a  -  P)«  (o:  -  y)*. 

228.  Lieu  du  centre  d'un  triangle  équilatécal  dont  las 
côtés  passent  par  trois  points  donnés. 


Le  RédacteuMiérant, 
J.  KOEHLER. 


■  ■  ■  I     ■    Il  II 

UPmiKIUI  CBIIXIAUI  lOM  CUHIHS  ilB  JIB.  —  A.  CJUS  IT  G^ 
ftOI  MSA^RI>  M*  A  FAUS.  —  SII-0. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

ET  DS  LEURS  PROPRliTtS 

ParM.liavBoy,  maître  répétiteur  aa  Lyoée  Louis-le^rand. 

[Suite ,  voir  p.  49  et  suiv.) 


XI.  Théorème.  —  Le  cercle  qui  passe  pcar  les  deux  foyers 
et  par  le  point  de  rencontre  d'une  tangente  à  Cellipse  et  d'une 
parallèle  au  grand  aoce  menée  par  Fune  des  extrémités  du  petit 
a  pour  tangente  en  ce  dernier  point  la  tangente  considérée  de  l'ellipse. 

Soit  (fig.  6)  p  Tangle  que  fait  la  tangente  au  point  M  avec 
Taxe  focal  de  la  courbe  ;  on  a 

PF  =  NN'  cos  p 

MF  +  MF'  2a 

NN'  =  NM  +  MN'  = '  — 


or 


sina 


sin  a 


Fig,  6, 


et  comme 


PF  = 


2œ 


il  en  résulte  que  c  cos  p  =  a  sin  a  (*) 

Ceci  posé,  soit  (fig.  7)  T  le  point  ou  la  tangente  en  un 
point  M  d'une  ellipse  rencontre  le  grand  axe,  OM  le  demi- 


JOUEIIAL  OB  MATH.  1880. 
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diamètre  du  point  M  ;  le  triangle  OMT  donne 

OM    _    sinp 

OT    ""    sin  Y 
Y  étant  toujours  l'angle  OMT;  d'où 

OT  sin  p  =  OM  sin  y 
et  comme  (VÎI)         OM  sin  y  =  a  cos  a 

OT  sin  p  =  a  cos  a 


(^} 


Fiff.  7. 

En  additionnant  membre  à  membre  les  égalités  (1)  et  {^). 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  il  vient 

ÔT*  sin*  p  +  c»  cos"  p  =  a« 
ou  en  remplaçant  cos"  p  par  i  —  sin*  p 

(ÔT*  —  c*)  sin*  p  =  a*  —  c*  =  6* 

ou  enfin  (OT  —  c)  (OT  +  c)  =    .  ' 

'  sm*  p 

Soit  BTi  parallèle  à  MT  et  BK  parallèle  au  grand  axe,  il  est 

facile  de  voir  que  TK  =  BT-  =  — r— 7- 

^  *        sin  p 


et  par  suite  "TK*  =  TP  X  TF 

ce  qui  donne  le  théorème  énoncé. 

Bemarque.  —  A  l'autre  extrémité  B'  correspond  un  second 
point  E'  et  partant  un  second  cercle  tangent  en  E'  à  MT. 

XII.  Théorème  —  La  puissance  du  point  T  (fig.  7)  par 
rapport  au  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  OT^  pour 
rayon^  est  constante  et  égale  au  carré  du  demi-grand  aœCf  quel 
que  soit  le  point  M. 
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On  vient  de  voir  (XI)  que 


sin*p 
ou  en  remplaçant  c*  par  a*  —  6* 

OT»  =  a»  —  6»  +      .^'      ==  a»  +  6«  cotg«fl; 

sin*  p  '  ^  ^^ 

d'où  Ton  déduit 

(OT  —  6  cotg  p)  (OT  +  6  cotg  p)  =  o«  ; 
d'après  la  figure  OTi  =  6cotgp 

donc  (OT  —  OTi)  (OT  +  OTJ  =  o«.        c.  q.  f.  d. 

XIII.  Théorème.  —  La  droite  qui  joint  un  foyer  d'une 
ellipse  au  point  où  une  tangente  rencontre  le  petit  axe^  est  égale 
à  la  portion  comprise  entre  les  deux  axes  de  la  parallèle  à  cette 
tangente  menée  par  une  extrémité  du  grand  axe. 

Le  triangle  OMT'  (fig.  7)  donne 

or  OM 

sin  Y  cos  p  ' 

d'où  OT'  cos  p  =  OM  sin  Y  =  «  cos  a 

et  comme  (XI)  c  cos  p  =  a  sin  a, 

il  vient  en  ajoutant  les  deux  dernières  expressions  après 
les  avoir  élevées  au  carré, 

ÔT*  +  c«  =        ""' 


cos'  p 
Soit  AT'i  une  parallèle  à  MT,  il  est  évident  que 

*         cos  p  ' 

déplus  FT*  =  OF  +  or*  =  c«  +1)T^; 

donc  FT'  =  AT'i 

Remarque.  —  De  ce  théorème  résulte  une  construction  de 
la  tangente  parallèlement  à  une  direction  donnée  ;  par  le  som- 
met A  on  mènera  kT\  parallèle  à  cette  direction,  on  prendra 
FT'  =  AT\  et  par  le  point  T'  on  mènera  une  nouvelle 
parallèle  à  la  direction  donnée. 

XIV.  Théorème.  —  La  puissance  du  point  T  (fig.  7)  par 
rapport  au  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  OT'^  pour 
rayon  est  constante  et  égale  au  carré  du  demi-^tit  axe. 
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On  a,  d'après  le  théorème  précédent 

ÔT'  =  — ^ c« 

cos*  p 

ou,  comme  c*  =  a*  —  6", 

ÔT*  =  — 4-s a*  +  6*  =  6*  +  a»  tg«  p 

cos«  p 

et  comme,  d'après  la  figure, 

0T\  =  a  tg  p 
OD  en  conclut 

(Or  —  0T\)  (Or  -f  OT'i)  =  6*.        c.  q.  f.  d. 

XV.  Théorèmd.  —  Le  lieu  du  sommet  d*un  angle  droit  cir- 
œnscrit  à  une  ellipse  est  un  cercle, 

Soient  OQ  et  OQ'  les  distances  du  centre  à  deux  tangentes 

rectangulaires,  on  a  (XI) 

c  cos  û 

sm  a  = ; 

a 

,,  .  '  1/  c'  cos*  g 

dou  cos  a  =   y    I ; , 

»  a' 

et  par  suite 

nn                           1/           c«  cos«p 
OQ  =  a  cos  0,=  a  y  1 — — 

p  étant  l'angle  de  la  tangente  correspondante  avec  le  grand 
axe  ;  l'angle  de  l'autre  tangente  avec  la  même  direction  sera 
complémentaire  du  premier  et  l'on  aura 


^^,           \f          C  sin*  g 
OQ=a  1^1 JP-; 


d'oii,  en  additionnant  après  avoir  élevé  au  carré 

ÔQ»  4.  ÔQ^*  =  a*  +  6« 
M  étant  le  point  considéré  du  lieu,  on  peut  voir  sans  figure 

que  OM*  =  OQ*  +  ÔQ*  ==  a*  +  6« 

et  que  par  suite  le  lieu  cherché  est  un  cercle  concentrique  à 

l'ellipse  et  de  rayon  yja}  -j-  6*. 

XYI.  — Minimum  de  la  portion  d*une  tangente  comprise  entre 
les  axes. 
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On  a  obtenu  (XII  et  XIV)  et  en  se  reportant  à  la  figure  8 

ÔT*  =  a«  -h  &•  cotg»  p 

OT"*  =&«+«'  tg*  P 
et  en  ajoutant 

OT*  +  OT*  ==  a»  +  6«  +  fr»  cotg*  p  -f_a«  tg«  p. 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  représente  TT*   et   le 

second  sera  minimum  en  même  temps  que  la  somme 

b*  cotg*  P  +  a«  tg*  p; 

or  le  produit  6*  cotg*  p  X  a'  tg*  p 

est  constant  et  égal   à  a*6*  ;  donc  le   minimum  aura  lieu 

lorsque  o"  tg'  p  =  6»  cotg*  p 

ou  lorsque  tg*  p  =  — p, 

et  comme  tg  p  est  une   quantité  réelle,  on  devra  prendre 

tg»p=— ,cotg«  P=-~. 

Alors  la  valeur  de  TT"  sera 

a«  -f-  6*  4-  o6  4-  a6  =  (a  +  6)« 
d'où  TT'  =  a+6. 

Jiemarque,  —  De  cette  valeur  de  tg'  p,  on  déduit 

sin'p    __    cos*  p  __        I 

6  a  a  -f-  '^  ' 

d'où  pour  la  distance  du   centre  à  cette  tangente  minima, 

en  vertu  de  (XV),  ____^__^ 

XVII.  Théorème.  —  Le  carré  construit  sur  une  tangente 
est  équivalent  à  la  somme  des  carrés  construits  sur  les  paral- 
lèles à  cette  tangente  menées  par  les  extrémités  des  axes^  ces 
trois  droites  étant  limitées  aux  axes. 

En  effet,  de  ce  que  (XI  et  XIII) 

ÔT»-C«=— r^ 

sin*  p 

cos"P 
il  vient,  par  addition 

OT*  +  ôr*  =  — ^  H r^V— 

^  cos*p     '       sin« 


—  lOî  — 

or,  d'après  la  figure  8,  on  voit  facilement  que  cette  expres- 
sion n'est  autre  que  la  suivante 

TT* = rf  4*  +  BTT^ 

qui  donne  l'énoncé. 

Remarqw.  —  Soient  OQ'  perpendiculaire  à  AT^  (fig.  7J, 
OQ'  perpendiculaire  à  BT<  on  a,  d'après  la  figure 

OQ'  =  a  sin  p 

OQ*  ==  6  cos  p, 

d'oïl      OQ*  +  OQ "*  =  a*  sin«p  +  6«  cos«p  =  a^  —  e*  cos*P; 
or  (XV)  OQ  désignant  la  distance  du  centre  à  la  tangente 

TT',  on  a  "[ÔQ*  =  a*  —  c'^  cos»  6; 

donc  OQ*  =  Ôg*  +  Ô^* 

2®  Propriétés  de  la  normale. 

La  construction  graphique  de  la  normale  dans  les  diffé- 
rents cas  qui  peuvent  se  présenter  ayant  été  donnée  dans 
le  Journal  (voir  3«  année,  p.  197),  il  est  inutile  d'y  revenir. 

XYIII.  Théorème.  —  heto  étant  deux  côtés  d'un  triangle 
faisant  entre  eux  Vangle  k,  et  l  la  longueur  de  la  bissectrice 
intérieure  de  cet  angle  ^  on  a 

2  bc  cos  — 

2 


1  = 


b  +  c 


Soit  (fig.  8)  ABC  le  triangle  considéré,  AD  la  bissectrice 
intérieure  de  l'angle  A  ;  la  surface  du  triangle  a  pour  expres- 
sion d'une  part  ' 


2 


bc  sin  A 


et  d'autre  part,  en  considérant  le  triangle  comme  formé  des 
deux  triangles  partiels  ADG  et  ADB, 


-  408  — 

A  A  A 

bl  sin  cl  sin llbA-c)  sin  — 

2  2  NI/  2 

+ 


2  '  2  .  2 

en  égalant  ces  deux  expressions,  il  vient 

bc  sin  A  =  llb4-  c)  sin , 

2 

A  A 

et,  si  Ton  remplace  sin  A  par  2  sin cos ,ontrouye 

2  2 

26c  cos  

'=        6+c      • 
Remarqtie,  —  Une  méthode  analogue  conduirait  à  Texpres- 
sion  suivante  de  la  bissectrice  extérieure  : 

20c  sin 


b—  c 

XIX.  —  Longueur,  limitée  au  grand  axe,  de  la  normale  en 
un  point  éTune  ellipse. 

Si  Ton  suppose  que  le  triangle  ABC  représente  celui  des 
rayons  vecteurs  d'un  point  d'une  ellipse  dont  les  foyers 
seraient  les  points  G  et  B,  on  voit  que 

6c  =  MF  X  MF'  =  6'« 
6 .+  c  =  MF  +  MF'  =  2a 
et  si  l'on  désigne  par  N  la  longueur  définie  dans  l'énoncé, 
on  trouve  en  vertu  du  théorème  précédent  : 

__         6'"  cos  a 

N  =  — ;; — ' 

a 
et  comme  (VIII,  Remarque) 

b 

cos  a  = 


b' 

bb' 

on  a  aussi  N  =  . 

a 

XX.  Théorème.  —  La  projection  de  N  sur  les  rayons  vee- 
leurs  du  point  M  est  constante,  quel  que  soit  le  point  M. 

Si  dans  la  première  valeur  de  N  (XIX)  on  élimine  V  au 
lieu  de  cos  a,  on  obtient  N  = 

'  a  008  a 


oa 
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N  COS  a  =  - 


*1 

a 


expression  qui  montre  que  cette  projection  est  égale  à  — . 

XXI.  Théorème.  —  Leproduii  de  la  longueur  H  de  la  nor- 
male par  la  distance  du  centre  à  la  tangente  correspondante  est 
constant  et  égal  à  b'  pour  tout  point  de  Véllipse. 

Bn  effet,  OQ  désignant  la  distance  du  centre  à  une  tan- 

gentOy  on  sait  (YI,  Remarque)  que 

OQ  =  a  COS  a, 

6* 
N  X  OQ  = -_ —  X  a  COS  a  =  6*. 


d'où 


a  COS  a 


XXII.  Théorème.  —  D'un  point  pris  dans  le  plan  dune 
ellipse t  on  peut^  en  général^  mener  quatre  normales  à  la  courbe. 

Soit  (fig.  9)  M  point  d'une  ellipse  de  foyers  F  et  F  où 

aboutit  une  normale  issue  du  point 
P,  RP  une  perpendiculaire  sur  FF, 
MH  une  seconde  perpendiculaire 
sur  FF'  et  enfin  D  le  point  où  la 
normale  PM  rencontre  FF'. 

MD  étant  bissectrice  de  l'angle 
FMF',  on  a  la  suite  des  rapports 
F'D  _  FD  _  ¥D  +  FD  _  c 
MF  ■"  MF  ~  MF  +  MF  ^  a' 
d'où  l'on  tire 

MF'  =  —  FD. 

Fig.  9, 

d'écrire  la  relation 

FD*  =  MF*  +  MD*  —  2MF'  X  MD  cos  a 

et  en  y  remplaçant  MF'  par  sa  valeur  trouvée  ci-dessus  et 

6* 
^■^  P^^  "^"771^7  Ç^^)f  Oû  trouve,  après  réductions, 

6V 


De  plus,  le  triangle  MDF'  permet 


a  COS  oc 

FD*  —  2cF'D  + 


=  G. 


a*  COS*  a 

Le  point  P  étant  donné  par  sa  distance  PR,  la  normale 
PM  sera  déterminée  par  la  longueur  RD  qui  sera  l'inconnue 
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du  problème  ;  si  l'on  pose  F'R  =  ^  on  a 

FD  =  i  +  RD 
et  en  remplaçant  F'O  par  cette  valeur  dans  la  relation  pré- 
cédente, il  vient 

(i  4.  RD)«  —  2C(1+  RD)  +  _Jî£L_=  o; 
'  O*  COS'  a 

d'où  l'on  tire 

,       , 6V 

°  ^^'^  *  ~  (l  4-  RD)  [2C  —  (<  -f  RD)]  • 

Cela  étant,  les  triangles  semblables  PRD  et  MDH  donnent 

PR  MH  . 

RD   ~     DH  "' 

•ntr 

d'oli  RD  =  PR. 


MH  ' 

et  si  l'on  remarque  que,  dans  le  triangle  rectangle  MDH 

Mi*=   MD*  — MH* 


DH    _      /  MD* 

MT-vir"' 

et  si  Ton  pose  PR  =  d,  il  vient 


V    MH* 


En  se  reportant  aux  valeurs  de  MD  (XX)  et  MH  (V)  on 

•   MD  c 

trouve  que  tttt-  =  : > 

^  MH  a  sin  a  ' 


d'où  RD  =  d  \-r^, I- 

'    a"  sin'  a 

Remplaçant  dans  cette  expression  sin'  a  par  i  —  cos'  a, 

élevant  au  carré,  et  résolvant  par  rapport  à  cos"  a,  on  trouve 

facilement  cos«  a  =  ^  ' :-> 

a»(RD^  +d«) 

et  en  égalant  les  deux  valeurs  de  cos*  a  ainsi  obtenues, 
puis  ordonnant  par  rapport  à  Tinconnue  RD,  on  a  Téquaiion 
o*RD*  +  20}  (l  —  c)  RD'  +  [b\d*  +  c^)  —  aH  (2c  —  /)]  "RD* 
+  26*(i»(Z  —  c)  RD  +  b^Hl  —  cf  =  o. 
Cette  équation  est  du  quatrième  degré  ;  elle  admet  donc  en 
général  quatre  racines  ;  on  peut  donc  en   conclure   que  du 
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point  P  on  peut  mener,  en  général,  quatre  normales  à 
l'ellipse.  Il  est  évident  que  les  valeurs  /  etd,  qui  déterminent 
le  point  P,  peuvent  être  telles  que  Téquation  admette  on  des 
racines  égales  ou  des  racines  imaginaires,  auquel  cas  le 
nombre  des  normales  est  inférieur  à  quatre.      (A  suivre.) 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  li.  Ciaéromlt,  élève  à  l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 


Lorsque  deux  plans  se  coupent  et  quun  cercle  est  situé  dans 
Vun  dtcux^  V angle  formé  par  les  droites  qui  joignent  le  centre 
de  ce  cercle  aux  deux  foyers  de  Vellipse  qui  en  est  la  projec* 
tion  sur  Vautre  plan,  est  indépendant  de  Vangle  des  deux 
plans.  Il  ne  varie  qu*avec  la  distance  du  centre  du  cercle  à 
Vintersection  des  deux  plans. 

Considérons  deux  plans  AP,  AQ,  coupés  perpendiculaire- 
ment par  le  plan  du  tableau 
(fig,  i)y  et  le  centre  0  d'un 
cercle  situé  dans  le  plan  AP; 
un  diamètre  BG  de  ce  cercle  se 
confond  avec  la  ligne  de  plus 
grande  pente  passant  par  le 
point  0.  On  sait  que  la  projec- 
^^Q'  '•  tion  de  BC  est  le  petit  axe  de 

Tellipse,  et  que  le  grand  axe  est  égal  au  diamètre.  Soient 
OB  =  a,  BG  =  6,  AO  =  a  +  ^>  ©^  menons  00'  perpendicu- 
laire et  BG  parallèle  à  AQ, 
J'exprime  la  distance  00'  en  fonction  de  a,  6,  d,  à  l'aide 

des  données  suivantes  :  

Dans  le  triangle  0GB,  on  a  OG  =  v/  a«  —  b\ 

Dans  les  deux  triangles  semblables  BAD,  0GB,  on  a  la 

,  ,.  AD         BG 

relation  : 

ou  bien 


AB 

~  BO 

ÂD 
d 

_   6 
a 
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D'oîi  enfin 


AD  = 


a 


Mais  dans  le  triangle  rectangle  BAD, 


BD 


Posons  v^a*  —  6"  =  c;  la  longueur  00'  se  compose  de  OG 
et  de  O'G,  égal  lui-même  à  BD  ; 

donc  00  =  c  H =  -i — • — ^— . 

a  a 

Imaginons  le  point  0  joint  aux  deux  foyers  F,  F'  de  l'el- 
lipse ainsi  qu'au  point  0'  (fig,  2)  et  soit  x  la 
moitié  de  l'angle  cherché;  dans  le  triangle 
rectangle  OO'F',  OT'  =  c  et  nous  avons 

trouvé      00'  =  iî±^; 


a 


on  a  donc  en  simplifiant  : 

O'F  a 

tga?  = 


(i) 


Fig,  «. 


00'  a  -f  d 

Cette  valeur  de  tg  x  est  indépendante  de 
l'angle  des  deux  plans  et  ne  se  compose  que  des  facteurs 
constants  a  et  d;  par  conséquent  le  théorème  est  démontré. 

Il  y  a  lieu  de  considérer  le  cas  oh,  dans  leur  mouvement  de 
rotation,  les  deux  plans  devien- 
nent perpendiculaires  l'un  à 
l'autre  (fig.  3);  on  sait  qu'alors 
la  projection  du  cercle  est  une 
ligne  droite  égale  au  diamètre. 
Or,  toute  droite  DC  peut  être 
considérée  comme  la  limite  vers 
laquelle  tend  une  ellipse  lorsque 
ses  deux  foyers  s'écartent  res- 
pectivement jusqu'aux  extrémi- 
tés G  et  D  du  grand  axe.  Si  donc 
nous  trouvons  pour  l'angle  AOC 
la  même  valeur  que  précédemment  (1),  le  théorème  sera 
encore  vrai. 

Or  OA  =  a  +  d,  AG  =  a. 


Fig.  S. 
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Donc  isx=  — r—T, 

°  o  -|-  » 

Si  enfin  dans  la  formule  générale  tg  a?  =  —       .  on  fait 

ri  =  o,  le  cercle  sera  tangent  à  Tinlersection  des  deux  plans; 
on  aura  tg  a;  =  i 

et  2X  =  oo®. 


ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

Solution  du  problème  donné  pour  l'admission  en  1877, 

Par  M.  B.  If  allolsel»  ancien  élève  de  TÉcoIe  polytechnique. 

professeur  à  Sainte-Barbe. 


On  donne  un  triangle  ABC  rectangle  en  A;  on  considère  touUi 
les  coniques  circonscrites  à  ce  triangle  et  telles  que  les  tangentes 
en  B  e(  C  concourent  sur  la  hauteur  du  triangle.  On  demande  : 

i^  Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  normales  en  B  et  C; 

2®  Le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  ;  on  séparera  la  partie 
du  lieu  qui  correspond  aux  ellipses  et  aux  hyperboles; 

3**  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  quelconque  D.  Ce  lieu  est  hm 
conique;  la  droite  D  étant  telle  que  cette  conique  soit  une  para- 
fcote,  trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  cette  droite. 

Je  rappellerai  tout  d'abord  les  théorèmes  suivants  sur 
lesquels  je  m'appuierai  plus  loin  : 

Théorème  I.  —  Le  lieu  des  centres  des  coniques  passant 
par  quatre  points  A,  B,  G,  D,  est  une  conique  qu'on  appelle  to 
conique  des  neuf  points. 

Ces  neuf  points  sont  les  centres  M,  N,  P  des  trois  couples 

de  droites  passant  par  les  quatre  points  et  les  points  E,  F» 

G,  H,  I,  K,  milieux  dos  droites  AB,  BC,  CD,  DA,  BD,  AC. 

Les  trois  droites  EG,  HF,  IK  se  coupent  en  un  même  point 

^  0  qui  est  leur  milieu.  Ce  point  0  est  le  centre  de  la  conique. 

Cette  conique  est  une  ellipse,  si  on  ne  peut  pas  former 
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avec  les  quatre  points  un  quadrilatère  convexe.  Elle  est  une 
hyperbole  dans  le  cas  contraire,  comme  dans  la  figure  ci- 
contre.  Je  ferai  remarquer  que  l'on  peut  déterminer  faci- 
lement les  asymptotes  de  cette  hyperbole,  ainsi  qu'il  suit  : 


HF  est  un  diamètre,  donc  les  cordes  supplémentaires  HE, 
EF  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués;  il  en  est  de 
même  de  lE  et  ÈK.  Les  systèmes  de  diamètres  conjugués 
forment  un  faisceau  en  involution  dont  les  asymptotes  sont 
les  droites  doubles. 

Si  donc  je  décris  un  cercle  quelconque  passant  par  le 
point  E^  et  si  je  prolonge  les  quatre  droites  EH,  EF,  El,  EK 
jusqu'à  ce  cercle,  les 
deux  droites  RS,  TU 
se   coupent    en    un 
point  fixe  V.  En  me- 
nant  les   tangentes 
YX,  VY,  les  lignes 
EX,  EY  sont  les  di- 
rections asymptoti- 
ques.  On  obtient  les 
asymptotes  en  me- 
nant par  le  point  0  des  parallèles  à  ces  directions.  Remar- 
quons encore  que  la  ligne  ME  est  la  droite  conjuguée  de  la 
parallèle  MZ  à  AB  par  rapport  aux  deux  droites  MA  et  MB. 
Si  les  deux  points  A  et  B  viennent  à  se  confondre,  on  a  des 
coniques  tangentes  en  A  à  la  droite  AN;  le  lieu  des  centres  est 
une  hyperbole  dont  les  points  M  et  E  sont  venus  se  confondre 
en  A,  et  la  limite  de  ME,  où  la  tangente  en  A  est  la  droite 
Aa  conjuguée  de  AN  par  rapport  aux  deux  droites  AD  et  AG. 


—  HO  — 

Nota.  —  En  revenant  à  notre  première  figure,  ou  en  con- 
sidérant celle-ci,  on  voit  immédiatement  que  les  points  de 
la  branche  GF  sont  des  centres  d'ellipses»  tandis  que  les 
poinls  de  la  branche  NH  sont  des  centres  d'hyperboles.  Car 
les  points  M,  N,  P  de  la  première  figure  sont  les  centres  de 

\ 


N 


couples  de  droites  passant  par  les  quatre  points,  c'est-à-dire 
d'hyperboles.  Il  en  sera  de  même  pour  les  points  voisins  et 
par  suite  pour  toule  la  branche.  D'ailleurs,  en  prenant  un 
de  ses  points  comme  centre  et  joignant  à  trois  des  quatre 
points  donnés,  pour  avoir  leurs  symétriques,  on  a  un  hexa- 
gone non  convexe.  Le  contraire  a  lieu  pour  l'autre  branche. 

Théorème  II.  —  Le  lieu  des  pôles  (ïune  droite  fixe  par 
rapport  aux  coniques  qui  passent  par  quatre  points  y  est  une 
conique. 

Par  les  quatre  points  donnés  A,  B,  C,  D,  on  peut  mener 
trois  couples  de  droites  qui  coupent  la  droite   fixe  X  aux 
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points  N,  M,  P,  Q,  R,  S.  Je  prends  le  point  M'  conjugué  har- 
monique du  point  M  par  rapport  aux  points  A  et  D;  de  môme 
N',  P',  Q',  R',  S\  La  conique,  lieu  des  pôles,  passe  par  ces 
six  points,  ainsi  que  par  les  points  1,2,  3  de  concours  des 
trois  couples  de  droites. 

On  déduit  d'ailleurs  le  lieu  précédent  de  celui-ci,  en  sup- 
posant que  la  droite  X  s'éloigne  à  l'infini. 

Théorème  III.  —  La  podaire  d!un  point  par  rapport  a  une 
courbe  du  second  degré,  est  une  courbe  du  quatrième  degré,  ayant 
pour  point  double  ce  point. 

En  particulier,  si  ce  point  est  sur  la  courbe,  le  point 
double  devient  un  point  de  rebroussement  dont  la  tangente 
est  la  normale  à  la  conique  en  ce  point.  De  plus  si  la  conique 
est  une  hyperbole,  la  podaire  est  une  courbe  fermée  ayant  la 
forme  ci-contre,  quel  que  soit  le  point  P  pris  sur  l'hyperbole. 

Je  reviens  maintenant  à  la  question  que  je  me  suis  proposé 
de  traiter. 

1"  Partie.  —  Si  je  prends  un  point  P  sur  la  hauteur  AH 
et  que  je  joigne  BP  et  CP,  la 
conique  tangente  à  ces  deux 
droites  en  B  et  G  et  passant 
en  A  est  une  des  coniques 
de  l'énoncé;  les  deux  nor- 
males en  B  et  G  se  coupent 
au  point  M  dont  on  demande 
le  lieu  quand  P  varie  sur  la 
hauteur  AH.  Le  quadrilatère 
MCPB  est  inscriptible,  puis- 
que les  angles  en  B  et  G  sont 
droits;  PM  est  un  diamètre 
du  cercle  circonscrit  et  son 
milieu  0  est  le  centre  qui  se  trouve  aussi  sur  la  perpendicu- 
laire élevée  à  BG  en  son  milieu  I  qui  est  fixe.  Gomme  OM 
=  OP,  le  lieu  du  point  M  est  donc  la  perpendiculaire  à  BG, 
symétrique  de  la  hauteur  AH  par  rapport  au  point  I. 

2°  Partie.  —  Gonsidérons  une  conique   remplissant  les 
conditions  données  et  menons  sa  tangente  AE  en  A.  Le  point 
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E  de  rencontre  de  cette  tangente  avec  BG  a  évidemment  pour 
polaire  la  droite  AP,  c'est-à-dire  la  hauteur  du  triangle,  et 

les  quatre  points  E, 
.p  B,  H,  G  sont  conju- 

gués harmoniques. 
J'en  conclus  que  le 
faisceau  AGHBE  est 
harmonique  et, 
comme  l'angle  BAC 
est  droit,  la  droite 
AB  est  bissectrice  de 
l'angle  EAH.  La 
droite  AE  est  donc 
une  droite  fixe,  fai- 
sant avec  AB  un  an- 
gle égal  à  BAH,  quelle  que  soit  la  conique  de  l'énoncé.  On 
peut  donc  considérer  ces  coniques  comme  tangentes  en  A  à 
une  droite  fixe  AE  et  passant  par  deux  points  fixes  B  et  G. 

Nous  savons  que  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  est 
une  hyperbole  passant  par  les  points  I,  E,  6  milieux  de 

BG,  GA,  AB,  et  par 
les  points  E  et  A.  La 
tangente  en  A  est 
d'ailleurs  la  ligne 
conjuguée  de  AE  par 
rapport  aux  droites 
AB  et  AG,  c'est-à- 
dire  la  hauteur  AH 
du  triangle  ABG.  Le 
centre  de  l'hyperbole 
est  d'ailleurs  le  cen- 
tre (D  du  rectangle 
AEIH  et  les  axes  soRt  les  parallèles  aux  côtés  menées  par  le 
point  (i>. 

D'ailleurs,  la  branche  EGA  correspond  à  des  centres  d'hy- 
perboles et  la  branche  IK  à  des  centres  d'ellipses,  comme 
nous  l'avons  dit  précédemment. 
3«  Partie.  —  Considérons  une  droite  quelconque  D  fixe. 
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Cette  droite  a  un  pôle  par  rapport  à  chaque  conique  de 
renoncé. 

Le  lieu  de  ce  pôle  est  une  conique,  d'après  le  théorème  2. 
Ce  pôle  est  à  distance  finie  tant  que  la  droite  D  ne  passe  pas 
par  le  centre  de  la  conique.  Le  lieu  des  centres  des  coniques 
étant  rhyperbole  précédente,  la  droite  D  coupe  cette  hyper- 
bole en  deux  points  ;  il  y  a  donc  deux  coniques  ayant  leurs 
centres  sur  la  droite  D  et  par  suite  deax  pôles-  rejetés  à  l'in- 
fini. Le  lieu  des  pôles  est  donc  une  ellipse  si  la  droite  D  ne 
coupe  pas  l'hyperbole  lieu  des  centres  en  des  points  réels. 
C'est  une  hyperbole  si  D  coupe  le  lieu  des  centres  en  des 
points  réels. 

Enfin  le  lieu  des  centres  sera  une  parabole  si  la  droite  D 
est  tangente  à  l'hyperbole.  —  Les  différentes  positions  de  la 
droite  D  qui  correspondent  à  une  parabole  sont  donc  les  tan- 
gentes à  l'hyperbole  du  lieu  précédent. 

Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point 
A  sur  ces  droites  n'est  donc  autre  que  la  podaire  de  cette 
hyperbole  par  rapport  au  point  A. 

Ce  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  degré,  fermée,  ayant 
un  point  de  rebroussement  au  point  A.  La  tangente  en  ce 
point  est  la  normale  &  l'hyperbole,  c'est-à-dire  la  perpendi- 
culaire à  AH  ou  la  parallèle  à  BC. 


NOTE  RELATIVE  AU  THÉORÈME  DE  PAPPUS 

SUR  LE    QUADRILA.TÈRE   COMPLET 
Par  P.-A.-O.  Colombier. 


Théorème  de  Pappus.  —  Dans  un  quadrilatère 
complet  chaque  diagonale  est  divisée  harmoniquement  par  les 
points  ou  elle  est  rencontrée  par  les  autres. 

Démonstration,  — Dans  un  quadrilatère  complet,  il  y  a  trois 
diagonales.  Pour  chaque  diagonale  il  y  a  quatre  manières 
de  présenter  la  démonstration.  Chaque  manière  comporte 

JOUUUL  DB  KATB.  JS80.  ^ 
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un  certain  choix  à  faire,  ce  qui  peut  causer  quelque  em- 
barras. Voici  une  règle 
générale  et  simple,  qui 
permet  d'arriver  au  but 
sans  hésitation,  qitelle  que 
soit  la  diagonale  que  Von 
considère. 

Supposons  que  Ton  ait 
écrit,  dans  un  ordre  quel- 
conque, sur  une  même 
ligne  horizontale,  les  six 
lettres  qui  désignent  les 
six  sommets  du  quadrilatère  complet:  A,  B,  C,  D,  E,  F. 

Supposons  qu*on  demande  de  démontrer  le  théorème  pour 
une  diagonale  déterminée  :  ÂC  par  exemple.  Je  joins  aux 
deux  lettres  A  et  C  une  quelconque  des  quatre  lettres  restantes; 
soit  la  lettre  B.  Les  trois  lettres  A,  C,  B  déterminent  le 
triangle  ABC.  Des  trois  lettres  restantes  D,  E,  F,  il  y  en  a 
deux,  et  deux  seulement,  qui  déterminent  une  des  deux 
autres  diagonales.  C'est  la  diagonale  EF.  Enfin  il  reste  la 
lettre  D  qui  désigne  le  sixième  sommet  du  polygone,  c'est- 
à-dire  un  point. 

Cela  posé  j'applique  le  théorème  de  Jean  de  Géva  au 
triangle  ABC  et  avi point  D;  il  vient; 

GA         EB         FG   _ 

GG     ■  IF*  "fF""~  ^' 
J'applique  le  théorème  de  Ménélatis  au  même  triangle  ABC,  ek 
à  la  diagonale  transversale  EF.  Il  vient  : 

PA         EB         FG    _ 

PC     •    EA    •    FB   ~+  '• 
Si  Von  divise  l'avant-dernière  égalité  par  la  dernière,  on 

GA         PA 

trouve:  -tt?^  :  -zrrr-  =  —  I.  c.  q.  f.  d. 


GG 


PC 
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f         t 


PROPRIETE  DE  L'HYPERBOLE 

Par  M.  JT.  Cemessoiiy  professeur  au  Lycée  de  Bourges. 


Théorème.  —  Soient  une  hyperbole  et  ses  deux  asymptotes 
OA,  OB.  On  mène  la  tangente  CEI  perpendiculairement  à  OA. 
Du  pied  G  de  cette perpendiculairey  on  abaisse  une  perpendiculaire 
CD  sur  OB.  —  Toute  ordonnée  MP  de  la  courbe^  relative  à  CD, 
sera  vue  du  point  de  contact  E  sou,s  un  angle  constant. 

Démonstration.  —  Je 'prolonge  CE  jusqu'à  sa  rencontre  en 

I  avec  OB  et  EMjusqu'à 
ses  rencontres  respec- 
tives en  Net  en  G  avec 
OA  et  OB.  Des  points 
E,  M,  N,  et  du  point  H, 
milieu  de  EM,  j'abaisse 
les  perpendiculaires 
EF,MP,NQ,HKsurDC. 
En  vertu  d'une  pro- 
priété connue  de  l'hy- 
perbole, El  =  EC,  et 
par  suite  DF  =  FC.  De 
même  EG  =  MN,  et 
par  suite  DF  =  PQ.  Par  conséquent  FC  =  PQ,  et  le  point 
K,  milieu  de  FQ,  est  aussi  le  milieu  de  CP.  Le  point  H  est 
donc  également  distant  des  points  C  et  P;  d'autre  part,  il  est 
le  centre  d'une  circonférence  passant  par  E,  N,  C,  puisqu'il 
est  le  milieu  de  EN  et  que  l'angle  ECN  est  droit.  Donc  les 
quatre  points  E,  N,  P,  C  sont  sur  une  même  circonférence. 
Il  en  résulte  que  NEP  est  égal  à  l'angle  ACP,  qui  est  constant, 

c.  q.  f.  d. 
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NOTE  SUR  L'INTERSECTION 

DK  DEUX  SURFACES  DE  RÉVOLUTION  DU  SECOND  ORDRS  DONT  LES  AXES 

SONT  DANS  UN  MÂME  PLAN 

Par  A.  JFanln,  élève  de  Mathématiques  spéciales  à  Sainte-Barbe. 


Théorème.  —  Im  projection  de  Vintersection  de  deux  sur- 
faces de  révolution  dû  second  ordre  dont  les  axes  sont  parallèles 
sur  un  plan  parallèle  au  plan  des  axes  est  une  parabole, 

II  est  d'abord  évident  que  cette  projection  est  une  conique. 
Nous  démontrerons  le  théorème  d'abord  dans  le  cas  où 
Tune  des  surfaces  de  révolution  est  une  sphère. 
Soient  0  la  sphère  donnée,  S  la  surface  de  révolution.  Par 

^  le  point  0  je  mène 

une  droite  01  ren- 
contrant Taxe  xy  de 
la  surface  S,  et  je 
considère  la  sphère 
0  et  la  surface  S 
''•  comme  des  surfaces 
de  révolution  dont 
les  axes  se  rencon- 
trent en  I. 

Pour  construire  un 
point  de  la  projection 
de  l'intersection  j'ap- 
plique la  méthode 
indiquée  en  géomé- 
trie descriptive  en 
coupant  les  deux 
surfaces  par  des  sphères  ayant  leur  centre  au  point  I. 

Je  considère  en  particulier  la  sphère  inscrite  dans  la 
surface  S.  Cette  sphère  coupe  cette  surface  suivant  un  paral- 
lèle double  qui  se  projette  suivant  la  droite  DE,  et  cette 
sphère  coupe  la  sphère  0  suivant  des  parallèles;  l'un  se 
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projette  suivant  AB,  Taùtre  est  le  cercle  de  Tinfini  commun 
à  toutes  les  sphères  :  Use  projette  suivant  la  droite  de  l'infini 
du  plan  de  projection. 

On  a  démontré  que  la  projection  de  l'intersection  des  deux 
surfaces  est  tangente  aux  projections  des  parallèles  suivant 
lesquels  la  sphère  limite  coupe  la  surface  pour  laquelle  elle 
est  sécanle. 

La  projection  de  Tintersection  estdonctangente  àla  droite 
AB  et  a  la  droite  de  l'infini  de  son  plan.  Cette  projection  est 
d'ailleurs  une  conique.  Nous  avons  démontré  le  théorème 
énoncé. 

Construction  de  Vaxe  de  la  parabole. 

Remarquons  d'abord  que  la  droite  DE  qui  rencontre 
la  parabole  en  un  point  M  et  en  un  point  à  l'infini  est  un 
diamètre  et  que  les  cordes  qui  lui  sont  conjuguées  sont 
parallèles  à  la  tangente  AB  menée  au  point  M,  extrémité  du 
diamètre. 

Remarquons  en  outre  que  DE  est  perpendiculaire  à  l'axe 
œy  et  que  AB  est  perpendiculaire  à  la  droite  arbitraire  01. 

Si  nous  voulons  obtenir  Taxe  de  la  parabole,  nous  remar- 
querons que  l'axe 
est  un  diamètre  per- 
pendiculaire à  ses 
cordes  ;  il  faudra 
donc  déterminer 
sur  l'axe  un  point  I 
tel  qu'en  appli- 
quant la  construc- 
tion précédente  on 
obtienne  des  droi- 
tes A'B',  D'E'  per- 
pendiculaires l'une 
sur  l'autre. 

Or  DE'  a  une 
direction  fixe,  cette 
droite  est  perpendi- 
culaire à  l'axe  xy  ; 
A'B'-est  perpendiculaire  à  01';  pour  qu'il  soit  également  per- 
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pendiculaire  sur  D'B',  il  faut  que  01'  soit  parallèle  à  D'B', 
c'esi-ànlire  soit  perpendiculaire  à  l'axe  œy. 

De  là  résulte  la  construction  suivante  : 

On  projette  le  centre  de  la  sphère  sur  Taxe  œy.  Soit  F  cette 
projection.  On  mène  la  sphère  inscrite  dans  la  surface  S  et 
ayant  son  centre  au  point  T  ;  cette  sphère  coupe  la  surface 
S  suivant  un  parallèle  double  dont  la  projection  D'E'  est 
l'axe  de  la  parabole  projection  de  l'intersection. 

En  construisant  par  la  méthode  indiquée  un  autre  point 
de  la  parabole  et  sa  tangente,  on  aura  tous  les  éléments 
nécessaires  à  la  construction  de  cette  courbe. 

c  Considérons  maintenant  le  cas  de  deux  surfaces  de  révo- 
lution à  axes  parallèles. 

»  Le  théorème  sera  démontré  si  l'on  fait  voir  que  l'on 
peut  faire  passer  une  sphère  par  l'intersection  de  ces  deux 
surfaces. 

»  Remarquons  d'abord  que  deux  surfaces  de  révolution  à  axes 
parallèles  sont  deux  surfaces  ayant  leurs  deux  directions  de 
plans  cycliques  parallèles. 

9  Je  dis  maintenant  que  par  l'intersection  de  deux  surfaces 
du  second  ordre  S,  S',  ayant  leurs  deux  directions  de  plans 
cycliques  parallèles,  on  peut  toujours  faire  passer  une 
sphère. 

»  Soient  en  effet  G,  C  les  sections  de  ces  deux  surfaces  par  le 
plan  de  l'infini,  et  soit  T  le  cercle  de  l'infini. 

»  Pour  obtenir  les  plans  cycliques  de  la  surface  S,  je 
ferai  passer  des  plans  par  un  point  I  de  l'espace  situé  à 
distance  finie  et  par  les  sécantes  communes  à  la  conique 
C  et  au  cercle  T,  soient  D,  D^  les  sécantes  communes 
réelles. 

»  Pour  obtenir  les  plans  cycliques  de  la  surface  S',  je  fais 
passer  des  plans  par  le  point  I  et  par  les  sécantes  communes 
à  la  conique  G'  et  au  cercle  T,  soient  D'  et  D/  les  sécantes 
communes  réelles. 

»  Les  deux  surfaces  ayant  mêmes  plans  cycliques,  les  plans 
que  nous  avons  menés  coïncident;  il  en  est  de  même  des 
droites  DD'  et  DiD'^. 

»  Les  coniques  G  et  G'  ont  leurs  quatre  points  d'interseotion 
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sur  le  cercle  T  ;  en  effet,  chacune  d'elles  passe  par  les  points 
d'intersection  du  cercle  T  et  du  couple  de  sécantes  DD^. 
Soient  abed  les  points  d'intersection  des  coniques  et  du  cercle. 
»  Gela  posé,  je  fais  passer  une  sphère  par  quatre  points  de 
l'intersection  des  deux  surfaces  S,  S'  ;  cette  sphère  passera 
par  le  cercle  T,  et,  par  suite,  par  les  points  a,  6,  c,  d. 
Elle  contiendra  donc  huit  points  de  l'intersection  des  sur- 
faces S,  S'  (les  quatre  points  considérés  à  distance  finie  et  les 
quatre  points  a,  6.  c,  d).  Par  suite  elle  passera  par  l'inter- 
section tout  entière  des  surfaces  S,  S'.  »  (*)         c.  q,  f.  d. 

Remarque,  —  La  projection  de  l'intersection  de  deux  sur- 
faces de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent  sur  un  plan 
parallèle  au  plan  des  axes  est  une  conique. 

Lorsque  cette  conique  est  une  hyperbole  on  peut  en  déter- 
miner géométriquement  les  asymptotes. 

Nous  effectuerons  cette  détermination  en  deux  fois  : 

i^  Direction  des  asymptotes  (c'est-à-dire  détermination 
du  point  à  l'infini  sur  ces  droites); 

20  Détermination  d'un  point  de  l'asymptote  (à  distance 
finie). 

i^  Direction  des  asymptotes,  —  Soient  S,  S' les  deux  surfaces 
de  révolution. 

Soient  en  outre  G,  G'  les  coniques  d'intersection  des  sur- 
faces S,  S'  par  le  plan  de  l'infini. 

Ces  coniques  G,  G'  se  coupent  aux  quatre  points  a6,  cd,  qui 
sont  deux  à  deux  sur  une  même  perpendiculaire  au  plan 
de  projection,  et  les  asymptotes  de  la  projection  de  l'inter- 
section des  deux  surfaces  passeront  par  les  projections  des 
points  ahy  cd. 

La  détermination  de  la  direction  des  asymptotes  revient 
donc  à  la  détermination  des  projections  des  points  ab,  cd, 
c'est-à-dire  à  la  détermination  des  points  d'intersection  des 
coniques  G,  G'. 

Soient  S^,  S/  deux  surfaces  homothétiques  aux  surfaces 

(*)  Cette  généralisation  a  été  indiquée  par  M.  J.  RÉvsaLB,  élère  à  l'École 
polytechnique. 
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S,  S';  ces  deux  surfaces  passeront  par  les  coniques  C,  C\  ci  par 
suite  la  projection  de  leur  intersection  passera  par  les  pro- 
jections des  points  ab,  cd.  Nous  pourrons  donc  pour  la 
détermination  de  ces  points,  remplacer  les  surfaces  S,  S'  par 
les  surfaces  S|,  S^'. 

Nous  pouvons  en  outre  disposer  des  surfaces  S|»  S^'  de 
manière  qu'elles  soient  circonscrites  à  une  même  sphère, 
puisqu'elles  sonl  toutes  deux  de  révolution.  Leur  intersec- 
tion se  composera  alors  de  deux  courbes  planes  dont  les 
plans  seront  perpendiculaires  au  plan  de  projection.  La  pro- 
jection de  rin-iersection  des  deux  surfaces  S|,  S/  se  compo- 
sera alors  de  deux  droites  A,  A' passant  par  les  points  a&»  cd, 
ces  droites  seront  parallèles  aux  asymptotes  de  la  projection 
de  l'intersection  des  surfaces  S,  S'. 

Pour  appliquer  cette  méthode  dans  la  pratique  nous  dis- 
tinguerons trois  cas  : 

1^  Aucune  des  surfaces  S,  S'  n'est  un  ellipsoïde.  On  tra- 
cera alors  dans  un  coin  de  Tépure  un  cercle  0  et  l'on  mè- 
nera à  ce  cercle  des  couples  de  tangentes  SiS^'  parallèles 
aux  génératrices  de  contour  apparent  des  cônes  asymptotes 
des  surfaces  S,  S'.  On  fera  en  sorte  queles  cônes  S|,  S/  soient 
circonscrits  à  la  sphère  0,  ce  qu'on  reconnaîtra  facilement 
en  remarquant  qu'alors  les  cordes  de  contact  sont  perpen- 
diculaires aux  axes  de  révolution. 

Les  sécantes  communes  A,  A'  des  coniques  S|,  S|'  qui  pas- 
sent par  le  point  de  concours  des  cordes  de  contact  seront 
les  directions  des  asymptotes. 

9?  Une  seule  des  surfaces  est  un  ellipsoïde.  Soit  S 
l'ellipsoïde.  Pour  éviter  le  tracé  de  nouvelles  courbes  on 
conservera  l'ellipse  S,  on  construira  un  cercle  0  bitangent  à 
l'ellipse  et  pour  simplifier  on  pourra  le  prendre  concentrique 
à  l'ellipse. 

On  fera  en  sorte,  comme  précédemment,  que  la  sphère  0 
soit  circonscrite  à  l'ellipsoïde  S,  ce  qu'on  obtiendra  en  pre- 
nant pour  diamètre  du  cercle  0  Taxe  de  l'ellipse  qui  n'est 
pas  l'axe  de  révolution;  on  mènera  alors  au  cercle  0  un  couple 
de  tangentes  S\  parallèles  aux  génératrices  de  contour  ap- 
parent, d'où  une  asymptote  de  S',  etc. 
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Remarque.  —  Si  Tune  des  surfaces  S'  était  un  paraboloïde 
de  révolution,  le  couple  de  tangentes  S^'  correspondant  à  ce 
paraboloïde  se  composerait  de  deux  droites  parallèles  à  Taxe 
de  la  parabole  S'. 

3®  Enfin  les  deux  surfaces  sont  deux  ellipsoïdes.  On  effectue 

alors  la  construction  comme  précédemment;  seulement  on 

.prend  pour  surface  S',,  un  ellipsoïde  homothétique  à  Tellip- 

soïde  S'  et  circonscrit  à  la  sphère  suivant  un  grand  cercle. 

Cette  discussion  va  nous  permettre  d'énoncer  dans  quel 
cas  la  projection  de  Tintersection  sera  une  hyperbole,  dans 
quel  cas  cette  projection  sera  une  ellipse. 

1°  Lorsque  aucune  des  surfaces  n'est  un  ellipsoïde  aplati, 
les  coniques  S|,  S\  sont  toutes  deux  extérieures  au  cercle  0 
et  se  coupent  en  quatre  points  réels,  ce  qui  donne  deux 
asymptotes  A,  A'  réelles. 

Il  en  est  de  même  lorsque  les  deux  surfaces  sont  des 
ellipsoïdes  aplatis,  car  alors  les  deux  surfaces  sont  toutes 
deux  intérieures  au  cercle  0,  etc. 

2®  Lorsqu'une  seule  des  surfaces  S  est  un  ellipsoïde  aplati, 
les  coniques  S|,  S\  sont  Tune  intérieure,  l'autre  extérieure 
au  cercle  0,  et  ne  se  coupent  pas  en  des  points  réels.  Le 
couple  A  A'  est  alors  imaginaire  et  la  projection  do  l'inter- 
section des  surfaces  S,  S'  est  une  ellipse. 

2*^  Détermination  d'un  point  de  Vasymptole.  —  Nous 
connaissons  la  direction  des  asymptotes  ;  pour  achever 
de  déterminer  ces  asymptotes,  il  suffira  de  construire 
un  point  de  chacune  de  ces  asymptotes.  Pour  simplifier, 
nous  construirons  le  point  de  concours  de  ces  asymp- 
totes, c'est-à-dire  le  centre  de  la  conique  projection  de 
l'intersection  des  deux  surfaces. 

Soient  S,  S',  les  deux  surfaces,  I  le  point  de  concours  des 
axes  de  révolution  des  deux  surfaces  S,  S';  soit  0  la  sphère 
inscrite  à  la  surface  S  et  qui  a  son  centre  au  point  I;  cette 
sphère  coupe  la  surface  S  suivant  la  parallèle  double  EF 
et  la  surface  S'  suivant  les  deux  parallèles  AB,  CD,  et  finter 
section  est  tangente  aux  deux  parallèles  CD,  AB;  soient 
m,  tHi  les  points  de  l'intersection  situés  sur  la  droite  EF  ;  les 
tangentes  aux  points  m,  nii  sont  précisément  les  droites  AB, 
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CD;  ces  tangentes  sont  parallèles;  donc  mmi  est  un  diamètre 
en  grandeur  et  en  position. 


La  construction  du  centre  de  la  conique  projection  de  l'in- 
tersection est  maintenant  évidente. 

Remarque,  —  Le  diamètre  EF  et  ses  cordes  AB  sont  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  axes  des  surfaces.  On  pourra 
donc  dans  le  cas  de  l'ellipse,  en  appliquant  deux  fois  la 
construction  précédente,  construire  un  système  de  deux  dia- 
mètres conjugués  de  la  projection  de  Tintersection. 

La  construction  précédente  est  en  défaut  lorsque  le  cercle 
décrit  du  point  I  comme  centre  n'a  pas  un  double  contact 
réel  avec  la  conique  S. 

Nous  appliquerons  alors  la  construction  indiquée  ci-dessous 
et  qui  permet  de  construire,  avec  la  règle  et  le  compas,  la 
corde  de  contact  d'un  cercle  bi tangent  à  une  ellipse  ou  une 
hyperbole  déterminée  par  ses  axes,  ou  bitangent  à  une  para- 
bole dont  on  donne  Taxe  et  le  paramètre. 
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Lemxne  I.  —  Si  d'un  point  pris  sur  Taxe  d'une  conique 
à  centre,  on  mené  les  normales,  les  points  d'incidence  des 
deux  normales  (autres  que  l'axe)  se  trouvent  sur  une  perpen- 
diculaire à  l'axe. 

Si  Ton  désigne  par  Ç,  l^  les  distances  du  centre  de  la  courbe 
à  la  droite  qui  joint  les  points  d'incidence  des  normales  et 
au  point  d'oîi  partent  les  normales,  si  Ton  désigne  en  outre 
par  a,  y  les  distances  du  centre  de  la  courbe  aux  sommets 
et  aux  foyers  situés  sur  l'axe  considéré,  on  a  la  relation 

Soit  en  effet  P  le  point  d'où  sont  issues  les  normales,  MM 
les  points  d'incidence.  Menons  la  tangente  au  point  M,  cette 
tangente  rencontre  l'axe  au  point  R  qui  est  évidemment  le 


pôle  de  la  droite  MM',  les  points  R  et  Q  sont  donc  conjugués 
harmoniques  par  rapport  au  segment  AA';  on  a  donc 

OQ .  OR  =  DÂ* 
c'est-à-dire  | .  OR  =  a^,  (1  ) 

Soient  maintenant  F  et  F'  les  foyers  situés  sur  Taxe  consi- 
déré; les  droites  MP,  MR  sont  l'une  normale,  l'autre  tangente 
au  point  P,  et  le  faisceau  (M,RFPt")  est  harmonique,  les 
points  P  et  R  sont  donc  conjugués  harmoniques  par  rapport 
au  segment  FF'  et  l'on  a 

OP.OP  =  OF* 
c'est-à-dire  Çi.OR  =  Y«.  (2) 
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Divisant  l'égalité  (1)  par  l'égalité  (2)  il  yient  enfin 

Pour  étendre  celte  propriété  au  cas  de  Taxe  non  focaU  nous 
remarquerons  qu'il  existe  sur  cet  axe  deux  foyers  imagi- 
naires Fi,  F/  et  qu'on  démontre  que  la  somme  ou  la  différence 
des  distances  de  chaque  point  de  la  courbe  à  ces  deux  points 
est  constante. 

Cela  posé,  lorsqu'on  a  démontré  que  la  tangente  et  la 
normale  en  un  point  d'une  conique  sont  bissectrices  de 
Tangle  des  rayons  vecteurs,  on  s'est  appuyé  uniquement  sur 
ce  que  la  somme  ou  la  différence  des  rayons  vecteurs  est 
constante. 

Le  raisonnement  précédent  subsiste  entièrement  et  la 
formule  est  générale. 

Cette  formule  permet  de  construire  la  corde  qui  joint  les 
points  d'incidence  de  deux  normales  issues  d'un  point  situé 
sur  l'un  des  axes  sans  qu'il  soit  besoin  de  construire  ces 
normales. 

Lorsque  la  courbe  est  une  parabole,  la  droite  qui  joint  les 
points  d'incidence  de  deux  normales  issues  d'un  point  situé 
sur  l'axe,  s'obtient  immédiatement  lorsqu'on  remarque  que 
la  sous-normale  est  constante  et  égale  au  paramètre. 

Lemme  II.  —  Cela  posé,  considérons  deux  surfaces  de 
révolution  dont  les  axes  se  rencontrent  en  P.  La  projection 
de  leur  intersection  sur  un  plan  parallèle  au  plan  dés  axes 
est  une  conique. 

Proposons-nous  de  déterminer  le  centre  de  cette  conique. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  allons  construire  deux 
diamètres  de  celte  courbe,  et  pour  cela  je  considère  la  sphère 
inscrite  dans  la  surface  0  par  exemple  et  ayant  son  centre 
au  point  de  rencontré  des  axes;  cette  sphère  se  projette  sui- 
vant un  cercle  bitangent  à  la  courbe  méridienne  de  la  surface 
0,  le  cercle  de  contact  se  projettera  suivant  la  droite  AB 
qui  joint  les  points  d'incidence  des  normales  à  la  conique  0 
issues  du  point  P. 

Je  dis  que  cette  droite  est  un  diamètre  de  la  projection  de 
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l'intersection.  En  effet,  on  a  démontré  en  géométrie  descriptive 
que  les  tangentes  aux  points  situés  sur  le  cercle  de  contact 


d'une  des  sphères  circonscrites  sont  les  tangentes  aux  cercles 
d'intersection  de  cette  sphère  limite  avec  la  surface  pour 
laquelle  elle  est  sécante; 
il  est  aisé  de  voir  que  les 
tangentes  aux  points  M, 
M\  situés  sur  la  droite 
AB,  sont  les  cordes  com- 
munes au  cercle  PQ  et  à 
la  conique  0'  (cordes  per- 
pendiculaires à  Taxe  PO')  ; 
ces  deux  tangentes  étant 
parallèles,  il  en  résulte 
que  la  droite  AB  est  un 
diamètre. 

Mais  d'après  le  lemme 
démontréprécédemment, 
il  suffit  pour  construire 

la  droite  AB,  d'appliquer 

a* 
la  formule  l  =  —  l' 

dans  laquelle  l  désigne  la  distance  du  centre  0  de  la  courbe 
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à  la  droite  AB,  l'  la  distance  01,  et  a  et  y  les  distances  de  ce 
même  point  0  aux  sommets  et  aux  foyers  de  la  courbe  (réels 
ou  imaginaires)  situés  sur  Taxe  OP. 

Cette  construction  appliquée  successiyement  aux  surfaces 
0  et  0'  fera  connaître  le  centre  de  la  conique  projection  de  Tin- 
tersection  des  surfaces  0  et  0'. 

Cette  construction  n'exige  nullement  le  tracé  du  cercle  P. 

Lorsque  le  cercle  P  aura  été  tracé,  on  obtiendra  le  centre 
plus  simplement  en  prenant  le  milieu  du  segment  MM' 
lorsqu'on  saura  construire  les  points  MM'. 

Remarqua.  —  Si  Tune  des  surfaces  était  un  paraboloïde, 
pour  construire  le   diamètre   correspondant,  on   prendrait 

PQ  =  p, 
et  Ton  mènerait  ÂB  perpendiculaire  à  Taxe  de  la  parabole, 
puisque,  dans  la  parabole,  la  sous-normale  est  constante  et 
égale  au  paramètre. 

Supposons  maintenant  que  les  axes  de  révolution  devien- 
nent parallèles  ;  les  coustructions  précédentes  s'appliquent 
encore  et  la  conique  intersection  qui  a  deux  diamètres 
parallèles,  puisqu'ils  sont  respectivement  perpendiculaires 
aux  droites  parallèles  01^  OF,  est  une  parabole. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème. —  La  projection  de  V intersection  dedeuœsur* 
faces  de  révolution  dont  les  axes  sont  parallèles^  sur  un  plan 
parallèle  au  plan  des  axes,  est  une  parabole. 

Corollaire.  —  La  projection  de  l'intersection  d'une  sur- 
face de  révolution  et  d'une  sphère,  sur  un  plan  parallèle  au 
plan  déterminé  par  l'axe  de  la  surface  et  le  centre  de  la 
sphère,  est  une  parabole. 

Car  on  peut  considérer  la  sphère  comme  une  surface  de 
révolution  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe  de  la  surface 
proposée. 

Remarque.  —  L'axe  de  la  parabole  est  perpendiculaire  aux 
axes  de  révolution,  puisque  ces  axes  sont  perpendiculaires 
au  diamètre  ÂB,  et  que,  dans  la  parabole,  tous  les  diamètres 
sont  parallèles  à  Taxe. 
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On  pouvait  démontrer  le  théorème  que  nous  avons  énoncé 
en  commençant,  par  des  considérations  à  priori  et  purement 
géométriques. 

Lemme.  —  Il  est  évident  que  Tintersection  de  deux 
surfaces  du  second  ordre  ayant  un  plan  principal  commun  se 
projette  sur  ce  plan  suivant  une  conique. 

Les  asymptotes  de  cette  conique  sont  parallèles  aux  traces 
des  plans  qui  déterminent  dans  ces  deux  surfaces  des  sections 
homothétiques. 

Soit  en  eflPet  D  la  trace  d'un  plan  déterminant  dans  les  deux 
surfaces  des  sections  homothétiques.  Pour  obtenir  les  points 
de  la  projection  de  Tintersection  situés  sur  cette  droite  D,  je 
considère  les  coniques  G,  G',  intersections  du  plan  D  et  des 
surfaces  S  et  S';  ces  coniques  G,  G'  se  coupent  en  quatre  points 
A,  A',  B,  B'  situés  deux  à  deux  symétriquement  par  rapport 
à  la  droite  D;  la  droite  D  rencontre  donc  la  conique  T  pro- 
jection de  rintersection  des  surfaces  S,  S'  en  deux  points  a,  b 
projections  des  points  AA'  et  BB\  Mais  les  deux  coniques 
Cy  G'  étant  homothétiques,  les  points  B,  B'  sont  rejetés  à  Tinfini 
et  aussi  le  point  b.  La  droite  D  rencontre  donc  la  conique  T 
en  deux  points  dont  Tun  est  rejeté  à  Tinfini;  la  droite  D  est 
donc  parallèle  à  une  asymptote  de  la  conique  T. 

De  là  résulte  le  théorème  de  la  page  126. 

* 

En  effet,  les  asymptotes  de  la  conique  T  sont  parallèles  aux 
deux  directions  des  plans  qui  déterminent  dans  les  surfaces 
S,  S'  des  sections  homothétiques. 

Or  ces  deux  directions  se  confondent  alors  avec  la  direction 
double  des  plans  cycliques. 

L'intersection  T  des  deux  surfaces  S,  S'  se  projette  donc 
suivant  une  parabole  dont  l'axe  est  perpendiculaire  aux  axes 
des  surfaces  S,  S'. 

Remarque.  —  Du  lemme  précédent  on  peut  déduire  immé- 
diatement la  construction  des  asymptotes  de  la  projection  de 
l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se 
rencontrent. 
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CONCOURS  GENERAL  DE  1878 

Xathématiqaes  spéciales. 

H^olalloH  par  M.  G.  Kœnigs.  élève  à  l'École  normale  supérieure. 


On  donne  tt^ois  axes  rectangulaires  OA,  OB,  OC  :  de  part  et 
d'autre  du  point  0  on  pointe  :  OA  =  OA'  =  a,  OB  =  OB'  =  b, 
OC  =  OC  =  c.  On  demande  : 

4'*  Le  lieu  des  axes  de  révoluUon  des  surfaces  de  second  ordre 
de  révolution  qui  passent  par  les  six  points  A,  A',  B,  B',  C,  C  ; 

2®  Le  lieu  des  points  D  où  ces  axes  percent  respectivement 
chacune  des  surfaces  qui  leur  coi^respondent  ; 

3^  La  projection  de  ce  lieu  sur  le  plan  AOB.  On  discutera 
cette  projection  en  supposant,  a  >  b  >  c. 

Par  le  point  0  passent  trois  cordes  de  chaque  surface  de 
révolution,  et  chacune  y  a  son  milieu:  comme  ces  cordes  ne 
sont  pas  dans  un  môme  plan,  on  en  conclut  que  toules  les 
surfaces  de  révolution  du  système  ont  leur  centre  à  l'origine. 
Prenons  OA,  OB,  OC  pour  axes  ox,  oy  et  oz»  Soit  OR  un  axe 
d'une  surface  de  révolution  2  du  système.  Si  par  les  six 
points  A,  B,  etc.,  on  mène  des  plans  perpendiculaires  à  la 
droite  OR  et  la  coupant  aux  points  a,  p,  y,  a,  p',  y  respective- 
ment, ces  plans  coupent  la  surface  2  suivant  six  cercles  de 
centres  a,  p,  etc.,  et  de  rayons  xA,  pB,  yC,  a'A',  p'B',  yC 

Un  plan  quelconque  P  menée  par  OR  coupe  les  cercles 
suivant  douze  points  (a„  a,),  (Pi,  p.),  (y^,  y,),  (a'<,  a,),  (^\,  p\), 
(tu  ï  1)9  6^  1^  surface  S  suivant  une  conique  S.  Les  axes  de 
cette  conique  sont  OR  et  la  perpendiculaire  OR  à  OR  dans  le 
plan  P;  en  posant  OD  =  p,  on  aura  2p  pour  longueur  d'un 
axe,  j'appellerai  2a  l'axe  confondu  avec  OR'.  L'équation  de  la 
conique  S  dans  son  plan  sera  donc  : 

X«  Y* 

—  +  —  -'  =  0.  (i) 

Mais  la  conique  S  passe  par  les  douze  points,  a^,  a,  etc.  £t  do 
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plus  la  symétrie  de  ces  points  relativepient  au  point  0,  et  aux 
droites  OR,  OR'  montre  qu'il  suffit  d'exprimer  que  les  points 
Kl,  pi  et  Yi  sont  situés  sur  la  conique:  ainsi  pour  le  point  a^ 

Oa  aa< 

on  aura 


Oa       ,      a»! 

-7--^ 1 I  =  G. 


Mais  on  voit  que  aa^  =  aA,  et  d'autre  part  le  triangle  OaÂ 
donne  :    •  Oa  ==  a  cos  X 

aA  =  a  sin  X 
(X,  (A,  v)  désignant  les  angles  faits  par  OR  avec  OA,  OB,  OG. 

Ainsi  l'équation  précédente  devient 

a*  cos"  X     ,     a*  sin'  X 

1 ; 1  =  0. 


p*  a' 

Les  points  Pi  et  y^  donneront  deux  relations  analogues,  ce 
qui  conduit  aux  trois  relations: 


cos'  X  j^  sin'  X 


I 


cos*  u     ,     sin'  (A    I 

cos*  V  sin*  V 

I        _• 


(2) 


P* 


I 


En  éliminant  —7-  et—;-  entre  ces  trois  équations,  on  a  le 

p'         a' 


a' 
I 

I 

"F 


=  G  ou 


cos'  X    I 

cos'  [JL    I 

cos*  V    I 


I 

I 

"F 

I 

"F 


=  o 


déterminant  nul  : 

cos'  X   sin'X 

cos'  \L   sin'tjL 

cos'  V    sin'v 

Les  équations  de  OR  sont  du  reste 

X      _      y      _      g 

COSX  cos  {A  COSv 

et  l'élimination  des  cosinus  entre  ces  équations  et  la  précé- 
dente donne  le  cône  lieu  des  axes  de  révolution  : 

JOUUUL  DB  MATH.  1880.  9 
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05" 


y* 


I 

IF 
I 

I 
'F 


=  o 


ou  en  développant 

-(■^-^)  +  »'(v-^)  +  K7-5r)=«(3) 

Les  équations  (2)  peuvent  être  écrites  comme  il  suit  : 

cos*X  I 

p      *   sin*  X 

COS*  fJL  I 


p*      '  sin'fjL 
cos"  V  I 


I 

"  • 

I 

0« 

sin" 

X 

I 

•  ' 

I 

6« 

sin" 

[^ 

I 

_^^.^  • 

I 


^  . f^\ 

p*      *  sin*  V         c'  sin*  v  <t* 

Du  reste,  en  appelant /ce,  y,  z)  les  coordonnées  du  point  D, 

on  a  les  relations  suivantes  : 

fic  =  p  cos  X,    j/  =  p  cos  (X,    ji  =  p  cos  V,    p*  =  03*  +  y'  +  *' 

d'où  on  tire  : 

p*  sin*  X  ^  1/*  +  a*,  p*  sin*  jjl  =  is*  +  05*,  p*  sin*  v  =  05*  +  y*. 
Les  équations  (S')  deviennent  ainsi  : 


X' 


P* 


y*  -f-i5*  '    p*        a*  '  !/■  +  ;«■ 

_      y'  •       I p^  i_ 

j5*  +  a;*  '   p* 


6*  '   3*  +  x* 


P* 


3-  =  -^  (3) 


ou 


^"+!/"        P*  <^"     a?*+y*    ~  <y* 

Mais  on  peut  les  simplifier.  Les  équations  (2')  s'écrivent  : 

o*  cos*  X  —  P*  __   6*  cos^  [L  —  p* 
a*  sin*  X  6*  sin*  [x 

c*  cos*  y  —  p*  p* 

c*  sin*  V  (j* 

g*  cos*  X  —  p'  _  6*  cos*  fx  —  p* 

p*  —  a*  ~         p* —  6* 

— .    c*  CQs*  y  —  p' p* 

*~  p*  —  c*  (I*  —  p* 


(e) 
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ou  enfin  : 

g*  sin'  X  6'  sin*  [i.    c"  sin«  v  <j* 

p«  —  a*    ""    p>  —  6*    ~    p*  —  c*    ~  p«— a» 
et  par  suite  en  multipliant  par  p*  : 

g*  (y«  +  g«)  __  6'  (g«  +  gg») 

03*  -f  j/«  -f  ;5«  —  a«    ~~   0?*  +  j/*  +  J3»  —  b* 
^        c'  ^x'  +  y')        ^       pV  ... 

^*+  !/'  +  ^"  —  ^*  p*  —  (ï*  ^^ 

Les  équations  (3)  (oli  p  =  ce"  +  t/'  +  ^*)  représentent  dans 
l'espace  le  lieu  du  point  D  aussi  bien  que  les  équations  (3'); 
mais  c'est  à  ces  dernières  évidemment  qu'il  est  préférable  de 
s'arrêter,  vu  leur  simplicité. 

En  éliminant  z^  entre  ces  équations,  on  arrivera  à  l'équa- 
tion de  la  projection  du  lieu  sur  le  plan  xy.  Le  calcul  est 
sans  difficultés.  On  pose 

A  =  (g«  —  b^y  +  (c*  —  6«)gS    B  =  (g«  —  6«)c«  +  (g" — e^)b\ 
G  =  (g»  -^  c*)6*  +  a*c\  E  =  (g«  —  ô»)g«6»c* 

D  =  (6*  — cV  +  ^*c» 

Les  hypothèses  g  >  c  >  6  entraînent  des  inégalités 

A  >  o,  B  >  o,  G  >  0,  E  >  o. 
On  trouve  (Az?«  +  By*)  (Gx*  —  Dy*)  =  E(î/*  —  a?«). 
On  discutera  la  courbe  en  posant  x  =  uy 

E 

-^w«—  i) 

On  aura  j/*  =  — 


(A«"  +  B)(u«-^) 

On  distinguera  trois  cas  :  1*»  D  >  o  (2  asymptotes  réelles); 

2«  D  =  o  (ac  =  o  est  asymptote  double)  ;  3®  D  <  o  (pas 

D 
d'asymptote  réelle);  du  reste,  dans  tous  les  cas,  on  a  -^^  <  i. 

On  obtient  ainsi  trois  formes  de  courbes  représentées  ci- 
dessous. 

Il  est  facile  de  distinguer  les  points  de  la  courbe  qui  cor- 
respondent à  des  ellipsoïdes  de  révolution,  de  ceux  qui 
correspondent  à  des  hyperboloïdes. 

Reportons-nous  aux  équations  (e),  elles  s'écrivent  : 


C03*  X  — 


ai 


COS*  jx  — 
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F* 


6« 


COSi  V  — 


il 


sin«  X  sin«  jx  sm«  v  ff' 

on  en   déduit,  en    faisant  la  somme  des  numérateurs  et  des 
dénominateurs  : 


Les  points  D  extérieurs  à  la  sphère 
sont  des  sommets  d'ellipsoïdes,  car  alors 


P* 


>  o. 


Les  points  D  intérieurs  à  la  même  sphère  sont  des  sommets 

d'hyperboloïdes,  car  alors  —-  <  o. 

Tout  dépend  donc  du  signe  de  la  fonction  des  coordonnées 
du  point  D, 

V  =  (a..  +  y.  +  ,«)(J,+-l.+^)-,. 

Ces  coordonnées  satisfont   à  Téquation  (3),  on  en  tirera 
is'y  ce  qui  donnera  : 
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,   Ax*  +  Bi/»  y*  —  ce*       j     „. 

et  tirant 7= — 2—  =  -tt- 77-7"»  ^^  1  équation  de  la 

E  Gx^—J)y*  . 

courbe  en  projection,  on  trouvera  : 

^  =  et  -  tr  ^"***  +•  ^*'*  +  '*'**^  ~  '  ' 

ou  en  réduisant 

_  (g*  +  c')  &V  —  (6'  +  c')  Q'g;' 

_        g*  (b*  +  c«)  CD*  —  6*  (g*  +  c»)  y' 

Considérons  donc  la  branche  de  courbe  située  par  exemple 
dans  l'angle  yox  :  elle  est  comprise  entre  la  bissectrice  OT 
des  axes,  qui  lui  est  tangente  à  l'origine,  et  l'asymptote 
PM  ;  V  =  o  représente  deux  droites,  l'une  d'elles  ON  est 
située  dans  l'angle  yox  ;  on  peut  môme  voir  qu'elle  est  com- 
prise dans  l'angle  MOT  :  elle  divise  donc  l'arc  de  courbe 
en  deux  parties,  l'une  donnant  des  ellipsoïdes,  et  l'autre 
des  hyperboloïdes  :  la  branche  indéfinie  correspondra  à  la 
première  variété  :  la  branche  finie  comprise  entre  OT  et  ON 
correspondra  à  la  seconde:  les  points  à  l'infini  correspon- 
dent à  des  ellipsoïdes  dégénérés  en  cylindres.  Enfin  les 
points  oïl  les  droites  V  =  o  rencontrent  la  courbe  correspon- 
dent à  des  systèmes  de  plans  parallèles  (ABC  et  A'B'C), 
(ABC  et  ABC),  etc.  Les ~  points  de  la  courbe  à  l'origine 
correspondent  aux  cônes  de  révolution  du  système. 


VARIÉTÉS 


ESSAIS  POUR  LES  CONIQUES  DE  PASG^L 

AVEC 
Des  notes  par  M.  Ch.  IjaurenSf  professeur  honoraire. 


Introduction.  —  Les  manuscrits  que  Pascal  avait  pré- 
parés pour  rédiger  un  traité  complet  sur  les  coniques  dans 
le  style  géométrique  des  anciens,  ont  été  perdus,  à  Texception 
de  quelques  pages  que  nous  reproduisons,  d'après  l'édition 
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des  œiiYres  de  Pascal  publiée  en  1865  par  la  maison  Hachette. 

Ces  pages  que  Pascal  a  intitulées  :  Essais  pour  les  coniques^ 
ne  contiennent  que  des  énoncés  sans  démonstration.  Nous 
croyons  être  utile  aux  élèves  studieux  de  mathématiques 
élémentaires,  en  rétablissant  les  démonstrations  des  énoncés 
de  Pascal,  sous  la  forme  géométrique  qu'il  aurait  employée 
lui-même,  et  ajoutant  quelques  applications  qui  leur  per- 
mettront de  comprendre  ce  qu'aurait  pu  être  un  ouvrage 
que  la  science  regrette  à  bon  droit. 

Aujourd'hui  nous  possédons  le  premier  volume  du  Traité 
des  coniques  de  M.  Ghasles.  C'est  un  des  derniers  mots  de 
la  géométrie  moderne  sur  la  théorie  des  coniques;  mais  les 
efforts  de  Pascal,  à  la  suite  de  ceux  de  Désargues,  pour 
dépasser  les  travaux  d'Apollonius  ne  sont  pas  seulement 
remarquables  au  point  de  vue  historique  ;  ils  ont  une  valeur 
intrinsèque  que  l'on  ne  peut  négliger.  Nous  engageons 
vivement  nos  lecteurs  à  parcourir  les  pages  de  l'aperçu 
historique  que  M.  Chasles  a  consacré  &  l'histoire  de  la 
géométrie  du  commencement  du  xvn^  siècle. 

Les  élèves  trouveront  dans  ce  qui  suit  d'utiles  exercices, 
les  familiarisant  avec  la  méthode  si  féconde  des  transversales; 
ils  comprendront  mieux  la  théorie  des  coniques  que  le  pro- 
gramme leur  impose,  mais  malheureusement  sous  une  forme 
étroite,  sans  aucun  avantage  de  simplicité  ou  de  rigueur, 
et  se  prépareront  efficacement  à  l'étude  analytique  de  ces 
courbes,  partie  importante  du  cours  de  mathématiques 
spéciales. 

Avant  de  reproduire  l'opuscule  de  Pascal,  nous  croyons 
devoir  résumer  la  lettre  que  Leibnitz  a  écrite  en  1676  sur  la 
mise  en  ordre  des  manuscrits  de  notre  auteur. 

En  première  ligne,  il  a  placé  un  écrit  intitulé  :  Generatio 
coni  sectionum^  tangentium  et  secantium  ;  seu  projectioperipheriœy 
tangentium  et  secantium  circuli,  in  quibuscumque  oculi^  plant  ac 
tabellœ  positionibus. 

Le  manuscrit  placé  à  la  suite  porte  d'après  Pascal  le  nom 
i'Hexagramme  mystique;  il  contenait  la  propriété  remarquable 
de  l'hexagone  inscrit  dans  une  conique,  dont  les  côtés 
opposés  se  rencontrent  en  trois  points  en  ligne  droite.  Au 
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dire  du  père  Mersenne,  Pascal  en  avait  déduit  quatre  cents 
corollaires. 

En  troisième  ligne  Leibnitz  a  mis  un  opuscule  portant  le 
titre  suivant  :  De  quatuor  tangentibus  et  rectis  puncta  tactuum 
jungentibus,  unde  rectarum  harmonice  sectarum  et  diametrôrum 
proprietates  oriantur.  Pascal ,  dans  cet  écrit ,  faisait  une 
appplication  continuelle  de  Thexagramme  mystique. 

Leibnitz  place  à  la  suite  de  cet  écrit  un  manuscrit  intitulé  : 
De  proportionibu^  segmentorum  et  tangentium;  auquel  il  adjoi- 
gnait une  feuille  séparée  qui  avait  pour  titre  :  De  correspon- 
dentibus  diametrôrum;  la  troisième  page  de  cette  feuille 
traitait  de  summd  et  differentiâ  laterum  seu  de  focis. 

Le  cinquième  traité  portait  le  titre  :  De  tactionibus  conicis; 
c'est-à-dire  (dit  Leibnitz),  pour  que  le  titre  ne  trompe  pas, 
de  punctis  et  rectis  quos  sectio  conica  attingit. 

Au  dire  de  Leibnitz,  ces  cinq  écrits  formaient  un  traité 
complet  des  coniques  ;  mais  il  avait  encore  sous  les  yeux 
d'autres  écrits  renfermant  différents  problèmes  et  aussi  les 
quelques  pages  que  nous  reproduisons  et  qui  ont  été  publiés 
pour  la  première  fois  en  1779  par  Bossut  dans  son  édition 
des  œuvres  de  Pascal.  La  publication  de  ce  petit  travail 
confirmera  le  dire  de  Leibnitz. 

§  1«'.  —  «  Définition  /'«.  — Quand  plusieurs  lignes  concourent 
au  même  point,  ou  sont  toutes  parallèles  entre  elles,  toutes 
ces  lignes  sont  dites  de  même  ordre  ou  de  même  ordonnance, 
et  la  multitude  de  ces  lignes  est  dite  ordre  de  lignes  ou  or- 
donnance de  lignes.  » 

tf  Définition  2.  —  Par  le  mot  de  section  de  cône,  nous  enten- 
dons la  circonférence  de  cercle,  l'ellipse,  l'hyperbole,  la 
parabole  et  l'angle  rectiligne,  d'autant  qu'un  cône  coupé 
parallèlement  à  sa  base  ou  par  son  sommet,  ou  des  trois 
autres  sens  qui  engendrent  l'ellipse,  l'hyperbole  et  la  para- 
bole, donne  dans  sa  superficie,  ou  la  circonférence  d'un 
cercle,  ou  un  angle,  ou  l'ellipse,  ou  l'hyperbole,  ou  la  para- 
bole. » 

«  Définition  3,  —  Par  le  mot  de  droite  mis  seul,  nous  enten- 
dons la  ligne  droite.  » 

a  Lemme  L  —  Si  dans  le  planMSQ  (fig.  4),  du  point  M  pai^ 
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tent  les  deux  droites  MK,  MV,  et  du  point  S  partent  les  deux 
droites  SK,  SV;  que  K  soit  le  concours  des  droites  MK,  SK; 
V  le  point  de  concours  des  droites  MT,  SV;  A  le  concours 
des  droites  MK,  SV;  M  le  point  de  concours  des  droites  MV, 
SK,  et  que  par  deux  des  quatre  points  A,  K,  M,  V,  qui  ne 


Fig.  /. 

sont  pas  en  ligne  droite  avec  les  points  M,  S,  comme  par 
K  et  V,  passe  la  circonférence  d'un  cercle  coupant  les  droites 
MV,  MA,  SV,  SK,  aux  points  0,  P,  Q,  N,  je  dis  que  les 
droites  MS,  NO,  PQ  sont  de  même  ordre.  » 

Note  4,  —  Ce  lemme  n'est  autre  que  le  théorème  sur  l'hexa- 
gone inscrit  qui  porte  le  nom  de  Pascal  et  qu'il  avait  appelé 
hexagramme  mystique  à  cause  des  nombreuses  conséquences 
que  XovL  peut  en  déduire.  Considérons  en  effet  (fig.  4) 
l'hexagone  KNOVQPK  ;  les  côtés  opposés  KN  et  VQ  se  ren- 
contrent en  S;  les  côtés  VO,  PK  en  M;  NO  et  PQ  en  R;  le 
théorème  de  Pascal,  tel  qu'on  l'énonce  habituellement,  con- 
siste en  ceci,  que  les  trois  points  R,  M,  S,  sont  en  ligne 
droite;  c'est-à-dire  que  les  droites  PQ,  NO,  MS  se  rencon- 
trent en  un  même  point  ou  sont  parallèles,  c'est-à-dire, 
d'après  l'énoncé  de  Pascal,  sont  de  même  ordre. 
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Nous  ne  sommes  pas  éloigné  de  croire  que  Pascal  a 
obtenu  cet  important  théorème  en  considérant  un  hexagone 
inscrit  dans  un  cercle  ayant  deux  couples  de  côtés  opposés 
parallèles,  ce  qui  entraîne  le  parallélisme  des  deux  autres 
côtés  ;  mais  la  place  de  ce  théorème  dans  Tordre  des  énoncés 
de  Pascal  parait  exclure  dans  la  démonstration  que  Fau- 
teur avait  adoptée,  l'emploi  de  la  méthode  des  projections 
que  lui  et  Désargues  employaient  cependant  fréquem- 
ment, et  que  dans  Tun  des  lemmes  suivants,  Pascal  em- 
ploie pour  étendre  aux  coniques  le  théorème  établi  pour  le 
cercle. 

Nous  croyons  que  la  démonstration  de  Thexagramme  mys- 
tique relatif  au  cercle  devait  être  fondée  sur  la  théorie 
des  transversales  ;  nous  reproduisons  la  démonstration 
connue. 

Dans  l'hexagone  PKNOVQP,  considérons  le  triangle  LTA 
formé  par  trois  côtés  non  consécutifs  PK,  NO,  VQ.  Il  est 
coupé  par  les  trois  autres  côtés  KN,  OV,  PQ  ;  le  théorème  des 
transversales  appliqué  à  ces  trois  droites  donne  les  trois 
égalités  : 
LK     TN     AS  _      AV   _T0^    LM_     AQ     LP    TR  _ 


AK  •  LN  •  TS  ""   '  TV  '  LO  •  AM        '  TQ  *  AP  '  LR 

Si  nous  concevons  qu'on  ait  multiplié  membre  à  membre 

ces  trois  égalité?,    et  simplifié  le  résultat   en  remarquant 

que  : 

LK.LP  =  LN.LO;TN.TO  =  TV.TQ;HQ.AV  =  AP.AK; 

^,.     ,  AS       TR       LM 

on  obtient:  _.._._.  =  x, 

identité  qui  exprime  que  les  trois  points  S,  M,  R,  sont  en 
ligne  droite,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

§  2.  —  a  Lemmb  II. —  Si  par  la  même  droite  passent  plusieurs 
plans  qui  soient  coupés  par  un  autre  plan,  toutes  les  lignes 
des  sections  de  ces  plans  sont  de  même  ordre  avec  la  droite 
par  laquelle  passent  les  dits  plans.  t> 

«Ces  deux  lemmes  posés  et  quelques  faciles  conséquences 
tirées  d'iceux,  nous  démontrerons  que  les  mêmes  choses  étant 
posées  qu'au  premier  lemme,  si  par  les  points  K,  Y,  de  la 
figure  du  lemme  I  passe  une  section  quelconque  du  cône 
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qui  coupe  les  droites  MK,  MV,  SK,  SV,  aux  points  P,  0,  N,  Q, 
les  droites  MS,  NO,  PQ^  seront  de  môme  ordre.  Gela  sera  un 
troisième  lemme.  a 

«  Ensuite  de  ces  trois  lemmes  et  de  quelques  consé- 
quences d'iceux,  nous  donnerons  des  éléments  coniques 
complets  :  à  savoir  toutes  les  propriétés  des  diamètres  et  des 
côtés  droits,  des  tangentes  et  la  restitution  du  eône  presque 
sur  toutes  les  données,  la  description  des  sections  du  cône 
par  points.  » 

Noie  2.  — Le  second  lemme  est  le  point  de  départ  de  la  théorie 
des  projections  centrales;  on  peut  renoncer  ainsi  :  Les 
perspectives  d'un  système  quelconque  de  droites  parallèles 
ou  concourantes  sont  parallèles  ou  concourantes.  Nous  n'in- 
sisterons pas  sur  la  démonstration.  On  sait  que  les  projec- 
tions centrales  ont  été  surtout  étudiées  par  Poncelet,  dans 
son  bel  ouvrage  des  propriétés  projectives  des  figures , 
et  on  peut  voir  dans  ce  livre  toute  la  fécondité  de  cette 
théorie. 

Le  troisième  lemme  est  une  conséquence  immédiate  des 
deux  premiers.  Concevons  un  cône  ayant  pour  base  la  cir- 
conférence de  la  figure  1,  et  des  plans  passant  par  le  som- 
met du  cône  et  les  côtés  de  Thexagone  inscrit  dans  le 
cercle  ;  si  nous  coupons  le  cône  et  les  plans  par  un  nouveau 
plan  arbitraire,  nous  obtiendrons  une  conique  dans  laquelle 
sera  inscrit  un  nouvel  hexagone  ;  les  points  de  rencontre  des 
côtés  opposés  du  nouvel  hexagone  seront  évidemment  en 
ligne  droite.  Ainsi  se  trouve  étendu  à  toutes  les  coniques 
rhexagoue  mystique  de  Pascal,  fondement  du  traité  qu'a 
préparé  Pascal. 

Nous  indiquerons  rapidement  quelques  applications 
importantes  de  ce  théorème. 

1®  Construire  une  conique  par  points. 

Soient  BAFED  cinq  points  d'une  conique  (fig.  2);  menons 
par  D  une  droite  quelconque,  et  proposons-nous  de  trouver 
sur  cette  droite  le  point  C  inconnu  appartenant  à  la  conique. 
Ce  point  C  forme  avec  les  points  donnés  un  hexagone  ins- 
crit dans  la  conique.  AB  et  ED  se  rencontrent  en  M;  AF 
et  DC,dont  les  directions  sont  connues,  se  rencontrent  en  N; 
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donc  le  côté  EF,  et  le  c6té  BG  dont  la  direction  est  inconnue, 
doivent  se  rencontrer  en 
un  point  P  situé  sur  MN; 
or,  EF  rencontre  MN  au 
point  P,  donc  la  direction 
PBG  sera  celle  du  côté  BG, 
et  le  point  G  où  PB  ren- 
contre DG  sera  le  point 
cherché. 

2^  Mener  une  tangente  à 
une  conique  par  un  point 
pris  sur  la  courbe. 

A,  G,  D,  E,  F  étant  cinq 
points  d'une  conique,  pro- 
posons-nous de  mener  par 
Aune  tangente  à  la  courbe; 
on  peut  regarder  (fig.  5)la 
tangente  au  pointÂ  comme 


Fig.  «. 


étant  le  sixième  côté  infiniment  petit  d'un  hexagone  inscrit 
dans  la  conique  que  déterminent  les  cinq  points,  les  côtés 
opposés  de  cet  hexagone,  à  savoir  AF  et  GD,  AG  et  FE,  se 


Fig,  3. 

rencontrent  en  N  et  M,  donc  le  point  de  concours  de  la  tan- 
gente en  A  et  du  côté  ED  doit  se  trouver  sur  MN  ;  ED  ren- 
contre MN  au  point  P,  donc  AP  sera  la  tangente. 

3^  La  propriété  du  centre  des  coniques  découle  de  l'hexa- 
gramme  mystique. 

Considérons  (fig,  4)\xne  des  coniques,  ellipse  ou  hyperbole, 
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à  laquelle  on  peut  mener  deux  tangentes  parallèles  ;  soient 

B  et  F  les  deux  points  de 
de  contact  et  0  le  milieu 
BF;  0  est  le  cenlre  de  la 
conique,  qui  divise  en  deux 
parties  égales  les  cordes 
passant  par  ce  point.  Soit 
pris  en  effet  un  point  A  quel- 
conque sur  la  courbe  que 
nous  joignons  au  point  B. 
Par  F  menons  une  parallèle 
AF  à  BD;  joignons  AF,  BD; 


Fig.  4. 


le  quadrilatère  ABDF  peut  être  regardé  comme  un  hexa- 
gone ABGDEFA  ayaut  deux  côtés  BC^  FE  infiniment  petits 
se  confondant  avec  les  tangentes  en  ces  points. 

Les  côtés  AB,  FD  parallèles  ont  leur  point  de  concours  à 
l'infini,  il  en  est  de  même  des  tangentes  BG,  FE  ;  la  droite 
qui  joint  ces  deux  points  étant  à  Tinfini,  les  côtés  BD,  AF 
se  rencontreront  sur  une  droite  à  l'infini,  et  par  suite  sont 
parallèles.  La  figure  ABDF  est  un  parallélogramme,  et  la 
corde  AD  passant  par  le  milieu  0  de  BF  est  partagée  en  ce 
point  en  deux  parties  égales. 

4^  Les  milieux  d'un  système  de  cordes  parallèles  dans  une 
conique  sont  en  ligne  droite. 


M 


Fig,  5. 

Soient  (fig.  S)  AB,  CF,  AD  trois  cordes  parallèles  quel- 
conques. Considérons  l'hexagone  ABGDEFA.  Les  côtés  op- 
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posés  AB,  DE  sont  parallèles  et  se  renconirent  à  l'infini  ;  BC 
et  EF  concourent  en  M  ;  AF  et  CD  en  N;  donc  MN  est  paral- 
lèle aux  droites  AB,  ED,  par  suite  à  CF. 

La  droite  liK  qui  joint  le  milieu  de  AB  au  milieu  de  CF 
passe  par  le  poinl  I  intersection  des  diagonales  du  trapèze 
ABCF  et  par  suite  par  le  milieu  G  de  MN  parallèle  à  AB. 

La  droite  KQ,  qui  joint  le  milieu  de  CF  au  milieu  de  ED 
passe  par  le  point  de  concours  des  diagonales  CD,  EF  du 
trapèze  CFED  et  par  suite  par  le  milieu  G  de  MN  paral- 
lèle à  ED.  Donc  les  trois  points  H,  E,  N  des  trois  cordes  pa- 
rallèles sont  sur  une  ligne  droite  NP,  diamètre  de  la  courbe. 

On  prévoit  qu'il  n'est  pas  difficile  de  conclure  que  les  tan- 
gentes aux  extrémités  NP  du  diamètre  sont  paralèlles  aux 
cordes  divisées  par  le  diamètre  en  deux  parties  égales, 
qu'il  existe  une  infinité  de  diamètres  conjugués,  et  un  sys- 
tème d'axes  ou  diamètres  conjugués  rectangulaires.  Nous 
ne  croyons  pas  devoir  insister.  (A  suivre.) 


QUESTION  143. 

SolviioM  par  M.  Hbnriqce,  élève  du  Lycée  de  Bordeaux. 


Par  un  point  fioce  A  on  mène  une  droite  coupant  deux  parallèles 
données  enTetQ.  Par  les  points  TetQ  on  mène  des  droites  respec- 
tivement parallèles  à  des  droites  données  et  le  coupant  en  R. 
Prouver  que  le  lieu  de  "R  est  une  droite. 

Posons  AC  =  a  et  soit  QD  =  h  la  distance  des  deux 
parallèles.  La  droite  QD 
prolongée  rencontre  PR 
en  B. 

Soit  a  l'angle  constant 
RPX. 

A  cause  des  triangles 
semblables  ACP  et  PQD 
PD  h 


on  a 


CD 


0  + A' 
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Or  •  PD  =  DB  cotg* 

,  DB  h       , 

DB 
Le  rapport  -r^rr-  étant  constant  et  Tangle  GDB  étant  droit, 

le  triangle  CDB  est  toujours  semblable  à  lui-même  et  par 
suite  l'angle  DGB  est  constant.  Donc  le  lieu  du  point  B  esl 
la  droite  GB. 

Le  triangle  QBR  a  ses  côtés  parallèles  respectiyement  à 
des  directions  constantes,  et  deux  de  ses  sommets  Q  et  B  se 
meuvent  respectivement  sur  les  droites  HQ  et  HB  ;  donc  le 
troisième  sommet  se  meut  sur  la  droite  HR. 


QUESTION  165. 

Solution  par  M.  Bocheron,  élève  du  Lycée  de  Hoolins. 


b  6/  c  sont  deux  côtés  â!un  triangle^  1  et  Y  les  bissectrices 
intérieures  et  extérieures  de  Cangle  compris.  Il  existe  entre  ces 
quatre  longueurs  la  relation 

b«c«  4=  1*  (b  +  c)«  +  P(b  —  c)«.    (Launoy.) 

Éliminant  a^bc  entre  ces  formules,  on  a  : 
bc  {b  +  cy  —  /•(&  +  c)*  =  /'•  (c  —  6)«  +  6c  (c  —  6)«; 
effectuant  et  réduisant  on  a  : 

46»c«  =  Z«  (6  +c)^  +  r*  (6  —  c)«. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Dupuy,  à  Grenoble;  Objois,  k 
Moulins;  Girod,  àBelley;  Deslais,  au  Mans;  Elie,  Collège  Stanislas;  Cadot. 
Lycée  Saint-Louis;  Longueville.  à  Gharlevilie;  Ferber,  à  Lyon;  Gino  Loria,  à 
Mantoue  (Italie);  Schlesser,  à  Saint-Quentin;  Blesscl,  piqueur  au  service  des 
l)onts  et  chaussées,  à  Paris  ;  Boulogne,  à  Saint-QueAtin. 
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QUESTION  168. 

SoluUon  par  M.  Marin,  élève  du  I^ycée  d'Agen. 


Étant  donné  un  trapèze  isoscèle  trouver  par  la  géométrie  une 
relation  entre  sa  hauteur,  sa  surface,  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit et  Vun  des  côtés  non  parallèles. 

Soit  ABGD  un  trapèze  isoscèle  inscrit  dans  un  cercle  0  ;  et 
soient  HK  =  A  sa  hauteur,  DG 
=  a  et  r  le  rayon  du  cercle  0. 

On  a    S  =  2NN.  h. 

Mais  les  triangles  semblables 
NNO  et  EDG  donnent 
NN  h 


a 


d'où 


NO 

Or    NÔ*=r« i-, 

a' 

y  4r*  — à 


A^^^ < 

1 ^ 

D 

Y                                K 

1 

\w\ 

0 

c 

.'     Y. 

1 

NO  = 


Alors 


h 


2a 


d'oîi 


NN=— y4r«  —  a' 

2a     ^ 


et  par  suite 


S  =  —  /4r«  —  a«  . 

a      ^ 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Deslais,  du  Mans;  Longueville, 
de  CharleTiile. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 

K  —  Construire  xin  triangle  ABC  connaissant  les  points 
M,  N,  P,  milieux  des  arcs  sous-tendus  par  les  côtés  BG,  AG. 
AB  dans  le  cercle  circonscrit  au  triangle. 
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230.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  les  points  de 
rencontre  du  cercle  circonscrit  avec  les  hauteurs  du  triangle. 

231.  — Sur  les  trois  côlés  d'un  triangle  ABC,  on  construit 
les  carrés  ABED,  AGGF,  BCHI.  Connaissant  les  points  de 
rencontre  des  droites  ED,  FG,  HI,  construire  le  triangle. 

232.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  les  points  de 
rencontre  a,  p,  y  du  cercle  circonscrit  avec  la  bissectrice,  la 
médiane  et  la  hauteur  issues  d'un  même  sommet. 


Mathématiques  spéciales. 

233.  —  Du  centre  d'un  cercle,  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires OT  sur  les  tangentes  i  un  autre  cercle,  et  sur  chacune 
d'elles  on  prend,  à  partir  du  point  T  et  de  part  et  d'autre 
de  la  tangente,  des  longueurs  égales  TP  =  TF,  telles  (jue 
l'on  ait  OP,  OP'  =  K«.  Trouver  le  lieu  des  points  P  et  F. 

234.  —  Un  diamètre  d'une  ellipse  est  donné  en  grandeur  et 
en  position.  Son  conjugué  est  donné  en  grandeur  seulement. 
Trouver  le  lieu  des  foyers. 

SS35.  —  Connaissant  un  foyer  d'une  ellipse,  l'excentricité  et 
un  point,  trouver  l'enveloppe  des  directrices. 

236.  —  Lieu  du  sommet  d'un  triangle  dont  les  deux  côtés 
issus  du  sommet  touchent  une  conique  donnée,  tandis  que 
les  deux  autres  sommets  parcourent  une  seconde  conique 
donnée. 

237.  —  Étant  donnée  une  conique  à  centre  rapportée  à  un 
foyer,  trouver  l'expression  de  la  longueur  de  l'axe  non  focal. 
Applications  au  lieu  des  sommets  des  ellipses  qui  ont  un 
foyer  et  un  point  communs,  et  pour  lesquelles  la  longueur  du 
petit  axe  est  la  même. 

Le  Rédacteur-Gérant» 
J.  KOEHLER. 


llPftUlBBlB  CBimALB  DBS  CHBHINS  DE  FBB.  —  A.  CBIIX  BT  C*" 
RCB  BBBOBrB,  S0«  a  PAUf.  —  S5S8-0. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

ET  SE  LEURS  PBOPMÉTÉS 
Par  M.Ija«m«jr,  mattre  répétiienr  an  Lycée  Loois-le-Gniid. 

« 

(Suite  ^  Yoir  p.  97  et  suiv.) 


XXIII.  Problème.  —  Consh^uire  les  normales  à  Vellipse 
issuei  d'un  point  donné  du  petit  axe. 

Si  dans  réquation  du  théorème  précédent,  on  fait  /  =  c, 
le  point  R  se  confond  avec  le  centre  de  l'ellipse  et  le  point 
P  se  trouve  sur  le  petit  axe  ;  on  a  pour  RP  deux  valeurs 
nulles  auxquelles  correspondent  deux  normales  qui  coïn- 
cident avec  le  petit  axe  et  deux  autres  valeurs  données  par 
réquation     a*  RD*  —  a^c^  +  &«(d*  +  c«)  =  o. 

Le  point  R  du  théorème  précédent  coïncidant  avec  le 
point  0,  on  a  (fig.  10}  dans  le  triangle  OPD 

PD^  =  d«  +  OD^,  __ 

et  en  substituant  dans  Téquation  la  valeur  de  OD^  tirée  de 
cette  relation,  on  a 

a«(PD*^  *)  —  aV  +  6«(d«  +  c»)  =  o 
ou  .a«PD*  =  c«(d»  +  c«)  =  c«PP 

ce  qui  donne  la  proportion 
PD         PF 

c  a   ' 

Le  point  P  étant  donné,  on 
construit  les  normales  issues  de 
ce  point  de  la  manière  suivante  : 
on  prend  sur  PF  et  PF'  une  lon- 
gueur égale  à  a  par  un  arc  de 
cercle  de  centre  P,  on  joint  les 
points  obtenus,  et  la  ligne  qui 
joint  ces  deux  points  est  coupée 
par  le  cercle  décrit  du  point  P 
^•V-  *o,  comme  centre  avec  c  pour  rayon 
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en  deux  points  qu'il  suflBt  de  joindre  au  point  P  pour  avoir 
deux  normales  répondant  à  la  question. 

Remarque.  —  Cette  construction  peut  s'appliquer  seule 
lorsque  Tellipse  est  tracée,  à  la  place  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  PFF  qui  donne  également  le  point  M;  mais  si 
Tellipse  n'est  pas  tracée,  le.^  deux  constructions  simultanées 
sont  nécessaires  et  donnent  le  point  M  avec  sa  normale  et 
sa  tangente. 

XXIV.  Théorème.  —  Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  pomts 
M,  D,  F  (fig.  10)  est  tangent  à  la  droite  FF. 

On  a  démontré  {Journal  de  Math,  élém.,  3®  année,  p.  199, 

PF  c 

III)  la  relation  r^rrr  =  — 

'  PM         a 

et  on  vient  de  trouver  par  le  problème  XXIII 

PF   _  a_ 

PD  ■"  c  ' 
on  en  déduit,  en  multipliant  membre  à  membre, 

PF=PDxPM; 
donc  la  droite  PF  est  bien  tangente   au  cercle   PDM.  Le 
centre  de  ce  cercle  est  évidemment  sur  FT'  perpendiculaire 
à  PF;  il  se  trouve  donc  au  point  C  où  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  MF  vient  rencontrer  FT'. 

Corollaire  I.  —  Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 
M,  D,  F'  est  aussi  tangent  à  PF,  puisque  PF'  =  PF,  et  son 
centre  C  est  à  l'intersection  de  FT'  et  de  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  MF. 

Corollaire  II.  —  La  ligne  CC  que  Ton  vient  de  définir 
est  perpendiculaire  à  la  normale  MD,  car  elle  forme  la  ligne 
des  centres  de  deux  cercles  qui  ont  la  ligne  MD  pour  corde 
commune  ;  de  plus,  GC  partage  la  longueur  MD  en  deux 
parties  égales. 

Corollaire  III. — Soit  0'  le  point  où  se  coupent  les  perpen- 
diculaires élevées  sur  les  milieux  des  rayons  vecteurs;  0'  se 
trouve  évidemment  sur  le  petit  axe  de  la  courbe,  puisque 
c'est  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  points  F,  P,  F,  M,  T'. 
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L'angle  COC  est  supplémentaire  de  FMF'et  par  suile  de  son 
égal  CT'G  ;  le  quadrilatère  GO'C'T'  est  inscriptible  dans  un 
cercle. 

XXV.  Théorème.  —  Si  par  les  points  oU  les  normales 
issues  d'un  point  P  et  menées  à  une  ellipse  rencontrent  le  grand 
axe,  on  mène  des  parallèles  av^  rayons  vecteurs  du  point  cor- 
respondant  et  qu'on  abaisse  des  perpendiculaires  du  point  P  sur 
ces  parallèles,  les  points  obtenus  sont  sur  un  cercle  de  centre  P. 

Pour  le  démontrer,  il  faut  se  reporter  à  la  figure  9;  les 
triangles  PRD  et  MDH,  étant  semblables,  donnent  la  propor- 

PR         MH 

^^^^  PD   =  MD  ' 

MH 
on  a  posé  PR  =  d,  et  on  a  trouvé  (XXII)  pour  le  rapport  rrjrr- 

,        .        a  sin  a  .  - 

la  valeur ,  ce  qui  donne 

PR         a  sin  a 


PD  c       ' 

d'oli  PD  sin  a  =  — . 

a 

Soit  DK  parallèle  à  MF  et  PK  perpendiculaire  sur  cette 

parallèle,  Tangle  PDK  étant  égal  à  a,  on  a 

dr 

PK  =  PDsina  =  --îî:-. 

a 

La  longueur  PK  ne  dépend  donc  que  de  la  distance  d; 
or,  on  sait  que,  dans  le  cas  général,  on  peut  du  point  P  mener 
quatre  normales  à  Tellipse;  à  chacune  de  ces  normales  cor- 
respondent deux  parallèles  analogues  à  DK,  et  par  suite  huit 
points  tels  que  K  dont  la  dislance  au  point  P  est  la  même, 
c'est-à-dire  qu'ils  sont  tous  sur  un  cercle  décrit  du  point  P 

comme  centre  avec pour  rayon,  et  ce  rayon  sera  le  même 

pour  tous  les  cercles  pareils  dont  les  centres  seront  sur  une 
parallèle  au  grand  axe  menée  à  la  distance  d. 

XXVI.  Théorème.  —  Si  deu^  noimales  issues  dun  point 
du  plan  dune  ellipse  ont  même  longueur,  d  désignant  la  dis- 
tance  de  ce  point  au  grand  axe,  2a  et  2%  les  angles  des  rayons 
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vecteurs  des  points  où  aboutissent  les  normales^  on  a  la  relation 

tg^tg^  tg  — i —  =  -^ . 

En  se  reportant  à  la  figure  9,  théorème  XXII,  on  voit  que 

PM  =  PD  +  DM; 

or  (XX)  DM  ==       ** 


a  cos  a 
de 


et  (XXV)  PD  = 

a  sin  a 

a  sm  a         a  cos  a 
De  même,  PM'  étant  une  seconde  normale, 

a  sm  a        a  cos  a 
et  la  condition  PM  =  PM'  donnée  dans  l'énoncé  conduit  \ 
la  suivante  : 

de    /     i  ^    \  ^  ^(     ^      _       '\ 

a     \  sin  a  sin  a'/      '    a    \cos  a  cos  a/ 

de  (sin  a  —  sin  a)  6*  (cos  a  —  cos  a  ) 

ou  — 


or 


sin 

a  sin 

a 

COS  a  COS 

a 

sin 

a  — 

sin  a 

= 

2 

sin 

r 

a 

— 

•  a 

COS 

r 

a 

+ 

2 

a 

2 

cos 

a  — 

cos  a 

^MHB   ■ 

— 

2  sin 

a 

sin 

a 

+ 

2 

2 

«B^ 

2 

sin 

> 
a 

— 

•  a 

sin 

a 

+ 

a 

2  2 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  précédente  et 
divisant  les  deux  membres  de  cette  relation  par  le  facteur 

Qi  —  a 

sin ,  on  trouve 

2 

a  -1-  a'  a'  -f-  ot 

de  cos  — ' 6*  sin • — 


sin  a  sin  a'  cos  a  cos  a 


d'où  Ton  déduit  la  relation  cherchée 

a  -f-  a  de 

tg  a  tg  a  tg  — i^ =  -— 
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XXVII.  Rayon  et  centre  du  cercle  osculaieur  en  un  point 
d'une  ellipse. 

Si  du  point  P  défini  dans  le  théorème  précédent  par  cette 
condition  que  deux  des  normales  issues  de  ce  point  sont 
égales,  on  décrit  un  cercle  de  rayon  égal  à  leur  longueur 
commune,  ce  cercle  sera  tangent  à  Tellipse  aux  deux  points 
où  aboutissent  les  normales;  il  sera  alors  doublement  lan- 
gent à  Tellipse. 

Gela  étant,  soient  PM  et  PM'  ces  deux  normales  ;  si  la 
première  reste  fixe  e^  si  Ton  suppose  que  le  point  P  se  meut 
sur  elle  de  telle  sorte  que  les  normales  qui  partent  de  ce 
point  soient  toujours  égales,  il  arrivera  un  moment  où  le 
point  P  occupera  sur  PM  une  position  telle  que  les  deux  nor- 
males PM  et  PM'  n'en  formeront  plus  qu'une;  comme  elles 
n'auront  point  cessé  d'être  égales,  la  relation  du  théorème 
précédent  sera  encore  vraie  et  la  position  du  point  P  sur 
la  normale  PM  sera  définie  par  cette  même  relation  dans 
laquelle  et  =  a,  c'est-à-dire  par 

tg*  « = 4-  ^*^ 

La  parallèle  au  grand  axe  menée  à  la  distance  d  ainsi 
définie  rencontrera  la  normale  PM  au  point  P. 

Le  cercle  considéré  ci-dessus  sera  devenu  le  cercle  oscu- 
laieur à  l'ellipse  au  point  M,  et  le  point  P  que  l'on  vient  de 
construire  sera  son  centre. 

Gomme  à  la  valeur  de  a  ne  correspond  qu'une  seule 
valeur  pour  d,  on  en  conclut  que  la  normale  PM  ne  contient 
qu'un  seul  point  jouissant  de  cette  propriété  que  deux  des 
normales  issues  de  ce  point  et  menées  à  l'ellipse  sont  con- 
fondues. Chaque  normale  à  l'ellipse  contient  un  pareil 
point  et  le  lieu  de  tous  ces  points  constitue  la  développée  de 
l'ellipse. 

Quant  à  la  valeur  R  du  rayon  du  cercle  osculateur  au 
point  M,  elle  sera  donnée  par  l'expression 

a  sin  a  a  cos  a  ' 

d  ayant  la  valeur  donnée  par  la  relation  (1). 
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On  a  Ra  sin  a  =  de  +  6*  tg  a 

et  comme  en  vertu  de  (1) 

de  =  b*  tg'  a, 


il  vient  Ra  sin  a  =  5*  tg  a(  i  +  tg'a)  = 


b*  sin  a 
cos*  a 


d'oîi 


R  = 


Si  Ton  remarque  que 

N  = 


a  cos*  a 
6« 


(XX), 


a  cos  a 
on  obtient  une  seconde  expression  de  ft,  savoir 

W  =  z — , 

cos*  a 

d'oîi  la  construction  suivante  de  R  :  MD  (fig,  11)  étant  la 

normale  en  M,  en  D  on 
élève  une  perpendicu- 
laire à  MD,  qui  rencontre 
le  rayon  vecteur  MF'  au 
point  I  ;  en  ce  point  on 
élève  une  perpendiculaire 
à  FM  ;  cette  perpendicu- 
laire coupe  la  normale 
MD  au  point  R  tel  que 

MR=      N 


Fig.  44, 


cos*  a 


Enfin,  on  a  obtenu  (VIII,  remarque) 

b 

cos  a  =  -T7-> 
0 

b'^ 
on  en  déduit  R  =  — r"« 

On  trouvera  la  construction  de  R,  partant  de  cette  expres- 
sion, dans  le  Journal,  3°  année,  p.  165  et  suivantes. 

XXVIII.  Théorôme.  —  Il  existe  entre  les  rayons  vecteurs 
MF  et  MF'  (Tun  point  M  d'une  ellipse,  le  rayon  R  du  cercle  os- 
culateur  en  ce  point  et  a  le  demi-angle  des  rayons  secteurs,  la 

1,1  2 

relation  -rrrr  + 


MF 


MF 


R  C05  a  * 


—  ^sl  — 


En   effet,  si  dans  la  première  expression  de  R  que  l'on 

vient  d'obtenir,  on  remplace -—  parle  produit  MF  X  MF' 

cos*  a 

(V)  et  si  Ton  remarque  que 

MF  -f  MF 


on  peut  écrire 


a  = 


R  = 


2MF  X  MF 


ou 


cos  a  (MF  X  MF) 
MF  +  MF  2 


MF  X  MF;         R  cos  a  • 
relation  qui  conduit  immédiatement  à  celle  de  Ténoncé. 

Remarque.  —  Soit  (fig.  42)  un  cercle  de  centre  0,  PAR  un 
diamètre,  PM  une  tangente  et  MQ  la  corde  des   contacts  ; 


Fig.  42, 

le  triangle  rectangle  PMO  donne 

PM*  ou  PA  X  PB  =  PQ  X  PO  ; 

PA  +  PB 


or 


P0  = 


PA  +  PB 


donc  PA  X  PB  =  PQ'X 

2 

d'où  l'on  déduit  facilement 

PA  ^   PB         PQ  • 
Cela  étant,  soient  (fig.  48}  MF  et  MF'  les  rayons  vecteurs 
du  point  M  d'une  ellipse  ;  sur  MF'  on  prend  une  longueur 
MFj  =  MF  et  si  I  est  le  milieu  de  FT^ 

.MI=    MF+MF.^^^ 

2 
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Si  TQ  est  la  corde  des  contacts  des  tangentes  issues  da 
point  M  et  menées  au  cercle  décrit  du  point  I  comme  centre 
avec  IF'  pour  rayon,  on  a,  comme  on  vient  de  le  voir, 


MF 


+ 


et  par  suite 


doù 


2 


MQ 


MQ 


R  = 


R  cos  QL 
MQ 

cos  a  ' 


La  polaire  TQ  prolongée  rencontre  précisément  la  nor- 
male en  M  au  point  R  tel  (pie 
MR  =  R,  c'est-à-dire  au  centre 
du  cercle  osculateur  en  M. 

On  déduit  alors  la  construc- 
tion suivante  du  rayon  MR: 
sur  l'un  des  rayons  vecteurs 
MF'  on  prend  une  longueur 
MI  =  a  ;  avec  IF'  pour  rayon 
on  décrit  un  cercle  de  centre 

I  ;  on  prend  MF  =  —   et  du 

point  l' comme  centre  avec  l'M 
pour  rayon  on  décrit  un  nouveau  cercle  ;  la  corde  TQ  com- 
mune à  ces  deux  cercles  rencontre  la  normale  en  M  au 
point  R  tel  que  MR  =  R.  (A  suivre,) 


NOTE  D'ALÛÈBRE 

Par  M.  Psjon,  Professeur  au  Lycée  de  Cahors. 


Loi  des  variations  de  la  fraction  du  premier  degré 

_   ax-{-  b 

^~  a'x  +  b" 
X  croissant  d^une  manière  continue  depuis  —  oo  jusqu'à  +  <»  » 

Les  variations  de  la  fraction  du  premier  degré  sont  sou- 
mises à  une  loi  générale  très  simple^  dont  l'application  est 
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utile  dans  la  discussion  de  toute  une  classe  de  formules. 
Cette  loi  n'étant  ni  établie,  ni  énoncée  dans  les  ouvrages 
classiques  d'algèbre,  nous  croyons  devoir  traiter  cette  ques- 
tion dans  l'intérêt  des  élèves. 
Nous  supposons  évidemment  qu'entre  les  coefficients  a,  6, 

a,  b'  on  n'a  pas  la  relation  — r  =  -77-.  On  sait  que  dans  ce 

cas  la  fraction  est  constante  et  égale  à  —7-. 

I.  Continuité  de  la  fonction.  —  On  démontre  d'abord  que  le 
binôme  Mx  +  N  est  continu  et  croit  depuis  —  00  jusqu'à 
-j-  00 ,  ou  décroit  depuis  +  00  jusqu'à  —  00 ,  selon  que  M 
est  positif  ou  négatif. 

De  la  continuité  des  deux  termes  on  déduit  aisément  celle 

de  la  fraction.  Soit  -^  la  valeur  déterminée  que  prend  y 
lorsqu'on  donne  à  x  une  valeur  quelconque  autre  que  — 


a" 


a,  6,  fc,  les  accroissements  positifs  ou  négatifs  de  Â,  de  B  et 

de  -^  lorsque  x  augmente  d'une  quantité  positive  h  aussi 

petite  qu'on  voudra.  On  a  : 

_    A  +  g A_  _    Bx  — A6 

B  +  6  B""B«  +  B6' 

d'où  il  est  facile  de  conclure  que  k  tenjl  vers  zéro. 

Lorsque  la  variable  x  passe  par  la  valeur r-,  le  déno- 
minateur d'y  s'annule  en  changeant  de  signe,  le  numérateur 
conservant  le  sien  ;  la  fraction  passe  alors  par  l'infini  en 
changeant  de  signe  à  ce  passage. 

II.  La  fraction  du  premier  degré  varie  dans  le  même  sens 
que  la  variable  s.  ou  en  sens  contraire  selon  que  àb'  —  ba'  est 
positif  ou  négatif.  —  La  fonction  y,  étant  continue  et  ne  pas- 
sant qu'une  seule  fois  par  chaque  valeur,  puisque  à  une 
valeur  d'y  ne  répond  qu'une  seule  valeur  d'à?,  est  toujours 
croissante  ou  toujours  décroissante.  Il  suffit  donc  de  déter- 
miner le  sens  de  sa  variation  lorsque  x  passe  par  deux 
valeurs  quelconques  •  • 
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Or  pour  X  =  ±  <x>    on  a  y  =  — r-  Soit  k  raccroissement 

d'j/  lorsque  x  croit  de  n  à  -f-  oo>  ^  étant  aussi  grand  qu'on 

voudra.  On  a  : 

,  a  an  •■{-  b      ab'  —  ba 


'L*       9 


a  an  +  b'  a*n  -\-  ab' 

le  dénominateur  étant  positif;  si  n  est  suffisamment  grand, 
le  signe  de  k  est  le  môme  que  celui  de  ab'  —  ba\ 

Donc  selon  que  ab'  —  ba  est  positif  ou  négatif,  la  fonc- 
tion varie  dans  le  même  sens  que  la  variable  ou  en  sens 
contraire. 

III.  Loi  générale  des  variations  de  la  fraction.  —  Nous  avons 
supposé  que  x  croit  depuis  —  oo  jusqu'à  -f-  oo.  Si  ab'  —  ba 

est  positif,  y  croit  depuis  — ;-  jusqu'à  +  oo  ,  passe  brusque- 

a  t 

ment  à  —  oo  et  croit  depuis  —  oc  jusqu'à  — ;-.  Si  ab'  —  6a 

est  négatif,  y  décroit  depuis  —7-  jusqu'à  —   00,  passe  brus- 
quement à  -f-  00  et  décroit  depuis  +  ^  jusqu'à  — ;-. 
IV.   Applications,   —    1°  Discuter  la  formule    des   mirmrs 

concaves  p  =  — ^--r. 

p  — f 

On  a  :  ab'  —  ba  =.  —  /**  ;  donc  p  varie  en  sens  inverse 

de  p.  Supposons  que  p  décroisse  depuis  +  ce  jusqu'à  zéro, 

la  formule  donne  les  valeurs  correspondantes  ; 

(p  =  -f-cx>        p  =:  2f       p  =  f  p  =  o 

(p  =  f  p  =1  2f       p  =dt   00  p  =  o 

et  Ton  conclut  immédiatement  les  sept  cas  donnés  dans  les 

traités  de  physique. 

2®  Étant  donné  sin  x  = —, ,  déterminer  les  limites 

2m  -f-  I 

de  m,  r angle  x  restant  compris  entre  o^  et  180^. 

On  a  :  ab'  —  ba  =  —  19;  donc  m  varie  en  sens  inverse 
de  sin  ce.  La  formule  donne  les  valeurs  correspondantes  : 

sin  a?  =         o    sin  oî  =  i 
m  =  —  10  f»  =  9 
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Doncsinu?  croissant  depuis  zéro  jusqa*à  i,  m  décroît  de 
—  10  à  —  00 ,  passe  brusquement  à  +  oo  et  décroît  ensuite 
jusqu'à  9. 

3®  Couper  une  sphère  par  un  plan  de  manière  que  le  volume 
de  run  des  segmetits  ainsi  obtenus  soit  une  fraction  donnée  k 
du  volume  du  cylindre  qui  aurait  même  base  et  même  hauteur 
que  le  segment  sphérique. 

Entre  qvslles  limites  peut  varier  k  ? 

(Baccalauréat  es  sciences,  Montpellier,  14  juillet  1879.) 

La  hauteur  du  segment  sphérique  étant  représentée  par  ce, 

on  trouve  la  formule: 

3R(2K-i)  . 

""-       3K-1        ' 
3R  étant  constante,  x  varie  dans  le  môme  sens  que  la 

2K I 

fraction  -r-^ ,  et  comme  cette  fraction  donne  :  ab'  —  ba 

3K.  —  I 

=  I,  X  et  K  varient  dans  le  même  sens.  Or,  la  formule  donne: 

a;  =    0         ce  =  2R 

K  =  —        K=  cx) 
2 

Donc  ce  croissant  de  o  à  2R,  K  croit  depuis  — jusqu'à 

-f-  <x>. 

4<*  Dans  quelle  direction  faut-il  lancer  une  bille  élastique  pour 
qu'après  trois  réflexions  sur  un  billard  circulaire  elle  revienne 
au  point  de  départ?  Examiner  le  cas  ou  la  bille  placée  en  dehors 
pourrait  pénétrer  librem£nt  dans  Uintérieur  du  cercle  et  revenir 
librement  au  point  de  départ. 

Il  suffit  évidemment  de  déterminer  le  premier  point  d'inci- 
dence, le  second  point  étant  à  l'extrémité  du  diamètre  passant 
par  la  position  initiale  de  la  bille,  et  le  troisième  étant 
symétrique  du  premier  par  rapport  à  ce  diamètre. 

R  étant  le  rayon  donné  du  billard,  d  la  distance  donnée 
de  la  bille  au  centre,  ce  la  projection  du  rayon  mené  au  pre- 
mier point  d'incidence  sur  le  diamètre  qui  passe  par  la  bille, 
on  obtient  la  formule: 

-,-  R(R-d) 

2a 
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—  d  -I-  T{ 

La  fraction ,         donnant  ab'  —  ba  =  —  2R,  a  et  x 

varient  en  sens  inverse  Tan  de  l'autre.  Or^  d'après  la  formule, 

R  R 

si  a;  ==  R,  on  a  d  =  -5-,  et  si  d  =  00 ,  on  a  x  = • 

0  2 

Donc  si  d  croît  depuis  son  minimum  —  jusqu'à  +  « ,   x 

décroît  depuis  son  maximum  R  jusqu'à sonminimum, 

2 

et  l'on  a  le  tableau  des  valeurs  principales  : 

(i=-Ç-       d=—        d  =  R       d=  +  x> 
3  2 

^  R  R 

a?=  R  x= —       05=0        0?= 

2  2 

Remarque  générale. 

Lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  par  les  méthodes  élémentaires 
les  limites  d'une  fonction  ou  de  sa  variable  dans  des  con- 
ditions particulières,  la  loi  des  variations  de  cette  fonction 
fournit,  en  général,  un  moyen  plus  simple  et  plus  sûr  que 
l'emploi  des  inégalités.  La  question  suivante  posée  aux 
examens  oraux  pour  Saint-Gyr  (1879)  en  offre  un  exemple 
assez  remarquable. 

Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  la  surface  du  trapèze 
formé  dans  une  ellipse  par  la  distance  focale^  deux  rayons 
vecteurs  parallèles  et  de  même  sens  et  la  droite  qui  joint  leurs 
extrémités. 

a  désignant  l'angle  des  rayons  vecteurs  cherchés  avec  le 
grand  axe  2a,  2b  le  petit  axe  et  2C  la  distance  focale,  l'ex- 
pression de  la  surface  de  ce  trapèze  est 

j^ 2aft*c  sin  a 

6*  +  c*  sin*  a  ' 
et  à  cause  de  la  quantité  constante  2a&*c,  il  s'agit  de  trouver 
le  maximum  et  le  minimum  de  la  fraction 

sin  g 

^  ~    6«  +  c«  sin»  a 
lorsque  sin  a  croit  depuis  o  jusqu'à  i.  Dans  ces  limites,  y 
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esl  toujours  positif  et  l'on  a  les  yaleurs  correspondantes: 

sin  a  ==  o        sin  a  =  i 

Le  minimum  cherché  est  donc  zéro,  et  le  maximum  serait 

-T-— ; — ;-  si  pendant  que  sina  croit  de  o  à  i,  y  croissait  cons- 
0*  -|-  c* 

tamment. 

Or,  si  l'on  cherche  les  variations  d'y  en  remplaçant  sin  a 
par  une  variable  indépendante  z,  croissant  depuis  —  oo  jus- 
qu'à -f-  ^  9  on  trouve  que  la  fonction  y  croit  depuis  o  jusqu'à 

son  maximum  algébrique  — —  lorsque  z  croit  depuis  o  jus- 
qu'à ^— .  Il  faut  donc  distinguer  trois  cas  : 
c 

1®  —  <  I .  On  a  les  valeurs  correspondantes  : 

b 

z   =  o        z  := Z  =    l 

C 

I  I 

«  =  O      1/  =  — r-  maximum  ;  y  =  -77-r — -- 
^  -^        26c  '  ^       6*  +  c* 

Dans  ce  cas,  sin  a  croissant  depuis  o  jusqu'à  i,  y  croit 
depuis  o  jusqu'à  son  maximum  ^-t— et  décroît  ensuite  jusqu'à 

2C/C 

■ ,,   . — -•  Donc  le  maximum  du  trapèze  a  lieu  lorsque  sin  a 
o"  +  c»  ^ 

=  — .  Sa  surface  est  alors  égale  à  ab,  et  les  rayons  vecteurs 
c 

qui  forment  ses  bases  sont  parallèles  à  la  corde  qui  joint 
les  extrémités  des  deux  axes. 

2**  —  >  I .  On  a  les  valeurs  correspondantes  : 

b 

=  0  z  =  i  z  =  — 

c 


y  =  o       y=  M  .  ..  y  = 


6«  +  c*    ^        26c 
Dans  ce  cas,  sina  croissant  depuis  o  jusqu'à  i,  y  croit 

depuis  o  jusqu'à  .  ^,  valeur  qui  devient  ainsi  son 


maxi- 
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mum.  Le  trapèze  maximum  est  alors  un  rectangle  dont  la 

surface  est  égale  a . 

b  ^         , 

30  —  =  I.  On  a,  dans  ce  cas  : 

c 

—  _    b    _ 

c 

I  I  I 

j/  =  o        y  = 


26c  6*  4"  c*  26* 

Le  trapbze  maximum  est  encore  un  rectangle,  et  sa  sur- 
face est  égale  à  ab. 


ÉTUDE  SUR  UNE  LIGNE  REMARQUABLE  DU  TRIANGLE 

ANTIBISSEGTRIGE 

Par  Haariee  d'Oemgne,  élève  en  Mathématiques  spéciale! 

au  Lycée  Fontanes. 


Définition.  —  Cette  note  a  pour  but  l'exposé  des  principales 
propriétés  d'un  élément  nouveau  que  je  propose  d'introduire 
dans  rétude  du  triangle. 

Cet  élément  est  la  droite  qui  joint  un  sommet  d'tin  triangle 
au  symétrique,  sur  le  côté  opposé,  du  pied  de  la  bissectrice  cor- 
respondante,  par  rapport  au  milieu  de  ce  côté. 

Je  dois  ajouter  que,  dans  ce  qui  suit,  je  donne  à  cette  ligne 
le  nom  i'antibisseâtrice  relative  au  sommet  considéré. 

Propriétés  de  l'antibissectrice.  — Je  me  contenterai  d'énon- 
cer les  propriétés  suivantes  dont  les  démonstrations  sont 
assez  simples  pour  que  j'aie  cru  pouvoir  me  dispenser.de  les 
donner  ici. 

I.  —  Les  distances  d'un  point  quelconque  d'une  antibissectrice 
aux  côtés  adjacents  du  triangle,  sont  inversement  proportionnelles 
aux  cannés  de  ces  côtés. 

Il  suffit  pour  le  démontrer  d'abaisser,  du  pied  de  l'antibis- 
sectrice  et  du  pied  de  la  bissectrice  sur  l'un  des  côtés,  des 
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perpendicnlaires  sur  les  deux  autres  c6tés.  On  a  des  triai)  gles 
semblables  gui  donnent  la  propriété  énoncée. 

II.  —  Les  distances  du  pied  d'une  antibissectrice  aux  côtés 
adjacents  du  triangle  sont  proportionnelles  aux  carrés  des  seg- 
ments déterminés  sur  la  base  par  ce  point, 

III.  —  Les  tj'ois  antibissectrices  d*un  triangle  concourent  en 
un  même  points  dont  les  distances  d',  d",  d'  aiwc  côtés  a,  b,  c 
sont  liées  par  la  relation  a*d'  =  b*d'  =  c*d'. 

IV.  —  Le  point  de  concours  des  antibissectrices  est  le  bary- 
centre  des  sommets  du  triangle  affectés  des  coefficients  coséc  A, 
coséc  B,  coséc  C. 

Relations  métriques.  —  1°  Longueur  de  F  antibissectrice.  Si 
on  considère,  dans  le  triangle  ABC  la  bauteur  AH,  la  bissec- 
trice AD,  la  médiane  AM  et  Tantibissectrice  AI,  on  remarque 
que  AM  est  médiane,  dans  le  triangle  DAI. 

Donc  aP  +  AD*  =  2ASP  +  -^ 

'       2 

et  aP  —  lî?  =  2DI  X  HM. 

Ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

f)p 

2AP  =  2AM*  h ^2HMxDL 

2      ' 

Remplaçant  AM,  DI,  HM  par  leurs  valeurs  que  l'on  sait 
calculer,  on  trouve  en  posant  AI  =  l 

l  ^  y  6^  +  c*  -  bc(a' +  6»  +  C)  ^ 

6  -j-  c  *  ^  ^ 

2<*  Angles  de  la  bissectrice  avec  les  côtés  adjacents.  En  posant 
lAB  =  p,  lAG  =  Y,  on  voit  facilement  que 

4Hi.  =  4.  (1) 

sm  Y  c' 

De  plus  p  4-  Y  =  A 

ou  cos  (3  cos  Y  —  sin  p  sin  y  =  cos  A.  (2) 

De  (1)  et  (2)  on  déduit 

6*  sin  A 
sin  p  = 

y6*  +  c*+  26«c»cos  A 

c'  sin  A 
sm  Y  =   ,  (II) 

y  6*  +  c*  +  26V  cos  A  ^    ' 
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3^  Distances  du  point  de  concours  des  antibissectrices  aux 
côtés  du  triangle.  La  formule  de  la  propriété  (II)  jointe  à  la 
relation  évidente  acf  -f-  bd*  -j"  cd'^  =  2S  (S  étant  la  surface  du 

triangle)  donne       d'  =    ,  .    . r~ir\'  (ÎH) 

^   '  a{ab  +  oc  +  oc) 

De  même  pour  d"  et  (T. 

Remarque.  —  On  peut  considérer  Vantibissectrice  extérieure 
correspondant  à  la  bissectrice  extérieure  comme  Vantibissec- 
trice intérieure  correspond  à  la  bissectrice  intérieure. 

Les  deux  antibissectrices  sont  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  côtés  du  triangle. 

L'antibissectrice  extérieure  donne  lieu  à  une  étude  analogue 
à  celle  que  nous  venons  de  résumer  pour  Tantibissectnce 
intérieure. 

Applications.  —  Nous  allons  maintenant  donner  quelques 
applications  des  théorèmes  contenus  dans  cette  note,  de 
manière  à  faire  ressortir  leur  utilité. 

Problème  I.  —  Deux  points  A  e/  B  se  meuvent  respective- 
ment sur  deux  droites  fixes  Ox  et  Oy,  de  façon  que  la  somme 
OA  +  OB  reste  constante. 
Déterminer  Venveloppe  de  la  droite  AB. 
Nous  allons  d'abord  établir  une  relation  dont  nous  ferons 

plusieurs  fois  usage  au  cours 
de  la  question^ 

Considérons  deux  positions 
quelconques  AB,  A'B',  de  la 
droite  mobile,  qui  se  coupent 
en  M.  Nous  avons 

OA  +  OB  =  OA'  +  OB' 
ou 

OB  —  OB'  =  OA'  —  OA 
c'est-à-dire 

BB'  =  A'A. 

Les  triangles  MAA',  MBB  ayant,  par  suite,  même  base  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs 

MAA'         MH 


«It     14 


MBB' 


MI 
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Mais  ces  triangles  ayant  aussi  même  angle  au  sommet, 

MAA'         MA  X  MA' 
on  a 


Donc 


MBB'   ~   MBXMB* 
MH         MA  X  MA' 


MI  MB  X  MB' 

Gela  posé,  nous  allons  diviser  la  solution  du  problème  en 
deux  parties. 

1°  Déterminons  le  point  oîi  la  droite  AB  touche  son  enve- 
loppe. 

Pour  cela,  considérons  la  position  trës  voisine  A'B',  gui 
coupe  AB  en  M,  et  cherchons  le  point  m  vers  lequel  M  tend 
sur  AB,  lorsque  A'B'  vient  se  confondre  avec  cette  droite. 

D'après  la  relation  précédemment  établie,  on  a,  si  MH  et 
MI  sont  les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  oy  et  orc, 

MH   _  MAX  MA 
MI    ""  MB  X  MB'  • 
De  plus,  Lim  MA  =  Lim  MA  =  mA 

Lim  MB  =  Lim  MB'  =  mB. 
Par  suite,  si  mA  et  mi  sont  les  distances  du  point  m  à  oj/ 

mh  wA 

et  ox,  — r  =  -=r- . 

mi  mB* 

D'après  la  propriété  II,  le  point  m  est  donc  le  pied  de  l'an- 
tibissectrice  du  triangle  OAB  issue  de  0. 

Gonséquemment,  si  on  mène  la  bissectrice  de  Tangle  xot/, 
ozy  qui  rencontre  AB  en  P,  on  a,  d'après  la  définition  même 
de  l'antibissectrice,  AP  =  Bm. 

â°  Gherchons  maintenant  l'enveloppe  de  la  droite  AB. 

Pour  cela,  considérons  la  position  particulière  GD  de  la 
droite  mobile  perpendiculaire  à  OZ,  c'est-à-dire  telle  que 
OG  =  OD.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  on  voit  que  l'enve- 
loppe est  tangente  à  cette  di;oite  en  son  point  d'intersection 
S  avec  OZ.  Gomme  d'ailleurs  cette  enveloppe  a  évidemment 
OZ  pour  axe,  le  point  S  est  sommet  de  la  courbe. 

Si  N  est  le  point  où  GD  coupe  AB  et  si  de  ce  point  nous 
abaissons  les  perpendiculaires  NR  et  NQ  sur  OY  et  OX,  nous 
avons,  toujours  d'après  la  relation  fondamentale, 

NR   _   NDXNA 
NQ   ~    NG  X  NB  ' 

JOUBMAL  Dl  MATH.  1880.  *  H 
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Mais  RND  =  SOT 

comme  ayant  leurs  eôtés  perpendiculaires, 
et  •  QNC  =  SOX 

pour  la  même  raison. 
■Donc  RND  =  QNC 

ND  NR 


etona  ^^^    -    ^^^ 

Par  suite,  „„■  =  i 

ou  NA  =  NB. 

Mais  nous  avons  vu  que  mB  =  PA, 
donc  Nm  =  NP. 

Par  conséquent,  si  L  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  m  sur  OZ, 
on  a  SL  =  SP, 

c'est-à-dire  que  la  sous-tangente  à  la  courbe  enveloppe  esl 
divisée  en  deux  parties  égales  par  le  sommet  de  la  courbe; 
cette  enveloppe  est  donc  une  parabole.  On  voit,  de  plus, 
immédiatement  que  cette  parabole  est  tangente  à  OX  et  à  OT. 

Problème  II.  —  On  prend  à  V intérieur  du  triangle  ABC 
un  point  M,  et  sur  les  triangles  MAB,  MAC,  MBC,  on  construit 
des  prismes  ayant  des  hauteurs  proportionnelles  à  AB,  AC,  BC. 
Déterminer  la  position  du  point  M  de  façon  que  ces  trois  prismes 
soient  équivalents. 

J'appellerai  Me,  M6,  Ma,  les  perpendiculaires  abaissées  de 
M  respectivement  sur  AB,  AG,  BC.  Si  alors  je  représente 
par  V,  V,  V  les  volumes  des  trois  prismes,  par  H,  H',  H" 
leurs  hauteurs,  j'ai, 
^,_ABxMc     ^.y._  ACXM6    ^,^  ^,,^BCxMa    ^. 

2  '        '  2  *         '  2  * 

Il  faut  donc  que  : 
AB  X  Me  X  H  =  AC  X  M6  X  H '  =  BC  X  Ma  X  H' 
ou,  comme  H,  H',  H",  sont  proportionnelles  à  AB,  AC,  BC, 

Mcx  15*  =  M&  X ÂG*  =  Ma  X  BC*. 
Par  suite,  d'après  la  propriété  III,  la  position  cherchée  pour 
le  point  M  est  le  point  de  concours  des  antibissectrices  du 
triangle  ABC. 
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Théorème.  —  Si  on  considère  une  droite  ÂB  découpant 
sur  une  courbe  G  quelconque  un  arc  de  grandeur  constante,  le 
point  où  AB  touche  son  enveloppe  est  le  pied  de  H^antibissectrice 
du  triangle  formé  par  la  droite  AB  et  les  tangentes  à  la  courbe 
G  aux  points  AetB  où  elle  est  coupée  par  AB. 

Prenons  la  position  AB  de  la  droite  mobile  et  la  position 

infiniment  voisine 
A'B*  qui  coupe  la 
première  en  M.  Du 
point  M  abaissons 
les  perpendiculai- 
res MH  et  MJ  sur 
les  sécantes  AA'  et 
BB'. 

Les  arcs  AB  et 
A'B'  étant  égaux, 
par  hypothèse,  il  en 
résulte  que  arc  AA'  =  arc  BB', 

Mais  ces  arcs,  étant  infiniment  petits,  se  confondent  sensi- 
blement avec  leurs  cordes  et  celles-ci  sont  égales,  à  moins 
d'un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Dès  lors,  les  triangles  MAA',  MBB'  ayant  même  base  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs.  Mais,  ayant  même  angle 
au  sommet,  ils  sont  aussi  entre  eux  comme  les  produits  des 
côtés  qui  comprennent  cet  angle. 

MH    __    MA  X  MA^ 
I>onc,  .^^  -    MB  X  MA'  * 

A  la  limite,  lorsque  A'B'  vient  se  confondre  avec  AB,  on  a 

MA'  =  MA    MB'  =  MB, 

MA* 


Par  suite, 


Lim 


MH 
MI 


MB^ 


C'est-à-dire  que  la  limite  cherchée  de  la  position  du  point 
M,  sur  AB,  est  le  pied  de  l'antibissectrice  du  triangle 
avec  lequel  se  confond  alors  le  triangle  PAB  ;  mais,  à  la 
limite,  les  sécantes  PA  et  PB  viennent  coïncider  avec  les 
tangentes  à  la  courbe  C  aux  points  A  et  B  ;  le  théorème  esl 
donc  démontré. 


*i 
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La  première  partie  du  problème  I  est  un  cas  particulier 
de  ce  théorème  ;  mais  cette  particularité  entraînant  des  con- 
séquences intéressantes  qui  ne  sont  pas  réalisées  dans  les 
autres  cas,  j'ai  youIu  traiter  le  problème  à  part,  ayant  d'en 
faire  connaître  la  généralisation. 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET  LEURS  APPLICATIONS  EN  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  B.-dl.  Boquel. 

(Suite^  voir  p.  79). 


Le  théorème  précédent  conduit  immédiatement  à  la  pro- 
priété fondamentale  de  la  forme  adjointe. 
Si  Ton  fait  dans  f  la  substitution  suivante  : 

X^  =  OinXi  +  aiiûc'ï  +  •  •  •  +  <^nPCn 
^i  =  *ji^'i  +  «ta^'t  +    •  •  •  +  OLinX'n 

(1) 


Xn  =  OiniX'i  +  OLnfPO't  +   .  .  .  +  OnuflCn 

la  forme  /"sera  transformée  en  une  autre  forme  f. 

Soit  F'  la  forme  adjointe  de  cette  nouvelle  forme/",  F  dési- 
gnant toujours  la  forme  adjointe  de  la  première  forme  /*. 

Je  dis  qu'on  aurar  identiquement  : 

F  (X 1,  X „  ...  X n  )  =  R'F(Xi,  Xj,,  ...  Xn  ), 
R  désignant  le  module  de  la   transformation   (c.-à-d.   le 
déterminant  de  la  substitution),  sous  la  condition  que  Ton 
suppose  X\,  X',,  . . .  X  n ,  liées  à  X^,  X,,  . . .  Xn  par  les  rela- 
tions 

Xi  =  ^iiX|  -\-  oCfiX,  -j-   .  .  .   -j-  OniXfi 
X  j  =  a^^X,  -)-  oc^sX,  -(-...  -|-  anaXfi 

(2) 


Pour  établir  cette  proposition,  formons  F  en  considérant^ 
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d'après  le  théorème  précédent,  la  forme 

9  =  ^f—  (i»iXi  +  a?,X,  +  .  .  .  +  XnXn)'. 
Prenons  Tinyariant  de  9,  que  nous  appellerons  A((p);  nous 
avons  vu  qu'on  a  ; 

A(cp)  =  6«  A  —  Ô«  -  ^F(X,,  X„  . . .  Xn  ). 
Faisons  dans  9  la  substitution  (1),  en  considérant  0  et  les 
variables  X  comme  de  simples  coefficients.  Il  viendra  : 
9=0/"  —  [Xi(aiiX»'4  +  04,0;',  +  •  •  •  +  «in^n )  +  . .  .]^ 
Pour  former  ce  carré,  multiplions  les  équations  (1)  par 
X|,  X,,  ...  Xn ,  et  ajoutons  ;  nous  aurons  : 

•^ifM  ~T"  *^j^i    I     •  •  •     I    *^n  ^n 

=  œ'i(aijXi  +  *siXi  +  .  » .  -{-  aniXr»  ) 
+  ^'«(«liXi  +  a„X,  +  . . .  +  OnsXn  ) 


+  X'n  (airtX|  +  a2nX,  +  .  . .  +  annXn  ) 

Les  quantités  entre  parenthèses  dans  le  deuxième  membre 
sont  précisément  X'j,  X',,  . . .  X'n  ;  nous  aurons  donc  : 

X^Xi  +  ^jX,  -(-•••  H"  ^n  Xn  =  a;'iX'i  +  X\X\  +  .  .  .  +  Xn  X'n. 

En  faisant  dans  9  la  substitution  (1),  on  aura  donc  : 
9'  =  e/"  —  {x\X\  +  x\X\  +  . . .  +  a/n  X'n  )•. 

Donc       A(9')  =  on  A'  —  6«  -  ^F'(X\.  X'„  . . .  X'n). 

Or  nous  avons  établi  au  début  que,  si  Ton  fait  une  substi- 
tution linéaire  dans  une  forme  quadratique,  l'invariant  de 
la  nouvelle  forme  obtenue  est  égal  au  produit  de  Tinvariant 
de  la  première  forme  par  le  carré  du  module  de  la  transfor- 
mation; donc  A  (9')  =  R*  A  (9). 

Par  conséquent  0n  A'  —  0»  -  <  F'  =  R*  (0»»  A  —  0«  -  <  F). 

Supprimant  0^*  -  S  et  remarquant  que  A'  =  R*  A,  il  vient  : 

F  =  R«  F,  c.  q.  f.  d. 

—  On  peut  donner  de  cette  propriété  fondamentale  un  autre 
énoncé,  plus  commode  que  le  précédent  dans  les  applica- 
tions. 

Puisque  l'on  a  :  F'  (X'i,  X',,  . . .  X'n)  =  R*  F  (X^,  X„  . . .  Xn), 
si  l'on  remplaçait  X'i,  X',,  ...  X'n  parleurs  valeurs  données 
par  les  équations  (2),  on  aurait  une  identité. 

Faisons  l'opération  inverse,  c'est-à-dire  remplaçons  X^, 
Xj,  . . .  Xn  par  leurs  valeurs  tirées   des  équations  (2),  en 
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obseryant  que  le  déterminant  de  ces  équations  est  R.  Il 
viendra,. en  désignant  par  R'a^i,  R'ois*  ...  les  dérivées  de  R 
par  rapport  aux  éléments  respectifs  041,  a^s,  ...  : 

RXj  =  R'ajjX'i  -|-  R'q^s  X',  -f-  . . .    -|-  Roc^n  X'n 
De  même    RX,  =  R'a,i  X\  +  R'04,  X',  +  ...  +  R'a,,  X» 


RXfi  =  R'ani  X'i  -f-  R'afi,  X',  -f-  . . .  -f-  R  a^n  X'»». 

D'ailleurs,  F  étant  homogène  et  du  2*  degré,  on  a  : 

R«F  =  F(RX^,  RX„  . . .  RXn  ) 
et  par  suite,  la  substitution  des  valeurs  précédentes  donne  : 

F(Xi,  X,,   ...  X'n)  =  F(R'a^i  X^  -j-  R'a^s  X',  -j-  . . .  ) 
résultat  qu'on  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Si  Con  considère  la  substitution  (i),  et  que  Von  appelle  substi- 
tution ADJOINTS  la  substitution 

Xf^  =  R'a^i  x\  -j-  Roti,  x\-\-  .  . .  -|-  Ram  x'n 
X^  =  ^'cL^i  x'i  -[-  R'a,,  x\  -j-   .  •  •  -f-  R'otn  x'n 

(1)'  ■ 

Xn  =  Rotni  x\  -|-  R'anj  x\  -{-    •••-}"  ^'^nn  Xn 

Si  la  forme  I  est  changée  en  la  forme  f  par  la  substitution  (1), 
la  forme  F,  adjointe  de  f,  sera  changée  en  la  forme  F',  adjointe 
de  f ,  par  la  substitution  (l)'  adjointe  de  la  substitution  (1). 

—  Application  des  théorèmes  précédents  à  la  forme  ternaire 
Ax«  +  Ay«  +  A'z*  +  2Byz  +  2B  zx  +  2B''xy. 

Soit  f  la  forme  proposée  ;  nous  allons  chercher  sa  forme 
adjointe.  Posons,  conformément  à  la  définition  : 

kx   +  B'^y  +  B'z  =  X 
(1)  j  B'x  +  A't/  +  B«    =  Y 

B'x  -f  By  +  A:'z  =  Z 
A  B'B' 
B"  A'  B 
B'  B  A" 
que  nous  supposerons  différent  de  zéro. 

On  peut  tirer  des  équations  (1)  les  valeurs  de  a?,  y,  js,  en 
fonction  de  X,  T,  Z  ;  il  vient  ainsi  : 


Soit  A  le  déterminant 


(invariant  de  la  forme  f) 
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X  = 


X  B"  B' 

A  XB 

A  B'X 

YA'B 

B'YB 

B"  A'  Y 

Z  B  A  " 

A 

-.  y  — - 

B'  Z  A' 

A 

-,  S=- 

B'B  Z 

A 

Si  l'on  reporte  ces  Taleurs  dans  f  mise  sous  la  forme 

f=  xX  4-  yY  +  «z, 

le  numérateur  de  la   nouvelle   valeur  de  f  sera  la  forme 
adjointe.  On  a  ainsi  : 


X 


f  = 


XB'B' 

A  XB' 

A  B'X 

Y  A'B  • 

+  Y 

B'Y  B 

+  Z 

B'A  Y 

Z  B  A' 

B'  Z  A' 

B'B  Z 

cl  la  forme  adjointe  de  /  est,  par  conséquent  : 

F  =  X«  (A'A'  —  B«)  +  Y«  (A'A  —  B'«)  +  Z«  (AA'  —  B'») 
+  2YZ(B'B'  — AB)+  2ZX(B'B—  A'B')+  2XT  (BB'  —  A'B") 

—  On  doit  à  Gauchy  (Exercices  mathématiques)  une  remarque 
intéressante,  et  susceptible  de  nombreuses  applications.  Si 
Ton  fait  dans  fia,  substitution  particulière 

x  =  0Lt  -\-  pu 

y  =  a7  +  P'^ 
V  z  =  ol'U  +  p"u 

on  obtient  une  autre  forme    M(*   -|-  2N'/u  +  MV,  dont 
l'invariant  est  MM'  —  WK 
Si  l'on  considère,  d'autre  part,  la  substitution  générale 

X  =  (xt  +  pw  -j-yv 

y  =  a7  -j-  p'u  +  Y  t^ 

^z  =  (xTt  +  p'u  -\-  yv 

la  forme  obtenue  se  composera  de  la  partie  M/*  +  2N'7tt 

-f-  MV  et  des  trois  autres  termes  qu'il  est  inutile  d'écrire. 

Prenons  la  substitution  adjointe 

x  =  R'at  +  R'pw  +R> 
y  =  Ka't  +  R>'w  +  R\v 

z  =  R'afn  +  T^yu + Ryi^ 

on  a  :    R  a  =  PY  —  Y>'.  ^'3  =  T  »'  —  ^Y.  R't  =  «?'  —  ?'»"• 

flc  =  (py-  y'py  -f  (y»"  -  oc»  +  («r  -  P'o^)^^ 

Donc  1 1/  =  (P"y  -  yW  +  (y"*  —  «"y)*^  +  (a"p  -  r*)v 
;f  =  (Py'  -  yP>    +  (y*    -  ar>  +  (a?'   -  pa> 
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Nous  ayons  vu  que  cette  substitution  transformera  la 
forme  F  adjointe  de  f^  en  la  forme  F'  adjointe  de  /*. 

Or  la  forme  adjointe  de  f  est 

F  =  (M'M''  —  N«)<«  +  .   .   .  +  (MM'  —  W^)v^  +  .   .   . 

Revenons  maintenant  à  la  première  substitution  considérée, 
où  n'entre  pas  v;  tous  les  termes  de  la  substitution  adjointe 
où  entrent  les  quantités  y,  y,  -{'  sont  nuls,  et  cette  substi- 
tution se  réduit  à 

X  =  (x'p'  —  p'a'> .      J^  =  (a'p  —  p\)v,      Z  =  (a?'  —  pa> . 

Or,  c'est  en  la  faisant  dans  F  qu'on  obtient  le  résultat 
F'  ;  F'  se  réduit  d'ailleurs  dans  le  cas  actuel  à  v*  (MM'  —  N'*)  ; 
MM'  —  N""  est  donc  le  coefficient  de  v*  dans  le  résultat  qu'on 
obtient  en  faisant  dans  la  première  forme  adjointe  F  la 
substitution  adjointe. 

Mais  la  forme  f,  quand  les  coefficients  de  v  sont  nuls, 
est  simplement  M(*  -f"  sN^fu  -|-  M'i**;  son  invariant  est 
MM'  —  N'*  ;  cet  invariant  est  donc  égal  au  coefficient  de  v* 
dans  F',  c'est-à-dire  a  la  valeur  même  que  prend  la  forme 

ADJOINTE  DE  LA  PROPOSÉE  QUAND  ON  Y  REMPLACE  X,  y,  Sy  PAR  LES  BI- 
NOMES a'p'  —  p'a",  a'p  —  p^a  ET  ap'  —  pa'. 

Applications. 

Les  propriétés  des  formes  quadratiques,  qui  ont  été  beau- 
coup étudiées  à  l'étranger,  sont  susceptibles  d'applications 
intéressantes  et  variées  dans  toutes  les  branches  des  ma- 
thématiques. En  France,  M.  Hermiteen  a  tiré  un  merveilleux 
parti  dans  le  domaine  do  l'algèbre  pure,  et  le  P.  Jouberl, 
dont  l'autorité  en  ces  matières  est  bien  connue,  en  a  fait, 
de  son  côté,  une  étude  approfondie.  Sans  vouloir  entrer  dans 
de  longs  détails  sur  des  travaux  qui  appartiennent  à  leur 
auteur,  et  qu'il  est  mieux  que  personne  à  même  de  vulga- 
riser en  les  publiant  s'il  le  juge  convenable,  nous  croyons 
qu'il  ne  sera  pas  inutile  de  donner  à  nos  lecteurs  une  idée 
de  la  méthode,  et  nous  choisirons  dans  ce  but  quelques 
questions  d-e  nature  à  les  intéresser  spécialement,  en  ce 
qu'elles  appartiennent  tout  à  fait  à  la  géométrie  analytique. 

Nous  allons  montrer  d'abord  comment  le  P.  Joubert  a 
utilisé  l'observation  de  Cauchy  pour  calculer  avec  une  extrême 
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simplicité  la  distance  d'un  point  à  une  droite  dans  l'espace, 
en  coordonnées  obliques,  calcul  que  nos  lecteurs  savent  par 
expérience  être  très  pénible  par  les  procédés  habituels. 

Distance  d'un  point  (x  y'  z)  à  une  droite  (x  =  az  +  P> 
y  .=  bz  +  q)  ^  coordonnées  obliqu,es.  —  Le  carré  de  la  distance 
du  point  (x  y' z)  à  un  point  quelconque  {x,  y,  z)  de  la  droite 
considérée  est  l'expression 

8«  =  (X  -  xy  +  (y-yy  +  {z-  zj  +  2(1/  -  y){z  -  z) 
cos  X  +  2(«  —  z)(x  —  x)  ces  jjt.  -f-  2(a;  — x)(y  —  y')  cos  v. 

Le  minimum  de  cette  expression,  dans  laquelle  ce  et  t/  sont 
des  fonctions  de  z  déterminées  par  les  équations  de  la  droite 
donnée,  est  précisément  la  valeur  du  carré  de  la  distance 
cherchée. 

8*  est  en  réalité   égal  à  (ajs  -|-  p  —  x  )'  +  (bz  -^  q  —  y')* 

+ ce  que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

h^  =  [a{z  —  z)'-{x—az—p)y+[b{z—z)—{y'''bz—q)y 

+  (^  -  ^r 

-f-  2 [6(55  —  z)  —  {y'  —  bz  —  q)]{z  —  z)  cos  X 

+  2 [a{x  —  xf)  —  {x  —  az  —  p)]{z  —  z)  cos  ja 

+•  2[a{z—z)  —  {x—az—p)][b{z—z)—(y—bz  — (/)]co8v. 

8»  est  donc  de  la  forme  M  (z  —  z)^  +  2N>  —  z)  -f  M' 

I    r                       1*      MM'  —  N''* 
G.-à-d.  de  la  forme  -^  m{z—  z)  +  N'J  H ^ 

La  valeur  qui  rend  8*  minimum  est  celle  pour  laquelle 

M{z  —  z)  -f-  N"  est  nul,  et  le  minimum  est  précisément 

MM'  —  N"* 
r= ;  il  faut  donc  calculer  cette  quantité. 

Observons  que  l'expression  M(j5  —  a')*  +  2^"{z  —  z)  +M' 
provient  de  la  forme  quadratique 

/*  =  CD*  -f-  y*  4-  *'  +  2yj5  cos  X  +  2zx  cos  [i  +  2xy  cos  v 
quand  on  y  remplace    x  par  a{z  —  z')  —  {x  —  az  —  p) 

y  par  b{z  —  z)  —  (y'  —  bz  —  q) 
et  z  parjs  —  z\ 
C'est  là  une  substitution  tout  à  fait  analogue  à  celle  dont 
il  s'agit  dans  la  remarque  de  Gauchy,  t  représentant  z  —  a', 
u  représentant  l'unité,  et  les  coefficients  étant 

a  =  a,     a   =  6,     a'  =  I . 
p  =  _(a;'-a»— p),     p' =  -  (y  —  ta  —  9),    ^'  =  0. 
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Or,  d'après  la  remarque  de  Gauchy,  on  sait  que  si  dans 

f{x,  y,  js)  on  fait  la  substitution  a;  =  at  +  P^»  V  =  *'^  +  ?**» 
j5  =  a"/  +  p'u,  auquel  cas  /(x,  y,  a)  prend  la  forme  M/* 
+  2N''/u  -f  MV,  on  a  : 

MM'  —  N'«  =  F(a'p'  —  pV,  a"p  —  p'a,  op'  —  ^) 
F  désignant  la  forme  adjointe  de  f. 

Les  binômes  à  considérer  sont: 
a'p"  —  pV  ==!/'—  6«   —  g,  a"p  — ?"a  =  —  (oî'— aV— p) 
et  ap'  —  px'  =  —  (y'  —  hz  —  q)a  +  (^'  —  o,z  —  p)b 

=  b{x  —  p)  —  a[y'  —  9). 
Nous  obtiendrons  MM'  —  N'*  en  remplaçant,  dans  la  forme 
adjointe  do  f,  les  variables  x,  y,  %  par  ces  binômes. 

Or  la  forme  adjointe  F  de  /"  est,  comme  nous  l'avons  va  : 
F  =  x«(A'A'  —  B«)  +  y«(A'A  —  B'«)  +  3*(AA'  —  B'«) 

+  2j/z(BB'  —  AB)  +  2zx(B''B  —  A'B')  +  2a?y(BB'  —  A'B') 
c'est-à-dire  dans  le  cas  actuel  ;  . 

F  =  x'  sin'  X  +  y*  sin*  \l  +  a'  sin*  v  +  2yj8(cos  [i  cos  v  —  oos  A) 
+  2jsx(cos  V  cos  X  —  cos  [jl)  +  2xy{cos  X  cos  jx  —  cos  v). 
Par  conséquent, 
MM'  —  N'«  =  {y  —  hz  —  g)«  sin»  X  +  (x  —  ajs'  —  p)  sin*  1/ 

4- [6(a;' —  p)  —  a(î/' —  9)]«  sin*  V  + 

Le  dénominateur  de  0*  est  M  ;  or  la  quantité  M  obtenue  en 
remplaçant  dans  /*,  x,  y  et  jï  par  a<  +  P^>  »^  +  P^»  *'^  +  ?'**» 
est  le  coefficient  do  f"  ;  c'est  donc 

a»  +  a  *  +  *'*  4"  2*'*'  COS  X  +  2a'a  COS  fx  +  2aa'  COS  v 
c.-à-d.  que  l'on  a,  d'après  les  valeurs  de  a,  a ,  a'  : 

M  =  a»  +  &*  +  I  +  26  cos  X  +  2a  cos  jx  +  ^àb  cos  v. 
Le  carré  de  la  distance  cberchée  est  donc  : 

E«sin*X  +  G^sinV  +  H'sin'v-j-  2GH(cos[xcosv  — cosA) 
+  2HE(cosvcosX  —  cosfx)  -f-  2EG(cosXcoSfjL  —  cosv) 
a*  +  6*  -|-  I  +  26  cos  X  +  2a  cos  [x  -|"  206  cos  v 
formule  dans  laquelle  E,  G,  H  désignent  les  valeurs  q^ 
prennent  les  premiers  membres  des  équations  des  projection'^ 
de  la  droite  considérée  sur  les  trots  plans  coordonnés  quand  on 
y  remplace  les  coordonnées  courantes  par  les  coordonnées  parti- 
culières x\  j'y  z  du  point  considéré. 

(A  suivre.) 
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RECHERCHES 

SUR  LES 

COURBES  PLANES  DU  TROISIÈME  DEGRÉ 

AYANT  AU  MOINS  UNE  ASYMPTOTE  A  DISTANCE  FINIE 

Par  M.  il.  Collin,  ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique, 
Professeur  de  Mathématiques. 

(Stttto,  voir  p.  74.) 
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Courbes  dépourvues  de  point  singulier. 

Ces  courbes  sont  représentées  par  une  équation  de  Tune 
des  formes  suivantes  : 
(y  —  mx)  (y  —  mx)  {y  —  m'œ) 

=  Aj/«  +  Bcci/ +  Ca;»  +  Dj/ +  Eœ  +  F 
(y  —  mx)*  (y  —  rnx) 

=  A(y  —  mx)  (y  —  px)  +  Dt/  +  Ea;  +  F 
(y  —  mx)*  (y  —  m'x) 

=  Ay*  +  Bxy  -|-  Gx*  +  Dy  +  Eac  +  F 
(y  —  mx)^ 

=  A(y  —  mx)  (y  —  px)  +  Dy  +  Eœ  -|-  F 

Du  reste,  dans  les  courbes  (1),  parmi  les  trois  directions 
asymptotiques,  il  peut  y  en  avoir  soit  trois  réelles,  soit 
deux  imaginaires  m  et  m\  et  une  réelle  m".  En  outre,  dans 
les  courbes  (2),  nous  supposons  indifféremment  p  ^  m  ou, 

=  m,  tandis  que  dans  les  courbes  (4)  forcément  on  a  p  ^  m. 
Gela  posé  : 

Théorème  I.  —  Toute  courbe  {\)  ou  (S)  peut  en  principe 
se  mettre  sous  la  forme  mi-décomposée. 

ax  +  by  ,  1 

I    =  -7- Z  „.'  ^    H î (M). 

(y  —  mx)(y  —  mx)  y  —  m  x  —  n     ^    ' 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  Von  prenne  pour  origine  le 
point  de  contact  de  Vune  des  tangentes  issues  du  troisième  point 
d'intersection  I  de  la  courbe  avec  son  asymptote  de  direction  m!\ 
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Que  cela  soit  nécessaire  c'est  évident  ;  il  n'y  a  pour  s'en 
rendre  compte,  qu'à  regarder  l'équation  (M). 

Mais,  de  plus,  cela  suffit.  En  effet  considérons  une  courbe 
(1),  et  prenons  pour  origine  l'un  des  points  indiqués. 
L'équation  de  la  courbe  sera  forcément  de  Tune  des  deuz 
formes  (y  —  nix)(y  —  m'ac)(t/  —  m^a?  —  d") 

=  (ax  +  by){y  -  m"x  -  n')  (a) 

ou  (y  —  mx)(j/  —  inx){y  —  m^x  —  d') 

=  a  (y  —  fn"x)(y  —  m/'x  —  n)  (*') 

suivant  que  I  est  à  distance  finie  ou  à  l' oo.  Or  l'identifica- 
tion de  ces  équations  avec  (M)  est  toujours  possible  et  très 
simplement. 

Remarque.  —  Cette  identification  ne  manifeste  encore 
aucune  impossibilité,  si  Ton  suppose  d"  =  o,  de  sorte  que  I 
semble  convenir  lui-même  pour  transformer  l'équation  de 
la  courbe.  Mais  il  faut  remarquer  que,  si  Ton  prend  I  pour 
origine,  l'équation  de  la  courbe  n'est  pas  forcément  de  la 
forme  (a). 

Ainsi,  pour  qu'une  courbe  (1)  ou  (3)  puisse  se  mettre  sous 
la  forme  (M),  il  suffit  que  du  point  I  on  puisse  mener  une 
tangente  réelle  à  la  courbe.  Or,  il  est  facile  de  s'assurer  que 
cette  tangente  réelle  existe,  sdiuî  quelque  fois  pour  des  courbes 
des  formes     {y  —  mx){y  —  m'x){y  —  m'x) 

=  k{y  —  fnx){y  —  m'x)  -j-  Dj/  +  Ecc    (E^) 
(y  —  mx)^{y  —  m'x) 
=  k(y  —  m'T)(y  —  px)  +  D(t/  -  m'x)  +  F     (EJ 
et  jamais  pour  les  courbes 
(y  —  mx)(y  —  m'a){y  —  m'x)  =  Dj/  +  Eo;  (E,) 

On  peut  donc  donner  sous  forme  de  corollaire,  cet  autre 
énoncé  du  théorème  : 

Corollaire  :  Toute  courbe  (1)  ou  (3)  peut  se  mettre  sous  la 
form^  (M),  pou7^u  quelle  ne  contienne  pas  le  point  de  rencontre 
de  deux  asymptotes. 

Remarque.  — Si  m  et  m  sont  réels,  on  peut  leur  faire  jouer 
un  rôle  analogue  à  celui  de  m"  dans  l'équation  (M).  On  peut 
aussi  alors  passer  à  la  forme  entièrement  décomposée. 
Cette  remarque  ne  regarde  que  les  courbes  (1). 
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Théorème  I  bis,  —  Toute  courbe  (2)  ou  (4)  peut  toujours 
se  mettre  sous  la  forme  mi-décomposée  : 

«  +  ^y       +  ^    1    ,  (M,) 


(y  —  nix)(y  —  m'x)  y  —  mx  —  n 

Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  Von  prenne  pour  origine  Vun 
quelconque  de  ses  points,  sauf  celui  oii  V asymptote  de  direction 
m"  coupe  la  courbe^  ceux  oii  la  tangente  est  parallèle  à  m",  et  les 
points  de  contact  des  tangentes  issues  des  points  où  la  tangente 
est  parallèle  à  m. 

Que  cela  soit  nécessaire,  c'est  évident  d'après  Téqualion  (M  J. 

Pour  démontrer  que  cela  suffit,  prenons  une  courbe  (2)  et 
essayons  de  l'identifier  avec  (M^).  Nous  trouverons  facilement 
que  l'identification  est  possible,  en  général,  et  qu'il  n'y  a 
qu'à  prendre 

_^  AE(p  —  m^  _  AD(p  —  m')  _  Dm'  +  E 
"""  Dm'  +  E  Dm'  +  E       ^""A(p  — m') 

_    A«D(p  —  my  +  A'(p  —  m")(Dm'  +  E)  —  (Dm"  +  E)« 

A(p  —  m')(Dm'  +  E) 
avec  la  seule  condition  F  =  o. 

L'identification  n'est  donc  impossible  que  si,  supposant 
F  =  o,  l'on  a  : 

1®  A  =  o,  ou  p  —  m"  =  o,  c.-à-d.  si  l'origine  est  le  point 
oîi  l'asymptote  de  direction  w"  coupe  la  courbe. 

2*»  Dm'  4"  E  =  o>  c.-à-d.  si  l'origine  est  un  des  points  oîi 
la  tangente  est  parallèle  à  m'. 

30  A*D(p  —  m'j«  +  A«(p  —  m')(Dm'  +  E)  —  (Dm"  +  E)» 
=  o,  c.-à-d.  si  l'origine  est  le  point  de  contact  d'une  tangente 
issue  de  l'un  des  points  oii  la  tangente  est  parallèle  à  m. 
Pour  interpréter  en  effet  cette  relation,  il  suffit  de  prendre 
pour  axe  des  y  la  tangente  à  l'origine,  et  pour  axe  des  x  une 
parallèle  à  la  direction  m'. 

Remarque.  —  Aucune  courbe  (2)  ne  peut  se  mettre  sous  la 
forme  (M),  ni  aucune  courbe  (3)  sous  la  forme  (MJ.  C'est 
une  conséquence  du  théorème  bien  connu  de  la  divisibilité, 
en  vertu  duquel  si  un  facteur  divise  une  partie  d'une  somme, 
etc. 
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Des  formes  (M)  et  (M^)  on  peut  déduire  deux  méthodes  de 
construction  pour  les  courbes  qui  nous  occupent. 
La  i'*  méthode  repose  sur  le  problème  suivant  : 

Problèbie.  —  Construire  les  deux  points  d'intersection  dune 
œurbe  à  point  singulier ^  ayant  au  moins  une  asymptote  à  distance 
finie,  par  une  droite  parallèle  à  cette  asymptote. 

Soit  (C)  la  conique  directrice,  DD  Tasymptote  directricey 
SS  la  sécante.  Coupons  la  conique  par  une  droite  auxiliaire 
AA.  parallèle  à  cette  asymptote,  et  dont  la  distance  au  point 
singulier  origine  0  soit  égale  à  la  distance  de  Tasymptote 
directrice  et  de  la  sécante.  Nous  aurons  ainsi  deux  points 
M^  et  M|'  (réels  et  distincts,  réels  ou  confondus,  ou  imagi- 
naires). Menant  alors  les  rayons  OM^  et  OM^'  et  les  prolon- 
geant jusqu'à  leur  rencontre  avec  SS,  nous  obtiendrons  en 
Ml  M/  les  points  cherchés. 

Gela  posé  : 

Théorème  II.  —  Toute  courbe  (M)  ou  (M^)  peut  se  cons- 
truire à  Vaide  d'une  conique  fixe  et  d'une  droite  qui  se  meut 
parallèlement  à  elle-même. 

En  effet,  toute  courbe 

_  ax  +  by  •  l 


{y  —  m'x}(y  —  mx)  y  —  m'x  —  n 

peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  d'intersection 
des  deux  séries  de  courbes  suivantes  : 

l(n  +  Xj 
^^  ax-\-by  X 

(y  —  mx)(y  —  m'x)         y  —  m^x  ^^^ 

y  —  m"x  =  n  -j-  ^  M 

Or  les  courbes  (<t)  sont  des  courbes  à  point  singulier, 
ayant  môme  conique  directrice  et  pour  droite  directrice  des 
droites  parallèles.  D'autre  part,  les  droites  ((T|)  sont  parallèles 
aux  droites  directrices  des  courbes  (a).  La  construction  des 
courbes  (M)  et  (MJ  revient  donc  à  l'application  répétée  du 
problème  précédeut. 

Remarque  L  —  Cette  construction  est  une  construction 
directe;  car  elle  revient  à  se  donner  l'abscisse  et  à  cons- 
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truire  Tordonnée  dans  le  système  d'axes  oh  Taxe  des  y  serait 
parallèle  à  m",  et  oîi  Taxe  des  x  serait  d'ailleurs  Taxe  actuel. 

Remarque  IL  — Il  parait  naturel  d'appeler  encore  ici  conique 
directrice  de  la  courbe  (M)  ou  (Mj)  la  conique  directrice 
commune  aux  courbes  ((t)  et  droite  asymptotique  directrice  la 
droite  y  —  m'^x  =  l-\-  n. 

Théorème  II  bis.  —  Même  théorème  pour  les  courbes  (E^) 
et  (E,). 

En  effet,  les  courbes  (EJ  peuvent  être  considérées  comme 
définies  par 

I  _  Dy  +  Ex  X(A  +  I  —  X) 

(y  —  mx){y  —  m'x)  "^      y  —  m"x 
y  —  m'^x  =  X 

et  les  courbes  (E,)  par 

I  ^  By  +  Ex  X(i-\y 

(y  —  inx){y  —  m"x         y  —  rnx 
y  —  m'x  =1  —  X. 


0 


Théorème  III.  —  La  tangente  en  un  point  quelconque  M 
dune  courbe  plane^  du  3^  degré,  définie  comme  lieu  d'intersection 
des  deux  séries  de  courbes 

,  _      s  <p(i) 


(C)      {  P.Q     '      R 

X  =  ^(R) 

(où  P,  Q,  R,  S,  sont  des  polynômes  linéaires  homogènes  enxet 
y),  passe  par  le  point  d'intersection  de  deux  droites  que  Von  peut 
construire. 

En  effet,  la  tangente  en  un  point  Mo  de  cette  courbe  a 
pour  équation 

^""^  pTTq?  +  ^  l R? i 

=  I  -  r  (R.) 

en  posant  ÇJ+Wj  =  /ÏR). 

D'autre  part,  l'équation  de  la  tangente  au  point  M,  à  la 
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courbe  pourme  de  point  singulier. 

-«.     .^v    S.(P.Q  +  Q,P)-S.P..Q.     ,      R    /yp._, 
est     (EJ ^j-^^ +_/](R,)_,. 

Si  nous  coupons  (E)  par  la  droite 

(a)  R=  R.')'-r(R.)( 


/•(R,)-R,.nR.) 

le  point  d'intersection  sera  sur 

(6)  So(PoQ  +  QoP)-S.PoQo  =  o. 

Or  cette  droite  (p)  passe  d'une  part  par  l'origine,  et  d'autre 
part  au  point  d'intersection  de  (E|)  et  de 


I  -         R.» 


(y)  R  = 


/•(R.)* 

Remarque.  —  Les  droites  (a),  (y)  seraient  difficiles  à  cons- 
truire, si  f{B)  était  compliqué  ;  mais,  d'après  ce  qui  précède, 
pour  les  courbes  qui  nous  occupent,  /(R)  est  de  l'une  des 
formes  simples  suivantes 

.^i^,  R(i  -  R),  R(A  +  I  -  R). 

(À  suivre.) 


VARIÉTÉS 


ESSAIS  POUR  LES  CONIQUES  DE  PASCAL 

AVEC 
Des  notes  par  M.  Ch.  lianreBA,  professeur  honoraire. 

(Swte,  voir  page  133.) 


§  3.  .-  ce  Quoi  faisant,  nous  énonçons  les  propriétés  que 
nous  en  touchons  d'une  manière  plus  universelle  qu'à  l'or- 
dinaire,  par  exemple  celle-ci  :  si  dans  le  plan  MSQ  (fig.  6) 
dans  la  section  de  cône  PKY  sont  menées  les  droites  A£, 
AY  atteignantes  la  section  aux  points  P,  E,  Q,  V,  et  que 
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de  deux  de  ces  quatre  points  qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite 
avec  le  point  A,  comme  par  les  points  K,  V  et  par  deux 
points  N,  0  pris  dans  le  bord  de  la  section  soient  menées 
quatre  droites  KN,  KO,  VN,  VO  coupantes  les  droites  AV, 
AP  aux  points  L,  M,  T,  S.  Je  dis  que  la  raison  composée 


Fig.  6. 


des  raisons  de  la  droite  PM  à  la  droite  MA,  et  de  la  droite 
AS  à  la  droite  SQ  est  la  même  que  la  raison  composée  de 
la  droite  PL  à  la  droite  LA  et  de  la  droite  AT  à  la  droite 
TQ.  j> 

Note  S,  —  On  peut  énoncer  ainsi  le  théorème  précédent  : 
si  l'on  joint  deux  points  quelconques  Y  et  K  de  la  conique 
à  quatre  points  Q,  P,  M,  0  de  la  courbe,  ces  droites  ren- 
contrent PK,  QV  suivant  deux  séries  de  quatre  points  A, 
P,  L,  M  ;  A,  Q,  T,  S  ;  on  propose  de  démontrer  que 

PM  AS    __  _PI^        AT 

AM    •     QS    ■"    AL    •     QT  • 
L'hexagone  de  Pascal  et  le  théorème  sur  les  transversales 
fournissent  une  démonstration  très  simple  de  ce  théorème. 
Considérons  l'hexagone  inscrit  KONVQPK  dans  la  conique. 

JOURNAL  DB  MATH.  1880.  ^^ 
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Les  côtés  opposés  KO,  VQ  se  rencontrent  en  T;  VN  et  PK  au 
point  L;  ON  et  PQ  en  R;  les  trois  points  T,  L,  R  sont  en  ligne 
droite  :  donc  QP,  ON,  TL  se  rencontrent  en  un  point  R  situé 
sur  MS  d'après  la  note  1. 

Le  triangle  APQ  est  coupé  par  les  deux  transversales  MS, 
LT,  par  suite  : 

PM        QR        AS   _  PL        QR        AT    _ 

AM    *    PR    '    QS   "^  ''     AL    '    PR    ■    QT    ""  '' 
égalant  les  deux  nombres  et  supprimant  le  facteur  commun 

-^^,  on  obtient  : 

PM        AS    _  JPL^       AJT_ 

AM    •    QS   ^   AL    •    QT  c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  On  peut  écrire  la  relation  précédente  sous  la 

PM       JA   _    QS_      AT 
forme:  AM    *    LP    ~    AS    "  "QT"' 

PM        PL  PM        AL       ,  ^.  ^       , 

or  -rrr  •  -tt"  =  "ttt  •  "rrr-i  relation   entre   les    rapports 
AM        AL  AM        PL  ^ 

des  distances    des    points    M   et   L   aux  points    P    et  A, 

a  été  appelé  par  M.  Ghasles   rapport   anharmonique    des 

QS        AP 
quatre  points  M,  L,  P,  A.  De  même  -7-^  .  -7^^-  est  le  rapport 

anharmonique  des  quatre  points  A,  Q,  T,  S.  Le  théorème 
énoncé  par  Pascal  revient  donc  à  celui-ci  :  les  deux  faisceaux 
de  droites  joignant  V  et  K,  deux  points  d'une  conique  à  quatre 
points  quelconques  Q,  P,  N,  0,  déterminent  sur  PK  et  QV 
deux  séries  de  quatre  points  ayant  le  même  rapport  anhar- 
monique, c'est-a-dire  étant  homographiques.  Cette  propriété 
est  précisément  celle  que  M.  Ghasles  a  choisie  comme  base 
de  sa  théorie  nouvelle  des  coniques,  propriété  plus  féconde 
encore  que  celle  de  Thexagramme  mystique  de  Pascal. 

§  4.  —  «  Nous  démontrerons  aussi  que  s'il  y  a  trois  droites 
DF,  DG,  DH  que  les  droites  AP,  AK  coupent  aux  points  F,  G, 
H;  G,Y,B;  et  que  dans  la  droite  DG, soit  déterminé  le  point B; 
la  raison  composée  des  raisons  du  rectangle  deEF  etFG,  au 
rectangle  de  EG  et  Gy  et  de  la  droite  Ay  à  la  droite  AG,  est 
la  même  que  la  composée  des  raisons  du  rectangle  de  £F  et 
FH,  au  rectangle  de  EG  et  GB  et  de  la  droite  AB  à  la  droite 
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AH  et  elle  est  aussi  la  même  que  la  raison  du  rectangle  des 
droites  FE,  FD  au  rectangle  des  droites  CE,  CD.  » 

Note  4,  —  Soit  (fig.  7)  les  côtés  de  langle  A  coupés  par 
les  trois  droites  DF,  DG,  DH;  aux  points  F,  G,  H;  G,  y,  B; 


Fig.  7. 

et  un  point  arbitraire  E  pris  sur  Tune  des  droites  DF,  Pascal 

énonce  la  relation  suivante  : 

EF.  FG        Ay   _    EF.FH        AB   _   EF  .  FD 
EC  .  Cy     *    AG  ~    EC  .  CE    '    AH   ""    EC  .  CD  ' 

le  triangle  AFC  est  coupé  par  les  deux  transversales  DG, 

DH,  on  a  donc  : 


FG        CD         Ay 

AG    •    FD    ••  Cy          '     '"^ 

FD 
CD    ~ 

FG 
AG   • 

At 
Cy 

FH        CD        AB 

AH    •    FD    •    CB         *     ''^ 

FD 
CD    ~ 

FH 
AH    • 

AB 
CB' 

d'où  l'ou  conclut  : 

FG        Ay          FH 

AB 

FD 

AG    ■    Cv   ~  AH   ■ 

CB    ~ 

CD  ' 

EF 
multipliant  par  -^p;-  on  obtient  : 

EF        FG        Ay         EF        FH 

AB 

EF 

FD 

EC    •   AG    ■    Cy   ^  EC        AH 

•    CB 

—  EC 

•   CD 
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qui  devient  en  changeant  l'ordre  des  facteurs  la  relation 

énoncée  par  Pascal. 

Cette  relation  sert  à  Pascal  à  démontrer  le  théorème  énoncé 

dans  le  §  5. 

Benuirque.  —  Si  l'on  considëre  l'égalité  : 

FG      _Ar__  FH^      AB_ 

AG    ■    Ct  ~'  AH    •    CB 

,,,.    .        FG        AH         Cy        AB 
onpeutlécnre:^^  .^^  =  —  .  -j^, 

qui  exprime  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
A,  F,  G,  H  égale  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
Ay  G»  Y)  ^9  ou  ^I^e  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points 
en  ligne  droite  n'est  pas  altéré  par  la  projection  centrale. 
§  5.  —  «  Partant,  si  par  les  points  E,  D  passe  une  section 
de  cône  qui  coupe  les  droites   AH,  AB  (fig.  8)  aux  points 


Fig,  8, 

P,  K,  R,  X,  la  raison  composée  des  rectangles  EF,  FG  au 
rectangle  des  droites  EC,  Cy  et  de  la  droite  yA  à  la  droite 
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âG,  sera  la  même  que  la  composée  des  raisons  du  rectangle 
des  droites  FZ,  FP  au  rectangle  des  droites  CR,  CX  et  du 
rectangle  des  droites  ÂR,  ÂX  au  rectangle  des  droites  ÂE, 
AP.  » 

Note  S.  —  Le  théorème  énoncé  par  Pascal  peut  se  traduire 
ainsi.  Par  un  point  À  on  mène  dans  une  conique  (fig,  8)  deux 
sécantes  ÂPK,  ÂRX;  par  un  point  D  de  la  courbe  on  mène 
deux  cordes  quelconques  DF,  DG,  on  a  la  relation  : 
EF        FG        Ay   _  FK.FP        AR.AX 

EC  ■  Cy  ■  AG  ~  GR.CX  '  AK.AP  " 
Considérons  l'iiexagone  EPKXRDE,  d'après  le  théorème 
de  Pascal,  EP,  XR,  se  rencontrant  en  M;  PK,  DR,  en  N; 
SIX,  DE,  en  S  ;  les  trois  points  M,  N,  S  sont  en  ligne  droite, 
c'est-à-dire  que  les  droites  MN,  DE,  KX  concourent  en  un 
point  S. 

Gela  posé,  le  triangle  AGF  est  rencontré  par  les  transver- 
sales EM,  NP,  EX,  MN;  on  aura  donc  les  relations 
PF        GE        AM  _      ,,  ,^       CE   _   MG 
AP     ■    FE    •   CM  ~"  AP    '    FE  ~   MA  ^' 

AR        DG        NF  _      ,.  .  _AR        DC   _  AN 
RG    ■    FD    ■    AN  ~  RC    *    FD  ~  NF  ^  ' 

FE        AX        es    _      ,.  ,   j;£       AX  _  FS  ^^^ 
AE    •    CX    •    FS  ~  "  AK    •    CX  ~   es  ^^' 

MC        AN        FS 

AM    ■    NF    ■    es   ~  '  ^' 

multipliant  les  trois  égalités  (1)  (2;  (3)  on  a  : 

PF.GE         AR.DC        FE.AX         MC        AN        FS 


AP.FE         RC.FD        AE.CX         MA       NF        GS  ' 
mais  en  vertu  de  (4)  le  second  nombre  égale  i ,  donc  : 
PF.GE         AR  DC       FE.AX  _ 

AP.FE    •    RC.FD    •    AE.CX  ~  ''  ^' 

égalité  que  l'on  peut  écrire  : 

PF.FE     AR.AX   _   FE.FD 

GR.CX  ■  AP.AE    ~    CE. CD  "  ^' 

Mais,  d'après  la  note  4,  si  par  D  on  mène  une  sécante 
quelconque  DyG  on  a  la  relation  : 

FE.FG.Ay   _   FE.FD 

CE.AG.Gr   ~   CE. CD  ' 
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à  cause  de  (6)  on  conclut  la  relation  énoncée  par  Pascal  : 

FE.FG.Ay    _    DF.FK     AR.AX 
CE.AG.Cy    ""    CR.CX  •  AP.AK  ' 
La  relation  (S)  qui  s'écrit,  en  changeant  l'ordre  des  facteurs, 

AR.AX     FP.FK     CE. CD  _ 

CR.CX  *  AP.AK  •  FE.FD  ""  ^' 
est  précisément  le  théorème  de  Carnot  sur  les   relations 
entre  les  segments  déterminés  par  une  conique  sur  les  trois 
côtés  d'un  triangle^ 

Ce  théorème  contient  comme  cas  particulier  la  relation 
cartésienne  qui  lie  les  différents  points  d'une  conique 
(fig.  9). 


Fig.  9. 

Supposons  que  le  point  A  s'éloigne  indéfiniment 

AR  AX 

=     I     -^TT-    =     I, 


donc 


AP  AK 

PF.FK     CE. CD 


=  I, 


CR.CX  •  FE.FD 
alors  PK  et  RX  sont  parallèles.  Prenons  pour  ED  le  diamètre 
qui  divise  les  cordes  PK,  RX  en  deux  parties  égales»  alors 
PF  =  FK,  CR  =  CX;  la  relation  se  réduit  à 

PF*      CE.  CD 


ou 


CR*  ■   FE.FD 
PF*  CR« 


FE.FD  CE. CD 

qui  exprime  qu3  le  carré  d'une  demi-corde  est  au  produit 
des  deux  segments  du  diamètre  correspondant  dans  ud 
rapport  constant,  le  diamètre  restant  fixe. 
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FD 


Si  le  point  D  s'éloigne  indéfiniment,  le  rapport  -g^    tend 

vers  l'unité;  donc  dans  une  parabole  on  a  pour  un  diamètre 

PF»  RG» 

quelconque  -^p-  =  -^^  =  const. 

(A  suivre.) 


QUESTION  162. 

liolvtioii,  par  M.  Jollt,  élève  du  Collège  de  Yassy. 


Êlant  donnés  deux  points  TetF  à  V  intérieur  d'un  cercle  y  sur 
un  même  diamètre  et  à  égale  distance  du  centre,  on  propose  de  mener 
deux  parallèles  PQ,  P'Q'  terminées  à  la  circonférence  et  telles 
que  le  trapèze  PQP'Q'  soit  maximum. 

Les  angles  en  Q  et  Q'  étant  droits,  la  surface  PQFQ'  a 
pour  expression 

s    ^     PQ   +  FQ-    QQ. 

2 

OU     S  =  —-ï- h 

2 

en  posant  PQ  =  B,  P'Q'  ==  6, 
QQ'  =  A.  Par  0  menons  OH 
parallèle  à  PQ.  On  a  OH  =  a? 

_  B+  b 

2 

Dès  lors  (i)  S  =  x.h;  expression  dont  il  s'agit  de  trouver 
le  maximum.  Joignons  OQ;  on  a  dans  le  triangle  rectangle 

=  R« =  -^ . 

4  4 

Élevons  (1)  au  carré,   remplaçant  a?'  par  sa  valeur  on  a, 

toutes  réductions  faites, 

ft*  —  4R«V  4-  4S'  =  0, 

d'oîi  h  =  ±i^2R*±  v^4R*  —  4S*; 

pour  que  h  soit  réel,  il  faut  que 

4R*— 4S*>:o, 
d'où  S  ^  R«. 


OQH,  X' 
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Le  minimum  de  S  a  donc  lieu  pour  S  =  R'. 

Dès  lors  h  =  Rv^; 

h  est  donc  la  diagonale  d'un  carré  qui  a  R  pour  côté. 

Si  PF  >  A,  il  y  aura  un  second  trapèze   symétrique  du 
premier  par  rapport  à  MN. 

Si  PF  =  hf  PQ  et  P'Q'  sont  perpendiculaires  à  MN;  il  y  a 
encore  deux  solutions. 

Enfin  si  PF  <  A,  il  n'y  a  plus  de  solution  et  le  problème 
est  impossible. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Gelinet,  d'Orléans  ;  Elle.  Collège 
Stanislas;  Combebiac,  à  Montauban;  Objois,  à  Moulins;  Delraz,  à  Bourg; 
Hugot,  à  Lyon;  Pecquery.  au  Havre;  Vermond,  Schlesser,  Corbeau,  à  Sainl- 
QuentlD;  Lannes,  à  Tarbes;  Dupuy,  à  Grenoble;  Montéron,  à  Pau. 


QUESTION  166. 

ttolutlon  par  M.  Hogot,  élève  du  Lycée  de  Lyon. 


On  donne  une  ellipse  dans  laquelle  la  longueur  du  petit  axe 
est  moyenne  proportionnelle  entre  celle  du  gj-ànd  axe  et  la  dis- 
tance focale. 

Le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  formé  par  les  deua- 
foyers  et  un  point  quelconque  de  Vellipse  partage  la  normale  en 
ce  point  en  moyenne  et  extrême  raison.  (Launoy.) 

Soient  F,  F'  les  foyers  de  Tellipse  donnée;  M  un  point  de 

la  courbe,  MP  la  normale  en  ce 
point,  I  le  centre  du  cercle  ins- 
crit au  triangle  MFF'.  Dans  le 
triangle  PFM,  on  a 

PF  IP 


et  dans  PF'M, 
donc 


d'où 


r 
IP 

FM          IM 
PF 

m 

~   FM  ' 

IP 

IM 

_     PF  +  PF           c 
~    MF-f  MF    "   a 

IM 

IM              a 

IP  +  IM  MP    ~   a  +  c 


—  ISK- 
or  6*  =  oc  ou      (a  +•  c)  (a  —  c)  =  ac^ 

,.  X                                  a             a  —  c  c 

dou  =1= =  — • 

a-\-  c  c  o  ' 

donc  = 

IM  MP 

et  par  suite  ÎM^  =  IP  MP 

et  la  droite  MP  est  partagée  en  I  en  moyenne  et  extrême 

raison. 

Nota.  —Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Longueville,  de  Charleville; 
Corbeau,  Vermand,  Schlesser,  de  Saint-Quentin  ;  Deslais,  au  Mans. 


QUESTION  167. 

SolntloB  par  M.  Dbslais,  élève  du  Lycée  du  Mans. 


Construire  un  triangle,  connaissant  un  côté,  un  angle  adja- 
cent et  le  rapport  de  la  surface  de  ce  triangle  à  celle  du  triangle 
formé  par  les  deux  bissectrices  de  Vangle  donné  et  le  côté  opposé. 
Examiner  le  cas  où  ce  rapport  est  égal  à  2.  (Launoy.) 

Soit  ABC  le  triangle  demandé  ;  AB  =  ce,  CB  =  y,  AG  =  a. 
Soient  l  et  V  les  bissectrices  AE,  AE'  de  l'angle  donné  BAC: 

on  a  (  =  -jqj^   v^  apx  (p—y) 

^  =  a^x    V^«^(P  — o)(^  — a?) 

par  suite  — -  =  -^r^  \/ P  (p  -  a)  [p -x)  {p- y)  * 

tn 
Désignons  par  —  le  rapport  de  la  surface   du  triangle 

cherché  à  celle  du  triangle  formé  par  les  bissectrices  ;  on  aura, 

X      ,j     ,.  o'  —  X*         m 

après  réductions,         =  — 

2ax  n 

ou  nx*  -f-  2amx  —  a*n  =  o , 

,,  ^  —  amzha  y/  m*  +  n* 

dou  x= ! . 

n 


—  186  — 

Si  l'on  tlésigne  par  h  Thypoténuse  du  triangle  rectangle 
(]  oui  li!S  côtés  de  Tangle  droit  sont  m  et  n,  on  a 

—  am  di  ah 


X  = 


n 


X  est  évidemment  positif,  donc  on  doit  avoir  ah  > 
La  valeur  de  x  sera  donc 

a  (h  —  m) 


am. 


X  = 


n 


(îotto  expression  se  construit  facilement;  c'est  une  qua- 
(lioiue  proportionnelle  à  /i  —  m,  a  et  n. 

Cîouuaissant  dès  lors  les  deux  côtés  AB  et  AC  et  l'angle 
qu'ils  forment,  le  triangle  est  déterminé. 

m 


(îousidérons  maintenant  le  cas  oîi 


n 


=  2. 


Dans  ce  cas  x=:ia  yTT^—  2a  ou  a  (/T"—  i)  —  a. 
Il  est  facile  d'obtenir  cette  droite. 

Eu  cflet,  soit  AC  le  côté  donné.  En  A  menons  AB  faisant 

avec  AC  un  angle  égal  à 
l'angle  donné.  Puis  pro- 
longeons AC  d'une  lon- 
gueur AD  =  AC. 

En  C  menons  CO  perpen- 
diculaire sur  AC  et  égale 
à  a.  Décrivons  du  point  0 
comme  centre  avec  GO 
pour  rayon  une  circonfé- 
rence et  joignons  DO.  Cette 
droite  coupe  la  circonfé- 
rence on  E''.  Décrivons  avec  DE"  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
Ad  eu  B'.  AB'  est  la  longueur  cherchée.  Il  ne  reste  plus  qu'à 
la  p(»rler  sur  AB  et  le  triangle  est  déterminé. 

Nota.  —  M.  Longueville^  du  Collège  de  CharleriUe,  a  résolu  la  même  question. 
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QUESTION  210. 

SolatioB  par  M.  Lbstoquot,  du  Lycée  de  Saint-Quentin. 


La  valeur  de  la  série 


«1  ,  a» 


+  ..  .  .:'    .  ..  +  ... 


»!  +  I  (Bi  +    i)(a,   +  i) 

est  un  si  le  produit 

(»!  +  i)  (aa+  i)  ...  (an  +  i) 
est  infini;  ce  qui  a  lieu  si  la  série  à  termes  positifs 

a^  -[-  Bj  -|-  83  -(-  . . . 
est  divergente. 

La  série  précédente  est  convergente  si  le  produit  tfnd  vers  une 

limite  déterminée;  elle  est  divergente  si  le  produit  est  nul  ou 

indéterminé.  (Laurent.) 

Considérons  les  n  premiers  termes  de  la  série  et  cherchons 
à  en  faire  la  somme 

S»- — T —  +  1 ?;    .    ,  +        ^' 


Oi  +1  (ai  +   i)(a,  -f-   i)         (ûfi+i)...(an+i) 

Remarquons  (pie  Ton  a  : 

a^  I 


«1  +  I  «1  +  I 


a,  I 


(fli  +  0(««  +0         «1  +  I        («1  +  0(o«  +  i) 

«8 

(fli  +  OK  +  0(a»  +  0 

I  I 


(«1    +    0(^2   +    0  (Oi    +    l)(^',+    l)(tf3   +    l) 

•••?•• •• 

■   fln 

(Cl  +  i)...(a»-^  +  i)(an  +  i) 
I  I 


(ai  +    l).  .  .(un  -  i   +    l)  (<*i   +    0-  •  'i^rk  +    0 

Ajoutons  membre  à  membre,  il  vient 


Sn=    I    — 


(a,  +  i)...(an+  ij 
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Si  l'on  fait  croître  n  indéfiniment  et  que  le  produit 

(2)  (a.  +  i)...{an-\-  I) 

tende  vers  Tinfini,  le  second  terme  de  Sn  tendra  vers  0  et 
on  aura  Lim.  Sn  =  i  • 

Soit  maintenant  la  série  à  termes  positifs 

(3)  ai  +  a,  +  . . . 

Supposer  celte  série  divergente,  c'est  dire  que  la  somme 
des  p  premiers  termes  croît  indéfiniment  quand  p  tend  vers 
rinfini  ;  or  le  produit  des  p  premiers  termes  du  produit  se 
compose  de  la  somme  des  p  premiers  termes  de  la  série  (3) 
plus  d'autres  termes  positifs  ;  donc  si  la  série  (3)  est  diver- 
gente, il  en  est  de  même  du  produit. 

Soit  Pn  =  (Oi  -f  0  •  •  •    («n  +    0» 

on  a  alors  S»  =  i 5—. 

AH 

Si  Pn  tend  vers  une  limite  P,  on  a 

Lim.  Sn  =  I ^, 

donc  cette  limite  existe,  c'est-à-dire  que  la  série  (1)  est  con- 
vergente. 

Si  Pn  tend  vers  o,  Sn  tend  vers  —  00  ;  donc  la  série  (i) 
est  divergente. 

Si  Pn  est  indéterminé,  Sn  est  indéterminée,  et  par  suite 
n'a  pas  de  limite  ;  donc  la  série  (1)  est  divergente. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  mcme  question  :  MM.  P.  Fabry,  élève  de  mathématiques 
spécia'3sau  Collège  Chaplal  (classe  de  M.  Hauser);  L.  Legay,  élève  du  Lycée 
Saint-Louis;  G.  Papelier,  élève  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Reims. 


QUESTION  211. 

fltolnUon  par  M.  Coignard,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


Je  me  permettrai  de  faire  remarquer  que  l'énoncé  de  la 
question  n'est  pas  complètement  exact  si  K  est  quelconque  : 

il  y  a  lieu  de  le  modifier  de  la  manière  suivante  : 

X™  —  ^            X™  ""  *                       X™  ""  p 
L'équation  Kx™  H 1 1-  . . .  -j 
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-f-  . . .  -| =0  a  une  seule  racine  réelle  pour  m  impair. 

Si  m  est  pair^  elle  a  deux  racines  réelles  au  plus. 

Trouver  la  condition  pour  que  ces  deux  racines  existent. 

Posons  (c  =  — . 

y 

Uéquation   K  +  1-+ ^  +  . . .  + -^  =  0  (1) 

12  m 

admet  éyidemment  le  môme  nombre  de  solutions  réelles  que 
l'équation  proposée,  c'est  donc  cette  équation  plus  commode 
que  nous  allons  étudier. 
Egalons  à  o  la  dérivée  du  premier  membre  de  (1). 
(2)  I  +  !/  +  !/"+..•+  y"*  -  ^  =  o 

1®  f»  est  pair.  —  (2)  n'a  qu'une  racine  réelle,  —  i ,  car, 

(i  +  y  +  2/*  +  •  •  •  +  2/"*  "  ')  (y  —  i)  =  y"*  —  I. 

Or  quand  m  est  pair,  j/^  —  1=0  admet  les  racines  -|-  i 
et  —  I,  mais  en  multipliant  par  y  —  i  on  a  introduit  la 
solution  y  =  +  i»  donc  (2)  n'admet  que  y  =  —  i. 

Les  résultats  des  substitutions  de  —  00 , —  i  ,-|-oo  dans  (1) 
sont: — 00  — I  -J- 00 

'2         3  'm 

Suivant  que  le  résultat  de  la  substitution  de  —  i  sera 
positif  ou  négatif,  l'équation  (1)  et  par  conséquent  l'équation 
proposée  admettra   o  ou  deux  racines   réelles;   si  K  —  i 

H — I-  . . .  H =0,  —  I  est  racine  de  la  dé- 

*     2  3      '  'm 

rivée  et  appartient  comme  racine  double  à  l'équation  proposée. 
^Sïm  est  impair,  on  voit  que  —  00  et  -j-  00  donnent  des 
résultats  de  substitution  de  signes  contraires,  l'équation  a 
donc  toujours  au  moins  une  racine  réelle  ;  du  reste,  elle  n'en 
a  qu'une,  car  l'équation  dérivée  (2)  n'admet  pas  de  racines 
réelles. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  G.  Papelier,  élève  de  mathéma- 
tiques spéciales  au  Lycée  de  Reim^;  Maurice,  élë?e  de  spéciales  au  Lycée  Saint- 
Louis  (classe  de  M.  Lucas)  ;  L.  Legay,  élève  de  spéciales  au  Lycée  Saint-Louis; 
P.  Fabry,  élève  de  spéciales  au  Collège  Chaptal  [classe  de  M.  Uauser). 
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QUESTION  214. 

SolntloD,  par  M.  Maurice  d'OcACNB,  élève  au  Lycée  Fontanes. 


Faire  voir  à  Vaide  de  la  seule  théorie  des  logarithmes  qae  si 
Von  trace  les  courbes  représentées  par  les  équatians  y  =  a^  et 
y  =  b^ ,  lune  d'elles  deviendra  la  projection  de  l'autre  si  on 
fait  tourner  son  plan  d'un  angle  convenable  autour  de  Vaxe  des 
y.  Exprimer  cet  angle  en  fonction  du  module  relatif  des  deux  sys- 
tèmes de  logarithmes  correspondants.  (Picquet.) 

Ces  deux  courbes  se  coupent  en  un  même  point  de  Taxe 
des  j/;  de  plus,  si  on  les  coupe  par  une  parallMe  à  l'axe 
des  x,  à  une  distance  h  de  cet  axe,  qui  les  rencontre  aux 
points  A  et  B  et  qui  coupe  Taxe  des  y  au  point  P,  on  a 

AP  loga  h  .         . 

Supposons,  pour  fixer  les  idées  a  >  6;  alors  loga  6  <  i, 
et  si  on  fait  tourner  le  plan  de  la  courbe  (b)  de  l'angle  w 
tel  que  cos  w  =  loga  by  la  courbe  (a)  sera  la  projection 
orthogonale  de  (b)  dans  sa  nouvelle  position. 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


Mathématiques  élémentaires. 

238.  —  Construire  un  triangle  connaissant  un  angle,  le 
cercle  circonscrit  et  le  point  de  concours  des  hauteurs. 

239.  — Résoudre  un  quadrilatère  inscriptible  connaissant 
les  diagonales  et  les  côtés  opposés. 

.  240.  —  On  donne  les  côtés  égaux  c,  et  l'une  des  bases  a 
d'un  trapèze  isoscèle  ;  que  doit  être  la  seconde  base  pour  que 
le  volume  engendré  par  la  révolution  de  la  figure  autour  de 
la  première  base  soit  maximum? 
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241.  —  Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  les  taiïgcules 
menées  de  ce  point  à  deux  cercles  fixes  soient  dnns  un 
rapport  donné. 

242.  —  On  donne  un  triangle  ABC  ;  une  droite  IM4  pivoto 
autour  du  sommet  B.  On  abaisse  des  perpendiculniros  AÏS, 
CD  des  deux  autres  sommets  sur  cette  droite;  on  joMit  lo 
point  E  au  milieu  K  de  AB,  et  le  point  D  au  milieu  I  de  J'C". 
Trouver  le  lieu  du  point  M  de  rencontre  des  deux  droites 
KE  et  DI. 

Mathématicnies  spéciales. 

243.  —  On  donne  une  parabole  j/'  =  2paî,  rapportée  aux 
axes  ordinaires  ;  autour  de  l'origine  on  fait  tourner  doux 
droites  rectangulaires,  rencontrant  la  parabole  aux  points 
A  et  B,  et  Ton  construit  une  hyperbole  II  ayant  pour  asym- 
ptotes OA  et  OB,  et  passant  par  un  point  fixe  K  situé  sar  la 
bissectrice  des  axes.  Trouver  :  1°  le  lieu  du  pôle  do  AB  par 
rapport  à  H;  2**  le  lieu  ïl  des  points  de  rencontre  de  AB  avec 
H.  On  cherchera  les  points  de  S  qui  se  trouvent  sur  les 
droites  a?  =  2p  et  y  =  a;.  On  discutera  les  difTérontos 
formes  de  la  courbe  suivant  la  position  du  point  K  sur  la 
droite  y  =  x.  (de  Longchamps.) 

244.  —  Etant  donnée  une  conique  qui  passe  à  l'origine 
des  axes,  supposés  rectangulaires,  on  considère  les  cordes  de 
cette  conique  qui  sont  vues  de  l'origine  sous  un  angle  dit)it; 
par  les  extrémités  de  chacune  de  ces  cordes  et  par  l'origine 
on  fait  passer  un  cercle  ;  on  demande  le  lieu  des  centres  de 
tous  ces  cercles. 

245.  —  Etant  données  deux  courbes  S  et  S  par  leurs  é<iua- 
tiens  dans  un  même  système  de  coordonnées  polaires,  ou 
suppose  que  l'on  sache  construire  les  tangentes  à  ces  courbes 
en  deux  points  M  et  M^  situés  sur  un  même  rayon  vecteur  ; 
on  demande  d'en  déduire  la  tangente  au  point  M^  situé  sur 
le  même  rayon  vecteur  dans  la  courbe  S^  qui  est  le  lieu  des 
milieux  des  distances  telles  que  MM^  dans  les  deux  courlies 
proposées. 
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246.  —  Étant  données  deux  coniques  G  =  o  et  G'  =  o, 
trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  leurs  polaires  par 
rapport  à  ces  deux  coniques  se  coupent  sur  une  troisième 
courbe  donnée  /"(as,  y)  =  o.  Étudier  la  question  en  particu- 
lier: 1®  quand  f{x,  y)  =  o  est  une  droite  ;  2°  quand  f(Xy  y)  =  o 
est  un  cercle. 

247.  —  Étant  donnée  l'équation 

(X  —  a)*  +  (y  —  p)*  =  e*(x  cos  X  -|-  y  sin  X  —  p)*, 
on  demande  de  calculer  en  fonction  des  coefficients  de  cette 
équation  :  1®  les  carrés  des  demi-axes  de  la  courbe  qu'elle 
représente,  en  distinguant  dans  les  formules  le  grand  axe 
et  le  petit  axe  lorsqu'il  s'agit  d'une  ellipse;  2®  les  carrés 
fl«  et  —  6"  du  demi-axe  transverse  et  du  demi-axe  imagi- 
naire lorsqu'il  s'agit  d'une  hyperbole.  —  En  conclure  le 
lieu  des  sommets  des  ellipses  qui  ont  un  foyer,  un  point 
et  la  longueur  du  petit  axe  communs,  en  distinguant  les 
sommets  des  grands  axes  de  ceux  des  petits  axes,  et 
résoudre  le  même  problème  dans  le  cas  de  l'hyperbole. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KGEHLER. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

ET  DE   LEURS  PROPRIÉTÉS 

Par  H.  liaoLBoy*  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis-le-Grand. 

[Suite j  voir  p.  145  etsuir.) 


3^  Normales  rectangulaires. 

XXIX.  Théorème.  —  2a  et  2%  étant  les  angles  des  rayons 

vecteurs  de  deux  points  dont  les  normales  sont  rectangulaires ^ 

a«  +  b« 
on  a  cos^  a  +  cos*  a  = . 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  se  reporter  au  (héorëme  XV; 
on  y  trouvera  pour  les  distances  OQ  et  OQ'  du  centre  à 
deux  tangentes  rectangulaires  les  expressions  équivalentes 


pourOQ  a  cos 


l/          c*  cos*  8 
a  =  a  Y  i 


a« 


1/         c*  sin*  B 
pour  OQ'         a  cos  a'  =  a  ^  i — ^, 

et  en  additionnant  membre  à  membre,  après  avoir  élevé  au 
carré,  il  vient    a*  (cos»  a  +  cos*  a)  =1  a*  -{-  b*; 
d'où  l'expression  de  l'énoncé. 

On  peut  en  déduire  facilement 

c* 
sin»  a  -f-  sin»  a  = 


a' 


XXX.  Théorème.  —  NN'  étant  les  longueurs  des  normales 
liihiiées  au  grand  axe^  R  et  R'  celles  des  rayons  des  cercles 
osculateurs  en  deux  points  dont  les  normales  sont  rectangulaires^ 

I  1      _  a*  +  b* 

^^  ^  ^^        N*  N'»    ""         b*        ' 

I  I  a*  +  b* 

20    — _  +  .. —  - — n: 


a  4 

R  3  R  3  (ab)~ 
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1^  On  a  obtenu  (XX)  la  relation 


d'oii  cos  a  ^ 


a  cos  a 
6« 


aN  * 
On  aurait  de  m6me  pour  un  poiut  défini  par  l'angle  2a' 


cos  a  = 


aN' 

et  par  substitution  dans  la  relation  du  théorème  précédent. 

6*  /  I     ,     I  \        a*  +  6* 

"  ^•"'^*       -^\w^  w)=  — ^—  '• 

dou  N^+rn" b' • 

2*  De  l'expression  obtenue  (XXVII) 

« — V 

a cos' a 
on  tire  cos  a  =  ( — ^1 3  ; 

de  même  cos  a  =  l — ^t-JT? 

et  par  une  substitution  analogue  à  la  précédente,  on  a 

Vôr)  '  +  K-ÔK-)  '  - — Sï — 

et  en  divisant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  l — j 

on  arrive  à  la  relation  cherchée 

I  I     a*  +  ô* 

."~r  +  ~7  — T"" 

R  3        R  3  (ab)  a 

XXXI.  Théorème.  —  La  somme  des  carrés  des  inverses  des 
diamètres  conjugués  de  ceux  de  deux  points  dont  les  normales 
sont  rectangulaires  y  est  constante, 

b'  étant  le  dcmi-diamclrc  conjugué  de  celui  du  point  dé- 
fini par  Taugle    2a,  on  sait  (VII,  remarque)  que 

b 
cos  a  =  -77-; 
0 


b^\± 
3 


—  195  — 

b\  étant  celui  qui  correspond  à  Tangle  2a  »  on  a  également 

6 
ces  a  =  -rr-, 

d'où  l'on  déduit,  en  yertu  de  la  relation 


cos*  a  +  COS*  a  = ■ , 

a* 

I       .         I       _    Q*  +  6* 

il    "1" 


6»     '      6\*  a*6« 

II 

HYPBRB0L8 

!•  Propriétés  des  tangentes. 

XXXII.  —  Dans  l'hyperbole   un  seul  axe  rencontre  la 
courbe,  et  sa  longueur  a  est  définie  par  la  relation 

MF  —  MF  =  — T r  =  21. 

n'  —  m* 

Pour  définir  complètement  la  courbe,  on  pose 

n"  —  w' 
et  ici  b*  a  un  signe  contraire  à  celui  de  b*  qui  a  défini  la 
longueur  du  petit  axe  de  l'ellipse.  Si  dans  l'hyperbole  on 
porte  sur  l'axe  qui  ne  coupe  pas  la  courbe,  et  que  pour  cela 
on  appelle  axe  non  transverse,  une  longueur  égale  à  b  défini 
comme  on  vient  de  le  faire  et  de  part  et  d'autre  du  centre, 
les  deux  points  que  Ton  obtiendra  seront  considérés  comme 
les  extrémités  de  l'axe  non  transverse  de  l'hyperbole. 
Gela  étant,  on  déduit,  comme  on  l'a  fait  pour  l'ellipse, 

OP  =  Va» +  6»  =  c,        -^  =  -i.. 
'        '  ne 

Si  l'on  désigne  par  2a  Tangle  des  rayons  vecteurs  d'un 

point  M  (fig.  4i)^  on  voit,  d'après  la  figure,  que  l'angle  FPD 

est  précisément  égal  à  a,  et  que  par  suite 

6« 
MH  =  PD  =  —  cotg  a: 

c 

6* 
car  FD  =  cf  =  — . 

c 
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Par  un  calcul  analogue  à  celui  qui  a  été  fait  pour  l'ellipse, 

on  trouverait  MF  X  MF'  =  — ^— — 

sin*  a 


Fig,  44. 


Il  est  alors  facile  de  Yoir  que  toutes  les  rela  lions  établies 
pour  l'ellipse  s'appliqueront  à  l'hyperbole  après  qu'on  y  aura 

changé  6*  en  —  6*  et  a  en a.  On  va  les  passer  rapi- 

dément  en  revue  et  montrer  comment  ccitaines  d'entre  elles 
doivent  s'interpréter. 

Les  propriétés  qui  forment  les  théorèmes  YI,  VII,  VIII,  X 
appartiennent  à  l'hyperbole;  toutefois,  dans  l'énoncé  du 
premier  théorème  d'Apollonius,  on  devra  remplacer  le  mol 
((  somme  »  par  «  différence  ».  Le  théorème  IX  n'existe  pas 
pour  l'hyperbole. 

La  relation  qui  donne  le  théorème  XI  devient 

6» 


OT"  _  c*  =  — 


que  Ton  écrit 


c«  —  or  = 


sin*  p 
6« 


sin*   ê 

et  qui  se  traduit  ainsi  :  Le  cercle  décni  du  centre  avec  OT  pour 
raypn  est  tangent  à  la  parallèle  à  la  tangente  MT  menée  par 
un  foyer,  au  point  où  cette  parallèle  est  coupée  par  la  paral- 
lèle à  Vaxe  transverse  menée  par  Vune  des  extrémités  de  Vaxe 
non  transverse. 

Le  théorème  XII  s'applique  à  l'hyperbole;  le  suivant  con- 
duit à  la  relation    a«  tg*  6  —  ÔT*  =  6« 
et  peut  s'exprimer  :  La  puissance  du  point  T\  par  rapport  au 
cercle  de  centre  0  et  de  rayon  OT'  est  constante  et  égale  à  6*. 
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Le  cercle  du  théorème  XIII  existe;  mais  son  rayon  est 
\/  o*  —  6*  ;  le  théorëme  XIV  donne  évidemment  lieu  à  un 
minimum  nul  qui  a  lieu  lorsque  la  tangente  passe  par  le 
centre,  et  le  théorème  XV  exprimé  par  la  relation 

ÔT«  +  ()T^=: — il— ÎL— 

'  cos*  6  sin*  6 

s*énonce  ainsi  :  Le  carré  œnstruit  sur  une  tangente  est  équivalent 

à  la  différence  des  carrés  construits  sur  les  parallèles  à  cette 

tangente  menées  par  les  extrémités  des  axes^  ces  trois  droites 

étant  limitées  aux  axes, 

2®  Propriétés  de  la  normale. 
XXXIII.  —  La  longueur  de  la  normale  a  pour  expression 

N  =  : 

a  sm  a 
déduite  de  celle  de  l'ellipse  en  changeant  a  en a. 

On  peut  l'obtenir  également,  en  vertu  de  la  relation  (XVIIIy 

.      .      A 
remarque)  y  --    ^^  ®^^  "^ 

6  —  c       - 
dans  laquelle  (XXXII) 

ftc=MFxMF=      ** 


sin'  a 
6 -c  =  MF— MF  =2a; 

d'oh  N  =  — ? . 

-  a  sin  a 

Gomme  pour  l'ellipse,  la  projection  de  N  sur  les  rayons 

vecteurs  est  — .  .  . 

a 

Toutes  les  propriétés  de  la  normale   à  l'ellipse  appar- 
tiennent à  l'hyperbole. 
Lé  théofëme  XXVI  sera  exprimé  par  la  relation 

tgatg«tg-^-=~  .       .-.:. 

déduite  de  celle  qai  e^t  relative  à  réllipse  en  changeant  a 

en tty  abstraction  faite  des  signes  de  6*. 
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Les  diverses  expressions  du  rayon  du  cercle  osculateur  en 

un  point  de  l'hyperbole  seront 

&«        _       N       _   6» 

a  sin'  a  sin*  a  ab  ' 

N 
La  seconde  seule       R  =  — .  , 

sin*  a 

donne  une  construction  simple  de  R  par  le  moyen  employé 
pour  Tellipse  (XXVII). 

De  la  première  R  = r-i — 

*^  a  sin'  a 

se  déduit,  pareillement  à  ce  qui  a  été  fait  pour  rellipse,  la 
relation  _L.  -  ^  =  .^-1—  ; 

mais  cette  relation  ne  conduit  pas  à  la  construction  simple 
qui  a  été  donnée  pour  le  cas  de  l'ellipse. 

3®  Normales  rectangulaires. 
Pour  l'hyperbole,  la  relation  fondamentale  est 

sm*  a  +  sin*  a  = : . 

a* 

Elle  conduit  à  des  relations  identiques  à  celles  que  Ton  a 

trouvées  pour  l'ellipse. 

m 

ELLIPSE  ET  HYPERBOLE  HOMOFOGALES 

La  propriété  fondamentale  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole 
homofocales  consiste  en  ce  que,  aux  points  communs  à  ces 
deux  courbes,  la  tangente  à  l'une  et  la  normale  à  l'autre 
sont  confondues. 

XXXIY.  Théorème.  —  En  un  point  quelconque  du  plan 
passent  une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocales» 

Soient  M  (fig.  4$)  ce  point,  F  et  F'  deux  points  quelconques 
choisis  pour  foyers  d'une  ellipse  qui  passe  par  le  point  M; 
ces  trois  points  suffisent  pour  déterminer  complètement 
l'ellipse. 

MH  étant  perpendiculaire  à  FF'  on  a  tu  (Y)  que 

MH  =  -^  tg  a. 
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Si  Ton  considëre  une  hyperbole  ayant  les  foyers  F  et  F' et 
passant  par  le  point  M,  on 
devra  avoir  (XXXII)  en  dési- 
gnant par  61  la  longueur  de 

l'axe  non  transverse 

b  * 

MH  =  —^  cotg  a; 

c 

ces  deux  valeurs  de  MH  de- 
vant être  les  mêmes,  il  faudra 

que  1  on  ait  tg*  a  =— ^.  ^ 

Le  point  M  étant  cKoisi  ainsi  que  les  foyers  F  et  F'  on 
pourra  toujours  trouver  deux  valeurs  b  et  6^  satisfaisant  à 
la  relation  précédente;  ces  deux  valeurs  et  la  distance 
FF'  =  2c  déterminent  complètement  Tellipse  et  Thyperbole. 

Corollaire.  —  Si  Von  considère  toutes  les  ellipses  et  les 
hyperboles  ayant  pour  foyers  deux  points  fixes  et  telles  que  le 

rapport  -r^  soit  constant  pour  ces    caurbes  considérées   deux 

à  deux,  le  lieu  de  leurs  points  communs  se  compose  de  deux  cercles 
passant  par  les  foyers. 

En  effet,  de  la  relation  qu'on  vient  d'établir,  il  résulte 
que  dans  cette  hypothèse  tg*  a  ou  tg  x  est  constant  et  par 
suite  l'angle  2a;  donc  les  points  communs  se  trouveront  sur 
deux  segments  capables  de  l'angle  2a  décrits  sur  FF'  l'un 
au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  cette  droite. 

XXXV.  Théorème.  —  On  considère  toutes  les  ellipses  et  les 
hyperboles  qui  ont  pour  foyers  commuons  deux  points  donnés  et 
pour  lesquelles  la  différence  a*  —  a^"  de  leurs  axes  focaux  est 
constante;  le  lieu  de  leurs  points  communs  est  une  lemniscate. 

Soient  p  et  p  les  rayons  vecteurs  d'un  point  commun  à 
deux  des  courbes  considérées;  on  sait  (XXXII)  que 

^^    ""    sin«a' 
61  désignant  la  moitié  de  la  longueur  de  Taxe  non  transverse 
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de  rhyperbole,  et  si  6  est  le  demi-petit  axe  de  l'ellipse  qui 
passe  au  point  défini  par  les  vecteurs  p  et  p',  on  a  (XX XI Y) 


d'où  Ton  tire 


sin  a  ces  a 


et  par  suite  sin*  a  =  -7 — . — -, — , 

substituant  celte  valeur  de  sin*  a  dans  la  valeur  du  produit 
pp',  on  a  pp'  =  6*  -|-  6j*. 

Les  deux  courbes  considérées  étatit  homofocales,  on  a 

a*  —  6*  =  a^*  +  61*, 
d'oîx  a*  —  Cl*  =  6*  -f  61*, 

et  partant  pp  =0*  —  a^*. 

D'après  l'énoncé,  le  produit  pp  est  constant,  et  comme  la 
lemniscale  est  le  lieu  des  points  tels  que  le  produit  de  leurs 
distances  à  deux  points  fixes  est  constant,  le  lieu  cherché  est 
donc  une  lemniscate. 

XXXVI.  Théorème. —  Un  cercle  passant  par  les  deux  foyers 
d'une  ellipse  rencontre  cette  ellipse  en  quatre  points  symétrique^i 
deux  à  deux  par  rapport  au  petit  axe;  on  considère  les  deuor 
hyperboles  homofocales  de  V ellipse  et  passant^  Vune  par  deux  des 
points  dintersection^ei  l'autrepar  les  deux  autres Msdeuxdetnien 
n* étant  pas  les  symétriques  des  deux  premiers;  soient  B^  et  B, 
les  extrémités  des  axes  non  transverses  de  ces  hypei^boles,  situées 
du  mêm^e  côté  du  centre;  la  puissance  de  ce  centre  par  rapport 
au  cercle  décrit  sur  B,B,  comme  diamètre  est  constantej  quel  que 
soit  le  rayon  du  cercle  d^ intersection. 

Soient  M  et  M' deux  points  d'intersection  non  symétriques, 
2a  et  2a   les  angles    de  leurs    rayons    Tcctcors,  on    sait 

(XXXIII)  que     tg  a  =  A.      tg  a   =  ^, 

0  0 

bf  &i,  b\  ayant  les  sigliifications  connues. 

Or   les   angles   2a    et    20L    sont   supplémentaires,   donc 

, w    

2  ' 
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par  suite  tg  a  =  cotg  a  ; 

,,  ^  b'         b 

d  ou  =  —  : 

b         6/' 

et  6«  =  b^  b\, 

relation  qui  exprime  le  théorème  énoncé. 

(A  suivre.) 


FORMULES  TRIGONOMETRIQUES 

RELATIVES   AUX   ELEMENTS   d'uN    TRLVNGLE    REGTILIGNE 


Il  esl  souvent  utile,  de  connaître  des  relations  entre  certains 
éléments  d'un  triangle  rectiligne,  ou  bien  encore,  à  rinspection 
d'une  formule  donnée,  de  pouvoir  énoncer  à p?'tan*  les  particu- 
larités que  présente  ce  triangle.  Déjà,  dans  son  ouvrage  inti- 
tulé; Questions  de  trigonométrie, M.  Desboves  a  établi  un  certain 
nombre  de  relations,  et  a  proposé  d'en  démontrer  quelques 
autres.  —  Un  secoud  ouvrage  du  même  auteur  a  de  plus 
présenté  les  solutions  de  ces  dernières.  —  Nous  allons  ici 
donner  des  formules  extraites  de  l'ouvrage  allemand  intitulé  : 
Rtcueil  de  problèmes  de  trigonométrie  et  stéréométrie,  par  Reidt, 
et  nous  indiquerons  rapidement  la  solution  de  ces  ques- 
lions.  Nous  nous  proposons  ensuite  de  faire  connaître,  en 
quelques  mots,  la  manière  de  résoudre  un  certain  nombre 
de  triangles,  d'après  des  données  élémentaires.  Nous  enga- 
gerons nos  lecteurs  à  faire  ce  que,  dans  son  recueil  d'énoncés, 
a  fait  l'auteur  allemand  auquel  nous  empruntons  ces  exercices. 
Chaque  énoncé  de  triangle  est  suivi  de  données  numériques, 
ce  qui  permet  de  compléter  un  problème  d'algèbre  par  un 
calcul  numérique.  G*est,  à  notre  avis,  une  excellente  prépa- 
ration aux  examens. 

A.  M. 
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RELATIONS  ENTRE  LES  ÉLÉMENTS  d'uN   TRIANGLE   RECTANGLE 

1.  Si  dans  un  triangle,  on  a  la  relation 

sin  A  -(-  *î'i  B 


sin  G  = 


cos  A  -f-  C05  B 
le  triangle  est  rectangle  en  G. 

Car  on  a 

sin  G  =  sin  (A  -)-  B)  =  sin  A  cos  B  -j-  sin  B  cos  A. 
En  remplaçant  dans  la  relation  donnée,  on  trouve,  toute 
réduction  faite,  en  mettant  (sin  A  +  sin  B)  en  facteurs  : 

tgA  tgB=  I. 
Donc  les  angles  A  et  B  sont  complémentaires. 

2.  Si  Von  a  à  la  fois 

1  +  cota  (45  —  B)  = --,    et    4S  =  c«' 

'        "^  ^^  ^         I  —  cotg  A  ^ 

le  triangle  est  rectangle  et  isoscèle. 
Gar  si  Ton  exprime  tout  en  fonction  de  la  tangente  seule, 

on  a  I  +  tg  (45  +  B)  =  -^l^èr- 

En  développant  tg  (45  -|-  B),  et  chassant  les  dénominateurs, 
on  trouve 

tg  A  —  I  =  tg  A  —  tg  A  tg  b; 

ce  qui  donne    tg  A  tg  B  =  i, 
et  les  angles  sont  complémentaires  ; 
en  outre  c*  =  a'  -f"  ^*»      48  =  206  =  c* 

Donc  a'  -|-  ^'  ==  ^^^9  ^^  ^  —  6=0. 

3.  Un  triangle  est  î'ectangle  si  Von  a 

sin  A  —  cos  B  =  cos  G. 

Car  en  remplaçant  cos  G  par  sa  valeur  —  cos  (  A  -f-  B),  cl 
développant,  il  vient 

sin  A  (i  —  sin  B)  =  cos  B  (i  —  cos  A). 
Je  multiplie  par  (i  -}-  sin  B)  (i  -f"  cos  A),  ce  qui  est  per- 
mis, puisque  aucun  des  facteurs  n'est  nul  ;  je  remplace  les 
différences  de  carrés  par  leur  valeur,  et  je  trouve 

sin  A  (i  +  cos  A)  cos*  B  =  cos  B  (i  -|-  sinB)  sin"  A 
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ou  enfin     (i  +  cos  A)  cos  B  =  (i  +  sin  B)  sin  A; 
en  développant  on  trouve 

cos  B  —  sin  A  =  cos  G  ; 
comparant  à  la  relation  primitiver,  on  en  tire 

cos  G  =  o,  ou  G  =  90®. 

4.  Si  l'on  a  la  i^elation 

sin  A  +  C05  B    sin  A 

sin  B  -\-  cos  A.  cos  A  ' 

le  triangle  est  rectangle. 

Car,  on  développant,  on  trouve 
cos  A  cos  B  —  sin  A  sin  B  =  o 
ou  cos  (A  +  B)  =  o 

Donc  A  +  B  =  90®. 

5.  Qiuind  on  a  la  7'elation 

sin  A 

=z=  sin  G  4-  cos  G  cota  A, 

cos  B  '  ^ 

le  triangle  est  rectangle. 

En  effet,  si  Ton  remplace  cos  B  par  —  cos  (A  +  C)>  o^ 
trouve  après  réduction 

sin*  A  =  sin*  G  sin*  A  —  cos*  G  cos*  A 
=  I  —  cos*  A  —  cos*  G, 
ou  bien         sin*  A  +  cos*  ^  =  i  —  cos*  G  =  sin*  G. 
Donc  sin*  G  =  i. 

6.  Si  Von  a  sin  A  -}-  cos  A  =  5m  B  +  cos  B,  A  et  B  étant 
différents,  le  triangle  est  rectangle. 

En  effet  on  en  tire 

sin  A  —  sin  B  =  cos  B  —  cos  A 

.     A  — B  A  +  B  .     A-B    .     A  +  B 

ou       2  sm cos  ■  =  2  sin sin ■ . 

22  22 

^  .     A+B  A+B 

Donc  sm =  cos   — • , 

2  2 

A  +  B 
et  par  suite  — ■ —  =  45". 

sin  A  cos  B 

7.  Si  l'on  a  la  relation  — : — =7-  =^ r->  fe  triangle  est  rec- 

stn  B  cos  A  ^ 

tangle  ou  isoscèle. 
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Car  on  tire  facilement 

2  sin  A  cos  A  =  2  sin  B  cos  B, 
ou  sin  2A  =  sin  2B1 

ce  qui  donne  2 A  =  2B,      ou  2A  -j-  2B  =  180". 

8.  Nous   signalerons  encore  les  formules  suivantes,  qui 

ont  lieu  lorsque  le  triangle  est  rectangle  : 

6  —  a 

(a)  séc  2A  —  tff  2A  =  -T— ; . 

^  ^  6  -f-  a 

a 
Car  on  a,  puisque  tg  A  =  -j—  : 

b  —  a        .     ,  ^       ,  V       sin  (45  —  A)  cos  A  —  sin  A 

— — ^ =  tg  (45  — A)  = ^-^ r4  =  1 — : : T" 

b  +  a         ^  ^^  cos  (45  —  A)         cos  A  -{-  sin  A 

cos"  A  +  sin*  A  —  2  sin  A  cos  A 


cos*  A  —  sin*  A 
sin  2A 


cos  2A  cos  2A  ' 

a 


[p]  coséc  A  +  cotg  A  =  ^r  - 

£h  effet,  on  a 

coséc  A  =  —  ;  cotg  A  =  — . 

a  a 

Donc,  en  remplaçant,  et  chassant  les    dénominateurs,  il 

vient  c*  —  6*  =  a*, 

ce  qui  est  évident,  puisque  le  triangle  est  rectangle. 

2Gb  d       b 

'y]  sin  2A=r:;  — - — ;  carsin  2A  =  2  sin  Acos  A  =  2. —  .  — • 
'  c*  ce 

a* 
(8)  On  a  aussi  -^ —  ==:  séc  A  —  cos  A 

bc 

,      ,  ,1  —  cos*  A  sin*  A 

car  on  a  sec  A  —  cos  A  «- 


coâ  A  cos  A 

Or        sin*  A  =  — —;  cos  A  =:  — . 

c*  c 

Donc,  en  remplaçant,  on  trouvera  bien  une  identité. 

Remarque,  —  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  partout 
désigné  Tangle  droit  par  C,  et  par  suite,  l'hypoténuse  parc, 
comme  le  fait  Reidt  dans  son  recueil  de  problèmes. 

(A  suivre.) 
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VARIATIONS  DES  FONCTIONS  BICARREES 

DÉDUITES    DE     CELLES    DES     FONCTIONS    DU    SECOND    DEGRÉ 
Par  M.  PaJoBy  professeur  au  Lycée  de  Cahors. 


I,  —  Trinôme  carré  y  =  ox*  +  6x*  +  c. 
Détermina  lion  des  maximum  et  minimum. 

En  posant  x*  =  ;»,  cette  fonction  devient 

y  =  as*  +  6;5  +  c. 

Si  X  croit  d'une  manière  continue  depuis  —  oo  jusqu'à 
-f-  00  ,  j8  décroît  d'une  manière  continue  depuis  -|-  oo  jus- 
qu'à G  et  croit  ensuite  depuis,  o  jusqu'à  +  <»  »  la  fonction  y 
est  continue  et  les  valeurs  qu'elle  prend  pendant  que  z  va  de 
4"  00  à  o  se  reproduisent  dans  l'ordre  inverse  lorsque  z  croit 
de  o  à  +00 ,  Donc  lorsque  z  =  o,  y  passe  par  un  maximum 
ou  un  minimum  égal  à  c,  et  en  calculant  l'accroissement 
d'y  lorsque  z  croît  de  o  à  A,  quantité  positive  aussi  petite 
qu'on  voudra,  on  voit  facilement  que  c  est  minimum  ou 
maximum  selon  que  6  est  positif  ou  négatif. 

Pour  obtenir  les  autres  maximum  ou  minimum  dont  le 
trinôme  est  susceptible,  remarquons  que  si  z  parcourait 
l'échelle  complète  des  grandeurs  depuis  -f-  oo  jusqu'à  —  oo  , 
y   passerait  par    un    maximum    ou    un   minimum    égal    à 

c lorsque  z  serait  égal  à , 

4a  ^  2a 

Donc  lorsque  z  ne  parcourra  que  l'échelle  des  grandeurs 

positives,   y   passera   par    ce    maximum   ou   minimum   si 

est  positif,  c'est-à-dire,  si  a  e^  b  ont  des  signes  conr- 

2a 

traires. 

Mais  si  a  et  6  ont  le  mémo  signe,  —  — -  sera  négatif,  et 

20 

z  ne  pouvant  passer  par  €ette  valeur,  y  n'aura  d'autre  maxi- 
mum ou  minimum  que  c. 
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Lots  des  variations  du  trinôme  bicarré. 

Si  a  est  positif,  y  partant  de  -|-  oo  marche  vers  un  mini- 
mum ;  si  a  est  négatif,  y  partant  de  —  oo  passe  d'abord  par 
un  maximum.  On  peut  donc  établir  dans  tous  les  cas  la 
marche  des  yariations  du  trinôme. 

Soit,  par  exemple,  a  <  o,  6  >  o.  La  fonction  y  croit 

depuis  —  00  jusqu'à  c ,  décroit  ensuite  jusqu'àc  pour 

A,a 

croître  de  nouveau  jusqu'à  c et    décroître   jusqu'à 

00. 

Soit  encore  a  >  o,  6  >  o.  La  fonction  décroit  depuis 
-f-  00  jusqu'à  c  et  croit  ensuite  jusqu'à  -|-  oo . 

Si  la  yariable  est  assujettie  à  rester  dans  certaines  limites, 
comme  un  sinus  par  exemple,  il  faut  examiner  si  la  yaleur 
de  cette  variable,  correspondante  à  un  maximum  ou  mini- 
mum, est  ou  non  comprise  dans  les  limites  données,  et,  s'il 
y  a  lieu,  discuter  complètement.  La  recherche  du  minimum 
du  trinôme  a*  sin*  x  —  26'  sin*  x  -\-  c*  offre  un  exemple  de 
ce  cas. 

II.  — Variations  dk  la  fraction  bigarrée  y  =    ,       '   ,,       ' — r. 

^       a  05*  +  6  a;»  +  c 

Détermination  des  maximum  et  minimum. 

En  posant  ce*  =  s,  cette  fonction  devient  ; 

aj5*+6jï-{-c  ^  ' 

Elle  est  continue,  et  l'on  voit  immédiatement,  comme 
pour  le  trinôme  bicarré,  qu'elle  passe  par  un  maximum  ou 

Q 

un  minimum  égal  à  — r-  lorsque  z  =  o. 

^7-  est  minimum  ou  maximum  selon  que  bc' — c&'  est  positif 

ou  négatif.  En  effet,  soit  E  l'accroissement  d'y  lorsque  9 

passe  de  o  à  une  valeur  positive  ^  aussi  petite  qu'on  voudra. 

On  a  : 

g/t'-f  6ft  +  c c^  _   h[(ac'  —  cà)h  +  {bc  —  cb')] 

~  ah*  +  b'h  +  c         c'    ~  c'«  +  b'ch  -f  a c'A« 
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h  étant  infiniment  petit,  le  dénominateur  a  le  signe  de  c'^qui 
est  positif,  et  le  numérateur  celui  de  hc  —  cb'.  Donc  K  est 
positif  ou  négatif  selon  que  bc  —  cb'  est  négatif  ou  positif. 

c 
Si  c'  =  G,  — ;-  =r  00 .  Dans  ce  cas,  lorsque  js  =  o,  j/  passe 

par  -|-  °o  ou  par  —  oo  en  conservant  son  signe. 

Pour  déterminer  les  autres  maximum  et  minimum,  sup- 
posons que  5  décroisse  depuis  +  ^  jusqu'à  —  oo .  On  sait 
qu'alors  y  n'est  susceptible  de  maximum  ou  minimum  que 
lorsque  l'équation  : 

(6'«  —  4a'c')j/*  —  2(66'  —  2ac  —  2ca)y  +  6*  —  400  =0  (2) 
a  ses  racines  réelles  et  inégales.  Soit  y'  <  y\  Ces  deux 
racines  y  et  y'  sont  respectivement  maximum  et  minimum 
si  6'*  —  4aV  est  positif;  minimum  et  maximum  si  ce  coef- 
ficient est  négatif,  et,  s'il  est  nul.  Tune  des  racines  devenant 
infinie,  l'autre  racine  est  le  seul  maximum  ou  minimum. 

Les  valeurs  correspondantes  de  z  sont  données  par  l'é- 

6  —  b'y  . 

quation  :  %  =  —7-7 r-  (3) 

^  2(at/  —  a)  ^  ^ 

Puisque  2  ne  peut  varier  qu'entre  +  00  et  o,  la  fonction  y 
passera  par  les  deux  maximum  et  minimum  y\  y\  par  l'un 
d'eux  seulement  ,ou  ne.  passera  par  aucun  d'eux  selon  que 
z  et  z\  valeurs  correspondantes  de  js,  seront  toutes  deux 
positives,  l'une  d'elles  seulement  positive,  ou  toutes  deux 
négatives. 

Donc  en  résolvant  successivement  les  équations  (2)  et  (3), 
on  peut,  dans  chaque  cas  particulier  et  lorsque  les  coefficients 
sont  numériques,  déterminer  les  maximum  et  minimum  d'j/ 

autres  que  — r-* 
^       c 

Equation  en  z.  —  Condition  de  maximum  ou  minimum. 

On  peut  obtenir  une  équation  ayant  pour  racines  les  valeurs 
de  z  correspondantes  aux  maximum  et  minimum  de  la  fonc- 
tion, et  déduire  de  cette  équation  un  caractère  général  très 
simple  pourreconnailre  d'avance  l'existence  et  le  nombre 
de  ces  maximum  ou  minimum. 

Cdtte  équation,  que  j'ai  fait  remarquer  dans  une  note  pré- 
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cédeule  ('^)»  s'obtient  en  éliminant  y  entre  les  équations  (2) 
et  (3),  ou,  plus  simplenient,  entre  les  équations  (1)  et  (3), 
ce  qui  donne  : 

(ab'  —  ba)z*  +  2(ac'  —  ca')z  +  {bc  —  cb')  =  o,   (4) 
équation  dont  la  loi  de  formation  est  bien  simple. 
Or,  on  a  Tégalité  : 

(66'  —  200'  —  2ca')*  —  (6*  —  ^ac)  (6'*  —  400)  = 
4[(ac'  —  ca'y  —  (06'  —  6a')  (6c'  —  cb')]; 
l'équation  (4)  a  donc  ses  racines  réelles  et  inégales,  égales 
ou  imaginaires,  en  même  temps  que  l'équation  (3),  et  ron 
conclut  la  condition  suivante  du  maximum  ou  minimum  : 
Pour  que  la  fraction  bicarrée  ait  (Tautres  maximum  ou  mini' 

mum  que  — r-,  il  faut  et  il  sufjit  que  Véquation  en  z  ait  au  moins 
c 

une  racine  positive. 

Celle  fraction  a  donc  un,  deux,  trois,  cinq  maximum  ou 

minimum  en  comptant— 7-,  selon  que  Téqualion  en  2  a  ses 

racines  négatives,  une  seule  positive  ou  toutes  deux  positives. 
La  condition  du  maximum  ou  minimum  étant  remplie,  on 
peut  résoudre  l'équation  (4),  calculer  les  valeurs  d'y  corres- 
pondauU^s  aux  racines  positives,  au  moyen  de  l'équation 

2az  +  b 


y  = 


f  9 


2a  z  +  6' 

que  l'on  déduit  de  l'équation  (3)  et  distinguer  ensuite  le 
maximum  et  le  minimum  à  l'aide  du  signe  de  ab'  —  ba. 

Remarque.  —  Nous  croyons  devoir  appeler  l'attention  des 
élèves  sur  l'équation  (4)  qui  permet  de  résoudre  facilement 
les  deux  questions  suivantes  : 

l""  Étant  donnée  une  fraction  du  second  degré  ou  bicarrée 
dont  deux  coefficients  sont  inconnus,  déterminer  ces  deux 
coefficients  par  la  condition  que  la  fraction  devienne  maxi- 
mum et  minimum  pour  deux  valeurs  données  de  la  variable. 

2^  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les 
coefficients  des  fractions 
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ax*  -f"  ^^  "h  ^  ♦'^^c*  -\-nx  -\-p 

ax^  +  b'x  +  c         m'a?*  +  **'®  +  P 

pour  que  ces  deux  fractions  deviennent,  l^'  maximum  ou  mi« 

nimum  pour  la  même  valeur  d'cc  ;  2®  maximum  et  minimum 

pour  les  mômes  valeurs  de  la  variable. 

Lois  des  variations  de  la  fraction  bicarrée. 

Lorsqu'on  a  déterminé  les  maximum  et  minimum  ainsi 

que  les  valeurs  correspondantes  de  z  et  par  suite  d'à?,  la 

marche  des  variations  de  la  frac  lion  bicarrée  peut  être  établie 

rigoureusement  dans  tous  les  cas  particuliers  à  l'aide  de  la 

continuité  de  la  fonction  et  du  caractère  suivant  : 

Si  z  décroît  depuis  -j-  ^  >  la  fraction 

az^  -{-  bz  -{-  c 


'  y 


az*  4"  ^'^  +  c' 
commence  par  décroître  ou  par  croître  selon  que  a6'  —  5a , 

et  au  cas  où  ce  binôme  est  nul,  selon  que  ac  —  ca  Bst  positif 

ou  négatif. 

Prenons  pour  exemple  l'étude  des  variations  de  la  fonction 

_   x'+i 

^""  a?»+i  ' 
question  posée  aux  examens  oraux  pour  l'École  polytech- 
nique (1876). 

Si  a?»  =  «,  y  =  '       ; 

d'oii  l'on  déduit  z  = 


_    y±  Vy'  +  4y  — 4 


2 

Les  racines  du  trinôme  y*  +  42/  —  4  ^^^^  2/=  —  ^  "^  2V2, 
y'  =  —  2  4"  2V2,  z  est  négatif;  z'  =  —  i  4-  V2. 
Donc  y  passe  par  le  minimum  —  2  4~  2  V  2  lorsque  x  prend 

les  valeurs  4"  y  —  '  "1"        et  —  y  —  i  +  V2,  et  par  le 
maximum  i  lorsque  a?  =  o. 

Si  donc  X  décroît  depuis  4-  ^  jusqu'à  o  et  depuis  o 
jusqu'à — cx)  la  fonction  y  décroît  depuis  i  jusqu'à  son  mi- 
nimum —  24-  2/2,  croît  jusqu'à  son  maximum  i  qu'elle 
atteint  lorsque  o?  =  o,  décroît  de  nouveau  jusqu'au  même 
minimum  —  24-  V2et  croît  enfin  jusqu'à  i. 
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La  courbe  de  cette  fonction,  symétrique  par  rapport  à  Taxe 
des  y,  a  deux  branches  infinies  asymptotes  à  une  parallèle 
à  Taxe  des  œ  représentée  par  y  =  i ,  qui  est  aussi  tangente 
à  la  courbe  au  point  d'intersection  avec  Taxe  des  y.  Cette 
courbe  est  comprise  entre  cette  tangente  et  celle  qui  a  pour 

équation  j/  =  —  2  -j-  2V2. 
Comme  seconde  application,  cherchons  les  yariations  de 

,     ^     ^.  20?*  —  405*  +  2 

la  fraction  y  = r T  ,    . 

^    .     40;*  —  5x^  —  2 

En  posant  x*  =  js,  on  a 

2a*  —  4J5  +  2 

''  ~  4a«  —  5;5  —  2  ' 
d'oh  Ton  déduit  : 

_    5y  —  4  d:  yl  bjy^  —  24;/ 

4(2y— i) 

Les    racines   de   Syy*  —  24J/   sont  y'  =   o    maximum, 

8 
y   = minimum. 

A  ces  valeurs  d'y  répondent  respectivement  jj'  =  i,  5?'  =  3. 
On  a  enfin  aV  —  ba  =  6. 
Donc  X  décroissant  depuis  -[~  <^  jusqu'à  o  et  depuis  o 

jusqu'à — 00 ,  la  fonction  y  décroît  depuis —  jusqu'à  son  mini- 

g 
mum et  croit  ensuite  jusqu'à  -j-  00 ,  passe  brusquement 

à  —  00 ,  croit  jusqu'à  son  maximum  o,  décroit  jusqu'à  son 
minimum  —  i ,  valeur  qu'elle  prend  lorsque  ce  =  o,  et  remonte 
ensuite  la  série  des  variations  par  lesquelles  elle  vient  de 
passer. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS  A  SAINT-GYR 


•—  Résoudre  le  système  d'équations 

—  TrouTer  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  un  point  tel  que  la  somme 
de  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  deux  c6tés  de  l'angle  droit 
soit  é^e  à  une  quantité  donnée. 
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—-'  Etant  donnée  l'équation 

a;*  —  2(»»  —  5)05»  +  m*  +  lom  —  23  «  o, 
entre  quelles  limites  JCaut-il  faire  varier  m  pour  que  cette  éqnatioa  ait  zéro, 
deax  on  quatre  racines  réelles? 

—  Connaissant  les  restes  de  la  division  d'an  polynôme  entier  en  x  par  x-^a^ 
X'-h^x-^c,  trouver  le  reste  de  la  division  par  (a?  —  o)  (a?  —  6  (a?  —  c). 

—  L'équation 

(I  +  P"  +  q^W  -  W  +  ^)  +  f(i  +  p»)  -  ^pqs\x+  tr  -  »»)  =  o 
a  ses  racines  réelles;  si  les  racines  sont  égales,  on  a  la  relation 

r «^  t 

i  +p^    ■"    pq   ^    I  4-ç» 

—  Trouver  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres  de  deux  sphères  un  point  d'où 
l'on  voie  sur  les  deux  spliëres  deux  zones  équivalentes. 

—  Quelle  est  la  pyramide  régulière  à  base  carrée  de  volume  maximum  ayant 
une  sur£Bce  latérale  donnée? 

—  Yérifler  l'identité 

sin  3a  sin  a  s  sin'  2a  —  sin^  a. 

—  On  donne  une  demi-circonférence  AB;  on  demande  de  trouver  sur  la 
courbe  un  point  M  tel  que  si  l'on  mène  la  corde. AM  et  la  perpendiculaire  MP. 
sur  le  diamètre,  le  segment  AM  et  le  triangle  rectangle  OMP,  tournant  autour 
de  AB,  engendrent  des  volumes  équivalents. 

—  Par  un  point  P,  mener  une  sécante  PDE  telle  que  la  projection  IR  de  la 
partie  située  dans  le  cercle  sur  le  diamètre  passant  par  le  point  ait  une  longueur 
donnée. 

—  Circonscrire  à  un  cercle  donné  un  trapèze  dont  on  donne  les  deux  bases. 

—  On  veut  renfermer  une  surface  de  3^%^^^  dans  un  triangle  équilatéral; 
on  demande  le  rayon  du  cercle  circonscrit  et  le  côté  du  triangle. 

—  Etant  donnée  la  formule  y  =ss  / 1  -| j  l  i \  dans  laquelle  a  et  6 

sont  positifs,  déterminer  la  valeur  qu'il  faut  donner  à  x  pour  que  y  ait  une 
valeur  donnée  c.  Peut-on  faire  prendre  à  y  toutes  les  valeurs?  Même  question 
dans  le  cas  où  l'on  a 


-(-^){'+4-)- 


—  Deux  rectangles  ont  pour  dimensions  respectives  a^  y  et  a/,  y'  ;  on  connaît 
la  somme  des  bases,  la  somme  des  surfaces  des  deux  rectangles,  et  de  plus  les 
surfaces  des  rectangles  ayant  pour  dimensions  la  base  de  l'un  et  la  hauteur  de 
l'autre;  trouver  les  dimensions  des  rectangles  donnés. 

—  Si  l'on  a  —  »  — r-i  on  a  les  formules 

a  h 

AB  —  oô  =  (A  —  a)(B  +  6)  =  (A  +  a)(B  —  6) 

AB»  —  06»  =  (A  —  aW  +  B«»  +  ^) 

AB»  +  06»  =  (A  +  a)(B»  -  B6  +  &'). 
La  première  de  ces  formules  permet  d'avoir  la  diflférenoe  des  secteurs  sem- 
blables; les  dernières  donnent  le  volume  du  tronc  de  cône  de  première  ou  de 
seconde  espèce. 

—  Construire  un  triangle  dont  on  connaît  un  côté,  la  moyenne  géométrique 
entre  les  deux  antres,  et  la  bissectrice  correspondant  au  premier  côté. 

—  On  mène  les  bissectrices  des  quatre  angles  d'un  quadrilatère  convexe 
ABCD  ;  on  obtient  ainsi  un  deuxième  quadrilatère  MNPQ  dont  on  demande  la 
surface  en  fonction  des  côtés  et  des  angles  du  quadrilatère  donné. 
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—  On  donne  un  rectangle  et  on  demande  de  diminuer  ses  côtés  d'une  même 
longueur  de  liaçon  que  le  rectangle  formé  avec  les  nouvelles  dimensions  sont 
une  fraction^donnée  du|premier. 

—  Couper  un  cône  donné  par  un  plan  parallèle  à  la  hase  de  façon  que  la 
surface  totale  du  tronc  soit  égale  à  la  surfiioe  totale  du  petit  cône. 

—  Etant  donnés  un  cercle  et  une  tangente  à  ce  cercle,  on  propose  de  trouver 
sur  la  circonférence  un  point  tel  que  la  somme  des  distances  de  ce  point  au 
point  de  contact  et  à  la  tangente  soit  égale  à  une  ligne  donnée. 

—  Insérer  entre  3  et  768  un  nombre  de  moyens  géométriques  tel  que 
192  soit  l'un  d'eux. 

—  Etant  données  les  distances  des  sommets  d'un  triangle  au  point  d'où  l'on 
voit  les  côtés  sous  le  même  angle,  trouver  les  côtés  et  la  surface. 

—  Connaissant  trois  lignes  menées  d'un  point  intérieur  à  trois  sommets  d'un 
carré,  trouver  le  côté  de  ce  carré. 

—  Le  premier  terme  d'une  progression  géométrique  est  3  ;  le  nombre  de 
termes  est  8,  leur  somme  765.  Trouver  la  raison  et  le  dernier  terme. 

—  On  donne  un  cercle,  et  une  tangente  œy  ;  mener  une  corde  paraUèle  à  la 
tangente,  et  telle  que,  en  abaissant  des  extrémités  des  perpendiculaires  sur  la 
tangente,  le  rectangle  formé  ait  une  diagonale  de  longueur  donnée. 

—  Trouver  sur  la  ligne  des  centres  de  deux  circonférences  un  point  tel  que 
la  somme  des  tangentes  menées  de  ce  point  aux  deux  circonférences  soit  égale 
à  une  valeur  donnée  l, 

—  Quel  doit  être  le  dernier  nombre  de  la  première  colonne  d'une  table  de 
Pythagore  pour  que  la  somme  de  tous  les  nombres  inscrits  dans  cette  table  soit 
de  36ioo? 

—  Trouver  le  maximum  du  volume  inscrit  dans  une  sphère  et  formé  d'un 
cylindre  surmonté  de  deux  cônes  ayant  même  base  que  le  cylindre. 

—  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  connaissant  le  périmètre  et  la 
somme  des  volumes  engendrés  par  la  rotation  successive  autour  des  deux  côtés 
de  l'angle  droit. 

—  Trouver  les  rayons  d'un  tr^nc  de  cône  connaissant  la  hauteur,  la  surface 
latérale  et  la  différence  des  rayons. 

—  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  R  un  tronc  de  cône  de  hauteur  et  de 
volume  donnés. 

—  Les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  exprimés  par  trois  nombres  entiers 

consécutifs;  la  surface  du  triangle  est  les  — ^  du  produit  des  plus  grands 

côtés.  Calculer  les  trois  côtés,  h  surface,  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  le  rayon 
du  cercle  circonscrit. 

—  Calculer  le  rayon  d'une  fenêtre  formée  d'un  rectangle  surmonté  d'un  demi- 
cercle,  connaissant  sa  hauteur  totale  et  sa  surface. 

—  Calculer  le  volume  d'un  cylindre  connaissant  sa  hauteur  et  sa  surface  totale. 

—  Trouver  sur  une  demi-circonference  un  point  M  tel  que  la  droite  qui 
joint  ce  point  au  centre  soit  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  droites  qui 
joignent  le  point  M  à  l'extrémité  A  du  diamètre  et  à  un  point  G  de  ce  diamètre. 
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NOTE  SUR  UN  POINT  DE  LA  DISCUSSION 

DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ 
À  TROIS  INCONNUES 

Par  M.  E^-fV.  Boqnel. 


Lorsqu'on  résout  un  système  de  trois  équations  du  premier 
degré  à  trois  inconnues,  on  obtient  les  yaleurs  des  inconnues 

N  N'  N' 

par  des  formules  telles  que  a; =-T=r-,j/  =  -={r>  a  ^-fr-y^HoTs- 

qu'on  suppose  D=:  o,  en  même  temps  que  N  =  o,  on  sait  qu'il 
en  résulte  N'  =  o  et  N''  =  o.  Mais  les  démonstrations  que  l'on 
donne  ordinairement  de  ce  fait  dans  les  cours  me  semblent 
ou  trop  indirectes,  ou  même  insuffisantes.  Il  est  pourtant 
facile  d'établir  le  théorème  très  clairement  comme  il  suit,  en 
supposant,  bien  entendu,  qu'on  ait  préalablement  démontré 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  n  équations 
homogènes  et  linéaires  à  n  inconnues  admettent  pour  ces 
inconnues  un  système  de  solutions  dont  une  au  moins  soit 
différente  de  zéro. 

Soit,  en  effet        J  ax-\-  t'y-j-  cz -\-  d'=  o  (1) 

(  a^cD-j-  b'y^  c'z-]-  d''=  o 
le  système  considéré. 

Si  l'on  suppose  D  et  N  =  o,  c'est-à-dire 


a  b 

c 

a  b' 

1 

c 

a'b' 

c' 

=  o 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose  : 


a  a  a 
b  V  V 
c  c   c' 
je  dis  qu'il  en  résulte 

a  d  c 
N'  =     d  d  c 
(T  c  a' 


=  o  (2)   et 


=  0  et  N^zr: 


d  b  c 
et     d  V  c 
d'  b'  c' 


d  d  d' 
b  b'  b' 
c  c   c' 

a  b  d 
d  b'  d 
d  V  d 


=  o 


=  0     (3) 


=  o 
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Établissons,  par  exemple,  que  N'  =  o;  c.-à-d.,  si  l'on 
a  a  a' 

dd'  dr 


yeut  que 


c  c   c 


=  o. 


Considérons  le  système  des  quatre  équations  homogènes 
et  linéaires  à  trois  inconnues 

aX  +  <^V  +  a'v  =  o  (4) 

bX  +  6V  +  6'v  =  o  (») 

cX  4"  cV  -j-  c'v  =  o  (6) 

iX  +  d>  +  d'v  =  G  (7) 

La  condition  (3)  exprime  que  les  trois  équations  (4),  (S), 
(6)  admettent  pour  X,  (x,  v,  un  système  de  solutions  dont  une 
au  moins  n'est  pas  nulle. 

La  condition  (3)  exprime^  de  son  côté,  que  les  trois  équa- 
tions (3),  (6),  (7)  admettent  pour  X,  fx,  v,  des  solutions  dont 
une  au  moins  n'est  pas  nulle. 

Soient  X^,  jx^,  v^,  des  valeurs  de  X,  fx,  v  qui  vérifient  (8)  et 
(6);  en  vertu  de  (2),  ces  valeurs  vérifient  l'équation  (4)  ;  en 
vertu  dé  (3),  elles  vérifient  également  l'équation  (7);  donc 
elles  vérifient  simultanément  les  quatre  équations  (4),  (Sj, 
(6)  et  (7). 

Mais  la  condition  qui  exprime  que  les  trois  équations 
homogènes  et  linéaires  (4),  (6),  (7)  admettent  des  solutions 
^1»  (^i>  ^1  do^^  u^6  au  moins  n'est  pas  nulle,  est  précisément 
que  le  déterminant  des  coefficients  de  ces  trois  équations 
soit  nul,  c.-à-d.  que  l'on  ait 

a  a  a' 
dd  d' 


=  0    ou 


a  d  c 
a  d  c 
ad'c" 


=  o, 


c  c   c 

c.-à-d.  N  =  o;  c.  q.  f.  d. 
Il  est  clair  qu'on  reconnaît  de  même  que  N'  =  o. 
Donc  le  théorème  est  établi. 
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NOTE  SUR  LE  THÉORÈME  DE  DESCARTES 

Par  H.  «i«  OoIIIb»  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
Professeur  de  mathématiques. 


Le  théorème  de  Descartes  n'est  qu'une  conséquence  du 
théorème  de  RoUe. 

Aatrement  dit,  supposant  connu  le  théorème  de  RoUe,  nous 
allons  en  déduire  le  théorème  de  Descartes. 

Dans  toute  éqtÂation  algébrique  f  (x)  =  o,  i  coefficients  réels ^ 
et  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  le  nombre 
p  des  racines  positives  ne  peut  surpasser  le  nombre  v  des  varior 
tions^  ety  s'il  lui  est  inférieur^  leur  différence  v  —  'p  est  un 
nombre  pair. 

Et  d'abord  ce  théorème  est  vrai»  on  peut  le  constater,  pour 
les  équations  du  1®'  et  du  3®  degré. 

Or  nous  disons  que,  s'il  est  yrai  pour  les  équations  de 
degré  m  —  i,  il  est  yrai  aussi  pour  celles   de  degré  m. 
En  effet,  soit  une  équation  quelconque  de  degré  m, 
Affic"^  +  A^x^  -*  +  •••  +  -^wi  -  lO?  +  Am  =  o    ou  f{x)  =  o. 
Prenons  l'équation  dérivée 

mA^od^ - <  +  (^  —  ' )K^^ -»  +  •••  + Am -1  =  0  ou  f{x)  =  o 
et  appelons  p  le  nombre  des  racines  positives  de  f\x)  =  o. 
Gela  étant,  supposons  d'abord  que /(ce)  =.  o  n'a  pas  de  racines 
égales,  et  distinguons  deux  cas  : 

I.  Am^i  et  Am  sont  de  signes  contraires.  Alors  f\x)  =  o  a 
une  variation  de  moins  que  f{xy  =  o.  Puisque  nous  suppo- 
sons le  théorème  vrai  pour  les  équations  de  degré  m —  i, 
nous  avons  p  <  v  —  i,  c'est-à-dire  ou  plus  v  —  i  racines 
positives  de  la  dérivée,  a,  6',. . .  f,  qui  avec  o  et  -f-<»  cons- 
tituent au  plus  v  Intervalles  oh  peuvent  se  trouver  des  racines 
positives  de  f{x)  =  o.  Donc  f{x)  =  o  a  au  plus  v  racines 
positives.  —  De  plus,  si  p  <  v,  on  a  t;  —  p  =  2K;  car  Am  et 
Am-1  étant  de  signes  contraires,  p  et  p  sont  de  parités 
différentes;  or  t;  —  i  —  P  =  ^K',  K'  pouvant  être  nul; 
donc  V  —  p  =  aK. 
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II,  Am-1  et  km  sont  de  même  signe.  Alors  f(x)  =  o  et 
f^x)  z=  o  ont  le  même  nombre  de  variations  v.  Nous  ayons 
encore  p'  <.  v.  Considérons  donc  le  cas  le  plus  défavorabley 
c  est-à-dire  celui  où  p^  =  v.  Alors,  à  première  vue  du  moins» 
o,  les  racines  o',  b,.,,  f  et  +«  constituent  v  +  i  inter- 
valles oli  peut  se  trouver  une  racine  positive  de  f{x)  =  o. 
Mais  il  est  facile  de  voir  que,  dans  l'intervalle  de  o  à  a, 
il  ne  peut  pas  en  exister.  —  En  effet,  d'une  part,  f{o)  =  Ai»; 
d'autre  part,  on  a  f{a  —  n)  •  f{a  —  A)  >  o  ;  mais  f{a  —  h) 
a  même  signe  que  /"(a),  et  f\a  —  h)  môme  signe  que  /^(o), 
donc,  dans  ce  cas-ci,  même  signe  que  f{o)  ;  donc  f{d)  .  /"(o) 
>  o.  —  Donc,  encore  dans  ce  cas,  au  plus  v  racines  posi- 
tives pour  f{x)  =  o.  —  De  plus,  si  p  <  v,  on  a  t;  —  p  =  2K; 
.car  Am  et  Am  - 1  étant  de  même  signe,  p  et  p  sont  de  même 
parité  ;  or  v  —  p'  =  2K'  ;  K'  pouvant  être  nul  ;  donc  t;  —  p 
=  2K. 

Supposons  maintenant  que  f{x)  =  o  ait  p^  racines  égales 
positives;  soient  a,  6,...  e  ces  racines,  et  a,  p,...  e,  leurs 
degrés  respectifs  de  multiplicité.  L'équation  f(x)  =  o  admet 
ces  miêmes  racines  avec  des  degrés  de  multiplicité  respec- 
tivement égaux  à  a  —  i,p  —  i,...,e  — ^i,  eten  outre 
admet  p'i  racines  positives  propres  a\h' , ,.  —  Or  forcément 
d'après  le  théorème  de  RoUe,  si  l'on  écrit  la  suite  des  racines 
de  f{x)  =  o  dans  leur  ordre  do  grandeur,  chaque  racine 
a,  6,...  est  encadrée  par  deux  des  racines  propres  a,  &',.••» 
et  entre  deux  racines  a ,  b'  qui  encadrent  une  racine  a,  il 
ne  peut  y  avoir  de  racine  simple  de  f{x)  =  o,  de  sorte  que  sur 
les  p\  +  I  intervalles  fournis  par  les  p\  racines  propres  de 
f'{x)  =  o  avec  o  et  +  00 ,  il  n'y  en  a  que  p'i  +  i  —  Pi  qui 
puissent  fournir  des  racines  simples  de  f{x)  =  o.  Gela  posé, 
si  nous  prenons  pour  exemple  le  cas  de  Am  •  Am-i  <  o, 
nous  aurons 

a  —  i  +  p  —  i-|----+«  —  x+p'i<.t;  —  I 
en  considérant  f{x)  =  o  ;  de  là  nous  déduisons 

oc  +  p  4-  •  •  •   +  e  +  P'i  +  I  —  Pi  £  «• 

On  arriverait  au  même  résultat  dans  le  cas  de  Am  .  Am  -f  >  o. 

En  résumé  :  Si  le  théorème  est  vrai  pour  les  équations  du 

degré  m  —  i,  il  est  vrai  aussi  pour  celles  du  degré  m;  or  il 
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est  rrai,  on  peut  le  constater,  pour  les  équations  du  1*'  et 
du  2®  degré;  donc  il  est  vrai  pour  celles  du  3«  degré,  etc., 
donc  il  est  général. 

Nota.  —  Nous  avons  eu  connaissance,  apiès  qne  la  rédaction  de  la  note 
précédente  était  déjà  terminée,  d'une  démonstration  nouvelle  du  théorème  de 
Descartes,  qui  a  été  donnée  récemment  par  M.  Laguerre  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques;  mais  comme  notre  démonstration  diffère  notam- 
ment de  celle  de  ce  géomètre,  nous  croyons  néanmoins  utile  de  la  iaire  con- 
naître* 


NOTE  SUR  LES  FRACTIONS  CONTINUES 

INDÉFINIES,   NON  PERIODIQUES 
par  M.  Moebler. 


Lorscpi'on  cherche  à  transformer  en  fia c lion  continue  une 
fonction,  développée  en  série,  on  obtient  en  général  un  déve- 
loppement de  la  forme 

-_£i 

*1  +  Œ« 


*«  +  a. 


ft.+ 


€Ln  et  bn  étant  des  fonctions  du  rang  n  de  la  fraction  inté- 
grante. En  opérant  comme  dans  le  cas  oli  les  numérateurs 
Gi,  a,,  ...  sont  égaux  à  l'unité,  on  trouve  aisément  les  rela- 
tions pn  =  6n  Pn  -  <  +  A»  fn  -  2 

qn=^bn(ln^  A  '\-  CLfi^n  —  i 

Vn 

aui  déterminent  les  deux  termes  de  la  n"*  réduite  ■         en 

fonction  des  termes  des  deux  réduites  précédentes. 

Il  n'est  pas  difficile  de  transformer  en  fraction  continue 
une  fraction  dont  on  connaît  le  développement  en  série; 
mais  le  problème  inverse  présente  au  contraire  le  plus  sou- 
vent d'assez  grandes  difficultés.  Il  s'agit  de  trouver  l'expres- 
sion générale  d'une  réduite^  connaissant  la  loi  de  formation 
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des  quantités  0^9  bn>  Voici  une  méthode  de  calcul  qui 
réussit  dans  certains  cas  : 

Soient  On  =  fi{n),  bn  =  A(^)>  ^^  b^xth^  en  désirant  par 
Un  Tune  ou  l'autre  des  quantités  pn  »  Çn  : 

Un  =  ft{n)Un  -  i  +  /i(n)ttn  -  f. 

Désignant  par  f(n)  et  ^(n)  deux  fonctions  inconnues  de 
l'indice  n,  je  mets  l'équation  précédente  sous  la  forme 

Un  +  9n  U»  -  I   =  ^n  [Wrt  -  I   +  ?(n  -  l)t*n  -  i] 

On  devra  avoir  les  deux  identités 

m-<M=ftin)  ),.. 

'(*-9(«-')  =  /;(n)  )^' 

et  on  cherchera  à  déterminer  d'après  ces  conditions  les  deux 
fonctions  inconnues  ^  et  ^,  ce  qui  est  quelquefois  possible  par 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  lorsque  f^  et  /«  sont 
des  fonctions  entières. 

Admettons  que  9  et  ^  soient  connues;  on  aura  la  suite 
d'identités 

Un  +  (f(n)Un  -  i  =  ^n)[Un  -  ^  ■+-  <p(n  —  l)Un  -  |]  ] 

t*i  +  ?(3)Mï  =  ^'(3)[w,  +  (p{2K]  ) 

Multipliant  membre  à  membre,  il  vient 
Un  +  <p(n)un  -  i  =  ^{n)^(n  —  i)  .  .  .  ^.(3)[u,  +  (p(2K] 
ou,  pour  abréger, 

Un  =  —  <p(n)t«n  -  1  +  F(n) 
et  de  même 

Wn  -  1  =  —  9(n  —  i)un  -  1  +  F(n  —  i) 


^1  =  -  ?(3K  +  F(3), 
les  fonctions  F  renfermant  U|  et  t^. 

Il  est  facile  d'éliminer  Un  -  1,  Un  —  s  •  .  .  en  multipliant 
la  deuxième  égalité  par  —  <p(n),  la  troisième  par  ç(n —  1)9(11) 
et  ainsi  de  suite,  et  en  ajoutant  les  résultats.  On  aura  ainsi 
l'expression  générale  de  Un  en  fonction  de  n  et  des  deux 
premiers  termes  de  la  suite  u^  et  u,. 

Je  vais  appliquer  ce  qui  précède  à  la  conversion  en  série 
de  la  fraction  continue  : 


I 

a  +  3 

3+_4 

4+  • 

• 

Ona         A-JL    A-_i. 

en  général  u*»    =  n(un  _  i  +  Un  -  ,) 

Les  identités  (1)  deviennent  ^  (n)  —  <p  (n)  =  n 

^  (n)   .   <p  (n  —  i)  =  n 
On  peut  prendre  pour  <{/  et  9  des  fonctions  du  premier 
degré  renfermant  chacune  deux  constantes,  poser  : 

d/(n)  =  An  +  B,  (p(n)  ^  an  +  ^ 
et  par  suite  cp(n  —  i)  =  an  —  a  -)-  p. 
Les  équations  de  condition  seront  : 

An-j-B  —  an  —  p:=n 
(An  +  B)  (an—  a  +  p)  =  n. 
Elles  sont  vérifiées,  quel  que  soit  n,  en  prenant 

A  =  o,  a  =  p  =  B  =  —  I, 
de  sorte  que       ^  (n)  =  —  i,  9  (n)  =  —  n  —  i . 
La  suite  d'identités  (2)  sera  donc* 

Un—  {n-^   l)u»-l=—  [Un-i—  nUn  -  ,] 

Un  -  1  —  nWn  _  ,  =  —  [tin  -  t  —  (n  —   l)  Un  -  s] 

t*4  —  5  u,  =  —  (t/,  —  4  u.) 
ti,  —  4  u,  =  —  (u,  —  3  Wi). 
Je  multiplie    la   première  par  ( —  ij^,  la  seconde  par 
( —  i)»  -  *,  etc.,  j'ajoute  et  il  vient  ; 

(—  0»  (Wn  -  n  +  1)  Wfi  -  1)  =  Ui  *-  3Ui. 

Cette  dernière  égalité  permet  de  trouver  pn  et  Çn. 
Pour  avoir  pn  9  je  fais  u,  ^  p,  :=  2,    ti^  =  pi  :=  i,    w,  — 
3Ui  =  —  I  ;  par  suite 

(—  0°Pn  =  (—  0»  (n  +  l)ttn  -  4  —  I. 
(—  ^'^-«pn-i  =  (—  l)°-*nttn  -1  —   I. 

(-i)*P.  =  (-i)*3pi-i. 


Je  multiplie  la  première  égalité  par  (—  i)  (n  +  i),  la 
seconde  par  (—  i)«(n  +  i)n,  etc.,  la  dernière  par  (—  i)»  -  » 
(n  +  i)n{n  —  i). .  .6.5.4,  et  j'obtiens  par  addition  : 

(—  i)»pn  =  (—  i)»(n  +  i)n. . .  .5.4.3  +  (—  i)»-t 
(n-f  i)n.. .5.4 +....+(—  i)»(n+i.)n-h(— i)«(n+i)  — I. 

Pour  avoir  jn  ,  il  faut  reprendre  le  même  calcul,  en  faisant 

^1  =  îi  =  4»  ^1  =  îi*=  I.  «*i  —  SWi  =  I  ; 
on  trouve  alors  : 

(—  0"7ii  =  (—  i)»(n  +  i)n...5.4.3  +  (—  i)»-«(n  +  i)n...5.4 
+  •••  +  (-  i)'(n+i)n  +  {—   i)«(n  +  0  +  i. 
En  divisant  par  (—  i)'»(n  +  i)n. .  .3.2.i  les  deux  termes 

de  la  réduite  -^,  elle  devient  : 

•         ■    f:4T  — ■  + 


Pp     _    2  2.3    '    3.3.4       '"^(— 1)°-*  2.3.4.. .(n+i) 

"^    2.3        2.3.4"^***"^(— 0» 2.3.4. ..(n+i) 


2 


Gomme  on  a  —  =  e"  ^  = 1 

e  2  2.3  2.3.4 

l'expression  précédente,  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 
n'est  autre  chose  que 


e-* 


î      . I ^^  e  —  1 

2'     •"    2 
Voici  comment  Euler  est  arrivé  à   la   fraction  continue 
que  je  viens  d'étudier. 

g  .j^  i_^ _j I  I 


e  I  1.2  1.2.3 


• . .  • 


On  a    J 


I  1.2        I  -j- 


2 


je  remplace  —  par  — r-  ou  bien  2  par 


2    *^         2  2.3 


r 

=  2  -|-  X  =  2  H- 


J i_  '  ^    3—  î  ' 

2  2.3 

afin  d'avoir  .en  fraction  continue  les  trois  premiers  termes 
de  la  série  ;  cette  fraction  est 


—.Ml  — 

I 


I  +  « 


2   +   2 


3  —  I 
I  I  I 


Remplaçant  -T-par-5 —  pour    avoir    les    quatre 

premiers  termes,  et  contiuuaat  aiusi  indéfiniment,  on  trouve 

I      T 

e  ï  +  ï 


I  +2 


2   +  3 


3+  . 


puis  — — —   =    ^— —  =1   +  1 

'^  I  e  —  I 


I I  +  2 

e 


2    +    3 


3  +  • 


e 
enfin  — ^—  —  i  = 


e  —  I  e  —  I  1  +  2 


2   +   3 


3  +  . 


Voici  un  autre  exemple  de  transformation  de  fraction  con- 
tinue en  série.  Soit  F  = ; 

I  +  1* 

3  +  2* 


5  +  . 


+      n* 


2n  +  I  +  . 


dans  laquelle  la  n  +  i"^  réduite  correspond  à 


n* 


2n  +  I  ' 


On  a  ici  Un  =  (an  —  i)  Wn  -  <  +  (**  —  0*  ^  -  «»  ^  d^si- 

gnant  toujours  pn  ou  Çn ,  et  aussi  «^i-  =  —,  -s-i-  =  — . 

9i  ï      9«  4 

Les  identités  qui  déterminent  ^  (n)  et  f  (n)  sont 

^  (n)  —  ç  (n)  =  2n  —  i 
^  (n)  .  <p  (n  —  i)  :=  (n  —  i)* 
et  on  trouve  facilement  ç  (n)  =  —  n*,  (^  n)  =  —  (n  —  i)*. 

Donc  Pn  —  n}pn -  <  =—  (n~  i)«  [p« -  ^  — (n—  i)«pn -  j] 
pn-<  — (n— l)«Pri-  j==— (n  — 2)»[p»-i  — (n—  2)*p»-,] 

Pi  —  3*Pt  =  —  2»[p,  —  2«,p4l  =  —  2«.(—  i) 
La  yaleur  de  pn  est 

Pn={—  l)"  -"Hn  —  !)•(»»  —  2)«  .    .    .   3«   .   2* 

+  (—  i)«  -  iri^{n  —  2)«(n  —  3)"  .  .  .  3*  .  2«  +  •  .  . 

-j-  (_  i)n«(n  —  i)«  .  .  .  4«  .  3«  .  i« 

4-  n\n  —  i)«  .  .  .  4*  .  3«  .  2«. 
Pour  calculer  g»  on   remarquera  que  g,  —  2*  .  Çi  =  o  ; 
par  suite,  en   remontant,  on  trouvera  immédiatement  qn 
—  n^qn  -  <  =  0  et  j»  =  n\n  —  i)'(n  —  2)*  ...  3*  .  2*. 

La  réduite  —  est 

Çn 
(-l)n-i      ^      (-1^-»      .  I 

;iS  ■<■    (n-i)>     ■<■•  •  '~~-|"ï- 

et  en  supposant  n  infini,  on  a  la  série  convergente 
III  ( —  i)*  "  * 

2*    '     3*         4}  n«  ' 


1C« 


dont  la  valeur  est  '— -.  (Voir  Laurent,   Théorie  des  résidus, 
p.  14K)  (♦). 

Aemargue.  —  Le  procédé  de  calcul  que  j'ai  indiqué  repose 
sur  la  transformation  de  la  relation  Un  =  A(^)^-i 
-f-  fi{n)Un  -  s  au  moyen  des  fonctions  ^  et  9.  Mais  il  n'est 
pas  toujours  possible  de  déterminer  ces  fonctions,  au  moins 

par  des  procédés  élémentaires.   Alors  le  problème  de  la 

»  . 

(*)  Les  deux  exemples  de  fractions  continues  que  j'ai  donnés  sont  einpranlés 
au  recueil  d'énoncés  de  problèmes  de  M.  Wolstenholme. 


transformation  d'une  fraction  continue  en  série  deyient 
beaucoup  plus  difficile.  On  est  obligé  de  recourir  à  la  théorie 
des  fonctions  génératrices. 


QUESTION  209. 

SolntloB  par  M.  G.  Papklibr,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de 

Reims. 


a,  b,  Cy  d,  désignant  des  nombres  entiers  et  positifs; 
(i  +x)«*  +  ^  — (i  +x)«»>  +  «  —I  est  divisible  par  x*'{-X'{'  i; 
xw  -  I  -|-  xïb  -j«  xsc  -f-  i  0st  divisible  par  x*  -}"  ^  +  '  î 
xu  ^  x*b  +  1  -j-  x*c  +  «  -f  x*d  +  J  est  divisible  par  x«  +  x« 
-|-  X  -|-  I  •  (H.  Laurent.) 

!•  Pour  démontrer  que  (i  +  cc)«»  +  <  —  (i  -{-  x)^^  +  *  —  i  est 
divisible  par  a?*  +  ûd  -)-  i,  il  suffit  de  faire  yoir  évidem- 
ment que  cette  expression  s'annule  quand  on  y  remplace 
œ  par  les  racines  de  Féquation  x*  +  ^  +  i  =  o. 

Ces  racines  sont  données  par  la  relation 

I  ^  >/r  I — 

2  2 

que  Ton  peut  écrire 

X  =  cos  — — -  ±  y  —  I  sm  —5—. 

Substituons  cos— = h  ^  ""  *  sin  — r—  dans  (i  +  ^)**  +  ^ 

—  (i  +  a?)**  +  «  —  *,  nous  obtiendrons 

,                  2«        .       /  .         2TC 

I  -[-  COS  — r 1-  V  —  I  sin 


3         •      '  3 


21c  / ,  21C      ■  "*  '• 


I  -f-  COS  — [-  V—  I  sin 
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or  I  +  cos  — —  =  2C0S*  — - 

sin  — r—  =  2S1I1  -r-  cos  -T- 
3  i  5 

donc  l'expression  peut  s'écrire 


«a  + 1 


6b  +  s 


qu'on  peut  écrire  en  vertu  de  la  formule  de  Moiyre 

2««  +  <  cos««  +  <-^cos(6a  +  i)-^  +  V  —  1  sin(6a+i)^l 

—  (2Cos-r-j         |cos(66-t-2)  +  V  —  I  sin(66+2)"Q'l —  i 


ou 


(2  cos  — j         I  cos  -T-  +  V  —  I  sin  — J  — 1 2  cos  — J 

[2W  I  ,         2lt  1 

cos  — [-  V  —  I  sm  — ô— J  —  ' 

^  W  I  21C  I 

Or  cos  -T-  =  — ,      cos  — T —  = 

3  2  3  2 

et  par  conséquent  l'expression  a  pour  yaleur  o;  donc 

œ  =  cos  — f-  v'  —  I  sin  — r—  est  racine  de  l'équation 

(i  +  x)^  +  <  +  (i  +  ce)»''  +  «  =  o; 
donc,  comme  cette  équation   est  à   coefficients  réels,  elle 
admet  aussi  la  racine  conjuguée 

211  ,  .        21C 

X  =  cos  —5 ^  —  I  sm  — r-. 

6  6 

Donc  le  premier  membre  est  divisible  par  a;'  -|-  x  +  i . 
2*  Soit  à  démontrer  que  a^  -  <  +  x'^  +  (r»«  +  <  est  divi- 
sible par  x'^  -{-  X  •\-  I . 
.On  peut  opérer  comme  précédemment.  Substituons  dans 

l'expression  donnée  la  valeur  cos  -5—  —  ^ —  x  sin  —5-;  en 

0  i 


1 


appliquant  la  formule  de  Moivre,  elle  devient  : 

cos  (3a  —  i)  — r-  4"  >/  —  I  sin  (3a  —  i)  -r-  +  cos  36  — r- 

+  V—  I  siû  36  -y  +  cos  (3c  +  i)  -j- 


qui  est  é^le  à 


+  /=-r  sin  (3c  +  I)  -^ 


2ff  ■■     ■  ■    .       2ir 


COS  — yj  —  I  sin  — —  4-  cos  267c  +  >/  —  i  siii  261c 

,  21c       ,      I .       2ic 

+  COS  —  -f  v^—  I  sm— ; 

2*^  2« 

mais       cos  — r — |-  cos  —5—  =  —  i ,    cos  267c  =  i . 

Les  parties  réelles  et  imaginaires  sont  donc  nulles  et  la 
proposition  est  démontrée. 

On  peut  employer  un  procédé  différent,  à  l'aide  duquel 
nous  pouvons  même  généraliser  la  question. 

On  a  identiquement 

{x  —  1)  (x*  +  ^  +  i)  =  ^  "^  * 
et  il  suffit  de  démontrer  que  {x  —  i)  (a:  «a  -  i  -|-  a^6  -|-a;»«  +  <) 

est  divisible  par  sc^  —  1 . 

Le  produit  est  égal  à 

Remplaçons  x^  par  i ,  il  vient 

I   4-  œ  4-  ^*  • I    û5 

'         '  X 

ou  —  (x*  +  a;'  —  I  —  x") 

X 

et  si  Ton  fait  o^  =  i  on  obtient  pour  résultat  o  ;  donc  (x  •—  i) 
(x8«  —  1  -|-  0^6  -|-  se  +  1)  est  divisible  par  x*  —  i. 

3^  De  même  pour  démontrer  que  x*«  -)-  ^^  "^.^  +  x*«  +  * 
-|_  x^^*  +  3  est  divisible  par  x*  +  x*  -f"  ^  +  *>  il  suffit  de 
démontrer  que  (x  —  i)  (x*<»  +  ^*^  "^  ^  ^*^  "^  *  +  ^^  ■*"  ')  est 
divisible  par  (x*+^"  +  ^  +  0  (^ —  0>  c'est-à-dire  par  x*  —  i . 

Effectuons  le  produit,  nous  avons  : 

—  x^o  -ha  —  x*<'  +  ». 
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Or  ce  produit  est  nul  pour  a^  =  i  •  Donc  le  théorème  est 
démontré. 

D'une  manière  générale,  a,  b,  c^...  k,  l  étant  des  nombres 
entiers  positifs  eip  un  nombre  entier  positif, 

fld»  +  asP^  +  <  -f  a;P«  +  «  0?  X  . . .  +  ocp'  +  p  -  ^ 
est  divisible  par 

a:P-<  +  asP->  +  a;l»-«+...Xa5«  +  a;  +  i. 
En  effet  il  suffit  de  prouver  que 

(XP^  +  ÛCP*  +  ^  -f  ...  fiCP'  +  P  -  <)  {x  —  i) 

est  divisible  par  a^  —  i  ;  c'est-à-dire  qu'en  remplaçant  xp 
par  I  dans 

a^a-f  l-|-xp6  +  «-}-•••  ^*  "^^ — ^P*  —  ^  "*"  ^  •••  — xP^-^P-'* 
on  a  un  résultat  nul. 
Faisant  cette  substitution,  on  a 

05  -f  ÛD«  -|-  flC»  +  ...  +  ^  "  ^  +  I  —  I  —  X  —  X*  ...  —  xP  -  * 
résultat  nul. 
Donc  le  théorème  est  démontré. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


Ces  exercices  ont  été  choisis  parmi  ceux  qui  sont  traités  joumeUement  dans 
les  conférences  et  les  eiamens  des  principales  écoles  préparatoires  de  Paris,  et 
parmi  les  principales  questions  posées  aux  concours  d'admission  à  l'Eoole 
Polytechnique  et  à  l'Ecole  Normale  supérieure  dans  ces  dernières  années. 

I.  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 

Algèbre. 

—  Etant  donnée  la  fraction  continue  périodique 

6  +  1     . 


c  +  I 


à+  I 


c+  . 


former  une  équation  du  2*  degré  admetUnt  x  pour  une  de  ses  racines. 

—  Résoudre  l'équation  ea;   .  ^^  _  o. 

—  Quelles  sont  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coefficients  des 
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deux  polynômes  oj*  +  3aa?  +  3te  -^  c^a^  •\-  3aV  +  ^b'x  4-  c ,  pour  que 
ces  deux  polynômes  aient  un  diviseur  commun  du  2*  degré?  —  Combien 
obtiendra-t-on  de  conditions?  —  Que  deviennent  ces  conditions  dans  le  cas 
particulier  où  a  =  a'?  

—  Résoudre  l'équation  a^  +  6a:  +  5  y]  —  x  s=s  o. 

—  Etant  donnée  l'équation  •»—  —  — -—  4-  —  +  m  a  o,  combien  eette 

équation  admet-elle  de  racines  réelles,  suivant  les  diverses  valeurs  de  m? 

—  Séparer  les  racines  de  l'équation  a;  —  2  sin  a;  =  o. 

—  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction  rationnelle    .  ,         ■^■.    Les 

\p[r  "^  i)* 

six  coefficients  sont-ils  indépendants,  et  ne  peut-on  pas,  connaissant  les  trois 
premiers,  obtenir  immédiatement  les  trois  autres  ? 

to 

—  Résoudre  l'équation  10   —  2=0. 

—  Trouver  la  condition  pour  que  le  rapport  de  deux  des  racines  de  l'équa- 
tion or^  +par  +  9  =  o  soit  égal  à  un  nombre  donné  X.  De  quel  degré  doit  être, 
par  rapport  à  Xi  la  relation  cherchée? 

—  Quel  est  le  sigtae  de  l'expression 

L  (i  -{-  x]  —X  H r- —  — — —  pour  X  positif. 

2  3  2n  —  I  '^ 

—  Démontrer  que  ce  signe  est  toujours  le  même  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives de  X, 

—  Si  le  produit  f[x]  (x—  a]  renferme  2n  4-  i  variations  de  plus  que  le  poly- 
nôme f[x\  l'équation  f[x]  =  o  a  an  moins  ^n  racines  imaginaires. 

—  Faire  voir,  à  priori,  sans  s'appuyer  sar  le  théorème  de  Descartes,  que  la 
différence  entre  le  nombre  des  variations  du  premier  membre  d'une  équation 
et  le  nombre  des  ntcines  positives  de  eette  équation,  est  toigours  un  nombre 
pair. 

—  Calculer  la  dérivée  n"«  de  la  fonction  y  =  — ; — -  ou,  ce  qui  revient 

I  4"»^ 
au  même,  la  dérivée  (n  +  i)*'  de  la  fonction  y  a  arctg  x. 

—  Trouver  toutes  les  valeurs  de  f  et  la  valeur  de  p  qui  satisfont  à  l'égalité 

p  (cos  ?  4-  ^  —  I  sin  ç)  a=  —  1  4-  ^  —  I. 

—  On  considère  une  fraction  -- — ^   '  .   irréductible  et  dans  laquelle  V[x)  et 

¥[x)  f[x) 

f[x]  sont  des  polynômes  premiers  entre  eux  ;  on  propose  d'établir  que  l'on  peut 
toujours  trouver  deux  polynômes  entiers  P  et  Q  tels  que  l'on  ait  identiquement 

?{^]     _    P     .     Q  ' 

F(a:)  f[^)         V(x)   "^   f{^) 
Quels  sont  les  degrés  respectifs  des  polynômes  P  et  Q,  n  et  p  étant  ceux  de 
polynômes  F  et  p 

Géométxie  à  deux  dimensiona. 

—  La  courbe  — —  4-  -^  «  i ,  où  l'on  suppose  a  >  b,  est-elle  extérieure 

X^  m3 

OU  intérieure  à  l'eliipse  —7-  4 — rr*  =  *^ 

a'  tr 

—Soit  la  courbe  ^  —  o?'  »  o.  Une  droite  ux-{-vy=ai  coupe  cette  courbe  en 

trois  points;  on  demande  la  oondition  à  laquelle  doivent  satisfaire  u  et  1;  pour 
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que  deux  des  points  d'intersection  soient  équidistants  du  troisième.  9  [u^  v)  o, 
étant  la  condition  trouvée,  on  propose  de  trouver  l'enveloppe  des  droites  ux 
^  vy  =  i  qui  satisfont  à  cette  condition. 

—  Étant  données  une  droite h  -r i  =  o,  et  une  courbe  f[x,y)=o,  on 

a         0 

demande  de  former  l'équation  de  la  courbe  qui  est  symétrique  de  la  courbe 
donnée  par  rapport  à  la  droite  donnée.  —  On  propose  d'effectuer  le  calcul 
dans  le  cas  où  flx,  y)  =  o  est  une  conique  ayant  ses  axes  parallèles  aux  axes 
des  cooixlonnées  supposées  rectangulaires. 

—  Former  l'équation  tangentielie  de  la  courbe  y*  s  2px  +  Qx^- 

—  On  donne  une  parabole  et  un  point  A  dans  son  plan;  trouver  sur  la  parabole 
un  point  M  tel  que  la  droite  AMM'  soit  normale  à  la  courbe  au  second  point 
M'  où  elle  la  rencontre. 

—  Étant  donnée  l'équation  x^  +  y^  —  i  =  (20:  4-  y  —  ilS  calculer  les  coor- 
données des  foyers  de  la  courbe  qu'elle  représente,  ainsi  que  les  coordonnées 
des  sommets  de  l'axe  transverse. 

—  Former  l'équation  générale  des  courbes  du  troisième  degré  ayant  ijour 
asymptotes  les  deux  axes  des  coordonnées  et  la  droite  x  +  ^py  —  i  =<>• 

x^ 

—  Diun  point  (af>)  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe  y'  =  ;  calculer  les 

coordonnées  du  centre  de  gravité  du  triangle  formé  par  trois  quelconques  de 
ces  tangentes. 

—  Appliquer  les  méthodes  générales  de  recherche  des  foyers  à  l'exemple  y' 
4-  3xy  4-^—1=0. 

^  On  considère  un  triangle  ayant  un  sommet  0  fixe  ;  un  second  sommet  M' 
décrit  une  circonférence;  le  triangle  est  en  outre  assujetti  à  rester  semblable  à 
lui-même.  Trouver  le  lieu  du  troisième  sommet  M. 

—  (Résoudre  cette  question  :  1'  en  coordonnées  polaires;  2*  en  coordonnées 
lectilignes  ;  3*  par  des  considérations  géométriques  élémentaires.) 

—  On  mène  à  une  ellipse  deux  tangentes  parallèles  ;  on  joint  l'un  des  points  de 
conctact  A  au  foyer  le  plus  éloigné,  et  on  prolonge  la  ligne  de  jonction  jus- 
qu'à la  rencontre  de  l'autre  tangente  en  M;  démontrer  que  AM  =  2a. 

—  Lieu  des  points  d'où  l'on  voit  deux  circonférences  données  sous  le  même 
angle. 

—  On  considère  toutes  les  paraboles  tangentes  à  une  même  droite,  et  passant 
par  deux  points  fixes  situés  sur  une  perpendiculaire  à  la  tangente  donnée;  on 
demande  le  lieu  des  foyers  de  ces  paraboles. 

—  On  considère  toutes  les  paraboles  ayant  la  même  directrice  et  un  point 
commun  ;  trouver  le  lieu  de  leurs  sommets. 

Géométrie  dans  l'espaoe. 

x^  y*  z^ 

—  Étant  donné  l'ellipsoïde  — r-  +  -rr-  H :-  =  i ,  on  considère  la  section 

a^  b^  c^  ' 

de  cette  surface  par  le  plan  %  =  mx  -\-  ny  -\'  p;  par  chaque  point  de  cette 
section  on  mène  une  tangente  horizontale  à  l'ellipsoïde  ;  trouver  l'équation  de 
la  surface  formée  par  l'ensemble  de  ces  tangentes. 

—  Soient  S  et  S' les  deux  polynômes 

S  =  x^-{-y^-[-z-\'ax-^hy-\'Cs+d 
S'  =  a;^  +  î^'  +  ^'  +  a'x  +  6'y  +  cz  +  d' 
et  P,  P'  les  deux  fonctions  linéaires, 

p  =  QUE  +  ^1/  +  YJ5Î  +  8,       P'  =  a'fic  +  p'y  +  y'a  -|-  S" 
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on  demande  d'étudier  les  propriétés  de  la  surface  du  troisième  degré  repré- 
sentée par  l'équation  P'S  —  PS'  =  o. 

f  (ic,  y) 

—  On  donne  l'équal ion  ;s=-i — '        ,  dans  laquelle  f  (a?,  y)  =  o  représente 

une  ellipse  réelle  située  dans  le  plan  des  xy^  et  F  =  o  une  droite  située  dans  le 
même  plan.  On  demande  quelles  seront  les  diverses  surfaces  représentées  par 
l'équation  proposée,  suivant  les  diverses  positions  de  la  droite  F  =  o  dans  le 
plan  xOy.  Même  question  quand  l'équation  f  [x^  y)  =»  o  représente  une 
hyperbole,  F  =  o  étant  une  porallèle  à  une  asymptote  de  cette  hyperbole. 

—  Lieu  des  points  équidistants  du  plan  Aa;  -h  By  -|-  Ca  -f  D  =  o  et  de  l'axe 
des  2. 

—  Etant  donné  le  cercle  (»  =  o,  a?^  -f  y*  =  R'),  former  l'équation  générale  des 

paraboloîdes  elliptiques  qui  contiennent  ce  cercle,  et  dont  l'axe  est  parallèle 

X          y          % 
à  la  direction  —  =  —-  = .  A  priori^  combien  cette  équation  contien- 

*  P  T 

dra-t-elle  de  paramètres  variables? 

—  Lieu  des  points  tels  que  le  rapport  des  carrés  de  leurs  distances  à  deux 
droites  données  soit  égal  à  un  carré  donné. 

—  Soient  trois  axes  rectangulaires  et  une  droite  OA  issue  de  l'origine;  former 
l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  OB  tournant  autour  du  point  0 
de  manière  que  la  somme  des  angl&s  BOA  +  BOo;  soit  une  constante  29.  — 
Propriété  importante  de  la  section  perpendiculaire  à  l'axe  des  x, 

»r'  lyl  jjpî 

—  Soit  l'hyperboloïde  à  une  nappe — j-  +  "T3 r  =  '  >  on  demande  le 

lieu  des  projections  du  centre  sur  l'un  des  systèmes  de  génératrices  rectilignes 
de  la  surface.  —  Parmi  les  diverses  surfaces  contenant  la  courbe  cherchée,  trouver 
le  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine. 

—  Etant  donné  le  paraboloïde  -^ 1-  —7-  =  2X,  trouver  le  lieu  des  centres 

V  P 

des  sphères  d'un  rayon  donné  qui  coupent  le  paraboloïde  suivant  des  cercles. 

—  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles  dont  les  aréU%  sont 

Oj^  ff|2  t? 

tangentes  à  l'ellipsoïde  — p  -\ — —-  H j-  =  i. 

— Trouver  l'équation  générale  des  plans  qui  coupent  l'hyperboloïde  à  une  nappe 
suivant  deux  droites  parallèles. 

—  Former  l'équation  générale  des  surfaces  du  deuxième  degré  qui  contiennent 
l'axe  des  %.  —  On  considère  sur  l'axe  des  %  le  point  (o;  =  o,  y  :=  o,  2  =  A),  et 
on  demande  de  trouver  les  équations  de  la  deuxième  génératrice  rectiligne  qui 
passe  par  ce  point. 

Courbes  à  oonstraire 

En  coordonnées  rectilignes  : 


!•  y  =  a?*  db  —  x^  \Ji  -h  X, 
2 

2*  a:'  4-  j?y*  +  y*  —  a?'  =  o.  —  Points  de  contact  des  tangentes  que  l'on 
peut  mener  à  cette  courbe  par  le  point  (a^).  Etudier  les  variations  de  la 
conique  qui  contient  ces  contacts,  lorsque  le  point  (a^)  se  déplace  dans  le 
plan. 
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3*  y  =  I  +  «  + 


sin  œ 


X 


—  Qu'est^^e  que  la  droite  y  =  a;  +  i  par 

rapport  à  la  eonrbe? 
4*  ^  as  ,'  "^    . ,  y  =  ■  —  Gomment  peut-on  reconnaître  à  priori 

quelle  est  la  ligne  formée  par  tous  les  points  dont  les  coordonnées  sont  déO- 
nies  par  ces  formules  ? 
5»  Etudier  autour  de  l'origine  la  courbe  dont  l'équation  est 

y  r=  yji  +  ax    +  yli  +  hx    —  ^/i  —  ca:    —  V  *  —  <^- 
Diverses  propriétés  de  l'origine  suivant  les  relations  qui  peuvent  exister  entre 
a,  b,  Cf  d.  Quand  ce  point  est-il  un  point  d'inflexion  ? 

c-   -.    «('g- ')(«-») 

^  a?  +  3 


Ty  =  X  dz 


\/l 


—  I 


V  a?  +  I 
8«  1/  s=  — P  [X'-a)   ^  ^^^^  compris  entre  o  et 

•  «in*  /r 


sin*  X 

En  coordonnées  polaires  : 
p  ss  sin  3iA 

sin  10  +  cos  « 


2 


f»  = 


ô>  eos  —  —  2P  +  4  sln  -" 

I  2(sin^  »  +  cos»  ») 

p    ""  3  sin  2C0 


«9 

cos  —■' 

I  +  sin  » 

I  —  2  cos  « 

gin  «d  —  2  cos  « 

I  —  2  sin  (d 

I  +  tg« 

X   —  cos  tt» 

co  —  2  sin  a» 

3  €•  —  tg  « 

tg» 

X  —  2  sin  tt 

cos  » 

I  —  2  sin  «ft 
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II.  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES. 

—  Soit  Q  la  partie  entière  du  quotient  de  la  division  d*un  polynôme  A  par  un 
polynôme  B;  on  divise  Q  par  un  autre  polynôme  C;  démontrer  que  la  partie 
entière  Q'  du  quotient  de  cette  nouvelle  division  est  la  partie  entière  du 
quotient  de  la  division  du  polynâme  A  par  le  produit  BC. 

— Etant  donné  un  triangle  quelconque,  on  joint  le  point  de  rencontre  des  trois 
hauteurs  à  l'un  des  sonunets;  déterminer  en  fonction  des  éléments  du  triangle 
l'angle  formé  par  la  ligne  de  jonction  [qui  est  l'une  des  trois  hauteurs)  avec 
l'un  des  deux  côtés  du  triangle  qui  partent  du  sommet  considéré. 

—  a  et  &  étant  deux  nombres  premiers  absolus,  trouver  deux  nombres  entiers 
œety  tels  que  x^  —  y^  ^  àb. 

—  On  donne  trois  points  quelconques  et  un  plan,  dans  l'espace.  Faire  passer 
par  les  trois  points  donnés  une  sphère  tangente  au  plan  donné. 

— Etant  données  une  circonférence  0  et  une  droite  AB,  d'un  point  quelconque 
M  de  la  droite  AB  on  mène  une  tangente  MT  à  la  circonférence.  Prouver  que 
si  de  M  comme  centre,  avec  MT  pour*rayon,  on  décrit  une  circonférence,  cette 
circonférence  passera  par  deux  points  fixes,  c.-4-d.  indépendants  de  la  position 
du  point  M  sur  AB.  Quels  sont  ces  deux  points  fixes? 

m  et  fi  étant  deux  nombres  entiers,  et  £  une  quantité  moindre  que  toute 
quantité  donnée,  si  un  nombre  a  est  tel  que  l'on  puisse  satisfitire  à  l'inégalité 
ma  —  n  <  E,  le  nombre  a  est  incommensurable. 

—  Résoudre,  au  moyen  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
le  problème  de  la  construction  d'un  cercle  tangent  à  deux  cercles  donnés,  et 
passant  par  un  point  donné. 

Rendre  calculable  par  logarithmes,  dans  les  diverses  hypothèses  qu'on  peut 
faire  sur  a,  b,  a\  h\  l'expression 

a4-&  cos  9 

o'  —  h'  sin  9 

—  Sur  une  droite  indéfinie  Ox  on  porte,  à  partir  d'une  origine  fixe  0.  deux 
longueurs  OA,  OA'  qui  représentent  les  racines  de  l'équation  aa^  -)rbx-\'C=^  o  ; 
on  porte  ensuite,  à  partir  de  la  même  origine,  deux  autres  longueurs  OB,  OB' 
qui  représentent  les  racines  de  l'équation  a'x^  +  fr'a?  +  c*  =  o  ;  trouver  la 
relation  qui  doit  exister  entre  a,  6,  c,  o',  &*,  c'  pour  que  les  quatre  pointe  A, 
A',  B,  B'  forment  une  division  harmonique. 

—  Par  un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  trièdre,  faire  passer  une  sphère 
tangente  aux  trois  faces  de  ce  trièdre. 

Inscrire  dans  une  ellipse  le  rectangle  de  surface  maxima. 

Trouver,  par  un  procédé  élémentaire,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 

saite  X  +  2a;'  -|-  3a?*  -f +na5  + 

Quel  est  le  plus  petit  nombre  entier  admettant  quinze  diviseurs? 


—  Î3J  — 


ESSAIS  POUR  LES  CONIQUES  DE  PASCAL 

AVEC 

Des  notes  par  H.  Ch.  lAvrems^  professeur  honoraire. 

(Suite  et  fin,  voir  page  133.) 


§6.  —  «  Nous  démontrerons  aussi  que.  si  quatre  droites,  AC, 
AF,  EHy  EL  s'entre-coupent  aux  points  N,  P,  M,  0  et  qu'une 
section  de  cône  (fig.  40)  coupe  lesdites  droites  aux  points 
C,  B,  F,  D,  H,  G,  L,  K,  la  raison  composée  des  raisons  du 


A-:^ 


Fig.  40. 

rectangle  de  MC  et  MB  au  rectangle  des  droites  PF,  PD  et 
du  rectangle  des  droites  AD,  AF  au  rectangle  des  droites 
AB,  AC  est  la  même  que  la  raison  composée  des  raisons 
du  rectangle  des  droites  ML,  MK  au  rectangle  des  droites 
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PH,  PG  et  du  rectangle  des  droites  EH,  EG  au  rectangle  des 
droites  EE,  EL.  » 

Note  6.  —  G'estr-à-dire  que  si  par  deux  points  A,  E,  on  mène 
deux  couples  de  sécantes  se  rencontrant  en  M,  N,  0,  P,  et 
coupant  la  conique  aux  points  B,  G,  D,  F,  K,  G,  L,  M,  on  a 
la  relation 

MC.MB     AF.AD    _    ML.MK      EH.EG 
PF.PD  •  AB.AG    ~    PH.PG   '    EK.EL  ' 
appliquons  aux  deux  triangles  AOM,  EOP  la  relation  (5)  de 
la  note  qui  précède 

OD.OF     AB.AG     ML.MK 


AD.AF'  MB.MC*  OL.OK 
OD.OF     EK.EL     PG.PH 


PD.PF  •  OK.OL  •  EG.EH  "" 
égalant  les  premiers   membres    et    supprimant  le   facteur 
OD.OF 


commun 


OK.OL 
ML.MK         AB.AG  EK.EL         PG.PH 


AD.AF         MB.MG  PD.PF         EG.EH 

que  l'on  peut  écrire 

MB.MG         AD.AF    _   ML.MK         EG.EH 
PD.PF     •     AB.AG    ""    PG.PH     •     EK.EL      ""^^^^'^^    ^ 

établir. 

Remarque.  — Si  nous  écrivons  cette  relation  sous  la  forme: 
MB.MG  AD.AF  PG.PH  EK.EL  _ 
AB.AG  •  PD.PF  '  EG.EH  '  MK.ML  ""  ^' 
on  voit  qu'elle  exprime  la  relation  démontrée  par  Garnot 
sur  les  segments  déterminés  par  une  conique  sur  les  quatre 
côtés  d'un  quadrilatère  quelconque.  Le  même  mode  de  dé- 
monstration permettrait  d'étendre  le  même  théorème  à  un 
pentagone,  à  un  hexagone,  à  un  polygone  quelconque. 

§  7.  —  «  Nous  démontrerons  aussi  la  propriété  suivante 
dont  le  premier  inventeur  est  M.  Desargues,  Lyonnais,  un 
des  grands  esprits  de  ce  temps  et  des  plus  versés  aux 
mathématiques  et  entre  autres  aux  coniques,  dont  les  écrits 
sur  cette  matière,  quoique  en  petit  nombre,  en  ont  donné 
un  ample  témoignage  à  ceux  qui  auront  voulu  en  recevoir 
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rintelligence.  Je  yeux  bien  avouer  qne  je  dois  le  peu  que 
j'ai  trouvé  sur  cette  matière  à  ses  écrits  et  qoe  j'ai  tâché 
d'imiter,  autant  qu'il  m'a  été  possible,  sa  méthode  sur  ce 
sujet  qu'il  a  traité  sans  se  servir  du  triangle  par  l'axe,  en 
traitant  généralement  de  toutes  les  sections  du  cône  (i). 
La  propriété  merveilleuse  dont  il  est  question  est  telle  : 
si  dans  le  plan  MSQ  (fig.  //),  il  y  a  une  section  de  cône 
PQY,  dans  le  bord  de  laquelle,  ayant  pris  les  quatre  points 


Fig.  44. 

K,  N,  0,  V  soient  menées  les  droites  KN,  KO.  UN,  VO, 
de  sorte  que  par  un  même  des  quatre  points  ne  passent 
que  deux  droites  et  qu'une  autre  droite  coupe  tout  le  bord 
de  la  section  aux  points  R,  X;  que  les  droites  EN,  KO, 
VN,  VO  aux  points  U,  Y,  Z,  8,  je  dis  que  le  rectangle  des 
droites  ZR,  ZX  est  au  rectangle  des  droites  TR,  YX  ainsi 
que  le  rectangle  de  ZS,  ZU  est  au  rectangle  YS,  YY.  » 

Note  7.  —  On  peut  énoncer  ainsi  le  théorème  :  soit  KOVN 
un  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique^  si  une  transver- 
sale quelconque  rencontre  les  quatre  côtés  et  la  courbe  en 
six  points,  8,  TJ  ;  Z,  Y;  R,  X;  on  a  la  relation  : 

ZR.ZX  Z8.ZU 


YR.YX 


Y8.YU 


(1)  Si  on  appelle  axe  d'un  cône  quelconque  à  base  circulaire,  la  droite  qui 
joint  le  sommet  au  centre  de  la  base,  le  triangle  par  Taxe  est  l'intersection  du 
cône  par  le  plan  passant  par  cet  axe  et  perpendiculaire  à  la  base.  ApoUoniiu 
n'employait  comme  plans  sécants  qne  les  plans  perpendiculaires  au  trianglte  par 
l'axe. 
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Les  deux  côtés  KO,  VN  se  rencontrent  en  G;  considérons 
le  triangle  GZY  dont  chaque  côté  rencontre  la  conique  en 
deux  points,  appliquant  aux  segments  déterminés  sur  chaque 
côté  du  triangle  la  relation  démontrée  (note  8)  connue 
aujourd'hui  sous  le  nom  de  théorème  de  Garnot,  nous  avons: 
ZR.ZX         YO.YK         GN.GV 


YR.YX    •     GO.GK    '     ZN.ZV 


ZR.ZX    _    GO.GK         ZN.ZY 
^^  YR.YX   "■    YO.YK    '    GN.GV  '  ^^ 

Le  triangle  GZY  est  rencontré  par  les  deux  transversales 
VM,  KS,  donc  : 

8Z        OY        YG    _  Z8   _   YZ.OG 

3Y  •    OG    •    YZ     ■"  '  ^^  Y5   "■    YG.OY  ^^ 

ZU       KY       NG  ZU_  GK_    ^ 

YU  •    GK  •    NZ    ~  '  ^^  YU  ~  KY    '  NG      ^  ^ 
multipliant  (2)  par  (3) 

Z8       ZU    _  GO.GK       ZN.ZY 

Y8    •   YU    ""  YO.YK  '   GN.GY  ^^ 

comparant  (1)  et  (4)  les  seconds  membres  étant  identiques, 

ZR.ZX  Z8.ZY 

on  conclut  :  _^^-^  :=:  _.__  c  n  f  d 

YR.YX  Y8.YY  ^ 

Cette  relation  a  été  appelée  par  Desargues  relation  d'invo- 
lution.  Six  points  8,  U;  Z,  Y;  R,  X,  étant  donnés,  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  d'entre  eux  pris  dans  les  trois 
groupes  égale  le  rapport  anharmonique  des  quatre  autres; 
ainsi  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  Z,  Y,  R,U 
égale  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  Y,  Z,  X,  8, 
,    ,  ^  ^.  ZR.YU  YX.Z8 

"  ^^^^-^^^^  ••  ZÏÏTYR  =  YSTZX 

que  l'on  peut  écrire  : 

ZR.ZX  Z8.ZU 


YR.YX         Y8.YU' 
relation  précédente. 

Ce  théorème  de  Desargues  est  aussi  fécond  que  l'hexa- 
gramme  mystique  de  Pascal.  Nous  en  indiquerons  plus  loin 
quelques  conséquences  importantes. 

§  8. — «  Nous  démontrerons  que  si  dans  le  plan  de  l'hyperbole 
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oa  de  l'ellipse  oa  du  cercle  XGTE  (fig.  42),  dont  le  centre  est 
Cf  on  mène  la  droite  AB  touchante  an  point  A  la  section,  et 
qu'ayant  mené  le  diamètre  AT,  on  prenne  la  droite  AB  dont 
le  carré  soit  égal  au  rectangle  de  la  figure,  et  qu'on  mène 
GB,  alors  quelque  droite  qu'on  mène  comme  DE  parallèle 


Fig.  4f. 

à  la  droite  AB  coupante  la  section  en  E  et  G,  el  les  droites 
AG,  GB  aux  points  D,  F,  si  la  section  AGE  est  une  ellipse 
ou  un  cercle,  la  somme  des  carrés  des  droites  DE,  DF  sera 
égale  au  carré  de  la  droite  AB,  et  dans  l'hyperbole  la 
différence  des  mêmes  carrés  des  droites  DE,  DF  sera  égale 
au  carré  de  la  droite  AB.  9 

Note  8.  —  Nous  avons  dû  interpréter  les  mots  de  Pascal, 
rectangle  de  la  figure  par  le  carré  du  demi-diamètre  conjugué 
parallèle  à  la  tangente  AB.  Soit  GE  le  demi-diamètre  con- 
jugué de  GA  parallèle  à  la  tangente  AB.  Appelons  GA  =  a 
GK  =  6;  AB«  =  6«. 

D'après  la  note  5,  on  a  : 

DE»  GK»  fc* 


AD.DT 


GA' 


donc 


or 


DE«  =  -^  AD(2a  —  AD)  ; 


a 


DF 
AB 


CD 
GA 


a  — AD 


a 


—  237  — 

d'oii  DF»  =JL(a  —  AD)*; 

par  suite  DE»  +  DF«  =  -^  AD(2a  —  AD)  +  -^  (a  —  AD)« 

=  2  -^  AD AD«+  6«  — 2  J_AD+-V  ADV 

donc  DE»  +  DF«  =6»  c.  q.  f.  d. 

Si  la  conique  était  une  hyperbole,  la  même  démonstration 
prouverait  que  DF*  —  DE*  =  6». 

§  9.  —  «  Nous  déduirons  aussi  quelques  problèmes,  par 
exemple  :  D'un  point  donné  mener  une  droite  tovrchante  une  sec- 
tion de  cône  donnée. 

»  Trouver  deux  diamètres  conjugués  en  angle  donné, 

»  Trouver  deux  diamètres  en  angle  donné  et  en  raison  donnée. 

»  Nous  avons  plusieurs  autres  problèmes  el  théorèmes  et 
plusieurs  conséquences  des  précédents.  Mais  la  défiance  que 
j'ai  de  mon  peu  d'expérience  et  de  capacité,  ne  me  permet 
pas  d'en  avancer  davantage  avant  qu'il  ait  passé  à  l'examen 
des  habiles  qui  voudront  nous  obliger  d'en  prendre  la  peine  ; 
après  quoi,  si  l'on  juge  que  la  chose  mérite  d'être  conti- 
nuée, nous  essayerons  de  la  pousser  jusqu'où  Dieu  nous 
donnera  la  force  de  la  conduire,  d 

Note  9*  —  Nous  abrégerons  dans  cette  dernière  note  les  dé- 
veloppements nombreux  qu'exigerait  ce  paragraphe.  Il  nous 
sufifira  d'indiquer  comment  Pascal  pouvait  résoudre  le  pro- 
blème de  mener  par  un  point  extérieur  une  tangente  à  une 
conique  déterminée  par  cinq  points.  D'après  le  troisième 
manuscrit  que  Leibnitz  avait  sous  les  yeux  et  dont  il  nous 
a  conservé  le  titre^  nous  sommes  porté  à  croire  que  Pascal 
employait  ce  que  nous  appelons  aujourd'hui  :  la  théorie 
des  pôles  et  polaires. 

1.  Par  un  point  P  pris  dans  le  plan  d'une  conique,  menons 
des  sécantes  et  cherchons  le  lieu  géométrique  des  conjugués 
harmoniques  du  point  donné  par  rapport  aux  points  d'inter- 
section de  la  conique  et  de  la  sécante. 

Soient  PBA,  PDG  (fig.  48)  deux  sécantes  quelconques, 
F,  E  les  conjugués  harmoniques  de  P  par  rapport  à  A  et  B; 
G  et  D.  Menons  les  droites  AD,  BG,  elles  se  coupent  sur  FE; 
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soit  M  le  point  de  concours  de  BG  et  de  FB;M  le  point  de 
concours  de  AD  et  FE. 

Le  triangle  AFE   rencontré  par  les   deux  transversales 
AD,  BC,  donne  : 

FM  •     ED        AP  FM'        CE 


BP 


EM    •    PD    ' 
Mais  à  cause  de 


AF 
ED 


=  I. 


CE 


ME 
AP 


CD 
BP 


I. 


BF 

résultant   des 
FM         FM' 


EM 


EM 


PD  CD    '   AF   ""  BF 

divisions  harmoniques  de  AB  et  AD,  on  a  : 

donc  M  et  M'  coïncident. 
On  verrait  de  même  que  AC  et  BD  se  coupent  sur  EF. 
Les  tangentes  en  A  et  B  à  la  conique  se  rencontrent  sur 

la  même  droite  FE.  Con- 
sidérons Thexagone  ins- 
crit AADBBCA  dont  deux 
côtés  en  A,  B  sont  infi- 
niment petits,  et  ont 
pour  directions  les  tan- 
gentes en  A  et  B;  les 
côtés  opposés  AA,  BB; 
AD  et  BC;  BD  et  AC  se 
rencontrent  en  trois 
points  en  ligne  droite  ; 
donc  le  point  de  concours 
H  des  deux  tangentes  en 
A  et  B  est  sur  EF;  il 
en  sera  de  même  des 
tangentes   en  C  et  D. 

Or  la  droite  EF  est 
déterminée  par  le  point 
H  où  concourent  les 
tangentes  en  A  et  B  et 
le  point  F,  conjugué  harmonique  de  P  par  rapport  à 
AB;  donc  le  lieu  des  points  E  est  la  droite  HG  que  Ton 
peut  construire  en  menant  par  le  point  P  deux  sécantes 
quelconques,  et  déterminant  soit  les  points  d'intersection 
M  et  N  des  droites  AD,  BC,  AC,   BC  ;  soient  les  points 


Fig,  48. 
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H,  L,  où  concourent  les  tangentes  en  A,  B;  G,  I>;  soit  en 
déterminant  les  conjugués  harmoniques  F,  E,  etc.,  du  point 
P  par  rapport  à  toutes  les  sécantes  de  la  conique  issues  de  P. 

On  verrait  de  même  que  si  par  N  on  mène  différentes 
sécantes,  le  lieu  géométrique  des  conjugués  harmoniques 
de  N  par  rapport  aux  points  d'intersection  de  la  conique  et 
des  sécantes  est  la  droite  PK. 

Incidemment,  nous  pouvons  remarquer  le  théorème  énoncé 
par  Pascal  dans  le  n®  3  de  ses  manuscrits;  si  un  quadrila- 
tère HILK  est  circonscrit  à  une  conique,  les  diagonales  de 
ce  quadrilatère  se  rencontrent  au  point  M,  ou  concourent 
les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés 
opposés. 

3.  Si  par  le  point  P  on  mène  deux  tangentes  à  la  conique» 
les  points  de  contact  ne  sont  autre  chose  que  les  points  R,  S, 
oh  la  droite  EF  rencontre  la  conique.  En  effet,  faisons 
tourner  la  sécante  PB  autour  du  point  P,  les  tangentes 
aux  points  d'intersection  A  et  B  se  coupent  toujours  sur 
EF;  donc,  lorsque  le  point  A  se  confondra  avec  S,  le  point  B 
devra  aussi  se  confondre  avec  S  et  la  sécante  deviendra 
tangente  en  S  ;  de  même  R  sera  le  point  de  contact  d'une 
seconde  tangente. 

Le  problème  de  mener  par  P  des  tangentes  à  la  conique 
revient  donc  à  déterminer,  comme  nous  avons  appris  à  le 
faire,  la  droite  EF  et  à  trouver  les  points  où  elle  rencontre 
la  conique. 

Si  nous  considérons  les  deux  tangentes  en  A  et  B,  on 
peut  les  regarder  comme  les  directions  de  deux  côtés  infi- 
uiment  petits  d'un  quadrilatère  AABB  ;  AB  représente  deux 
autres  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  la 
conique;  la  transversale  HM  rencontre  la  courbe  en  S  et  R, 
les  côtés  opposés  en  H,  H;  F,  F;  on  a  donc  d'après  le 
théorème  de  Désargues 

HR.HR  FR.FR  HR  FR 

.    —  _^__^__—    on       .11-  , 

HS.HS  FS.FS  HS  FS  ' 

c'est-à-dire  que  les  points  cherchés  R,  S  divisent  harmoni- 
quement  la  droite  FH;  on  verrait  de  la  même  manière  que 
que  ces  points  R,  S  divisent  harmoniquement  la  droite  EL. 
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Soit  0  le  milieu  de  RS,  on  doit  avoir  0S«  =  OH.OF,  0R« 
=  OE.OL  ;  la  question  revient  à  trouver  sur  RS  un  point  O 
d'égale  puissance  par  rapport  aux  extrémités  des  segments 
HF,  EL,  problème  que  Ton  résout  aisément,  comme  on  le 
sait,  en  menant  par  H,  F  et  E,  L  deux  circonférences  qui 
se  coupent;  leur  corde  commune  rencontre  EF  au  point 
cherché  0. 

3.  Nous  n'insisterons  pas  sur  la  marche  à  suivre  pour  déter- 
miner l'intersection  d'une  conique  donnée  par  cinq  points 
avec  une  droite  quelconque;  elle  est  comprise  implicite- 
ment dans  ce  qui  précède.  Nous  croyons  avoir  donné  assez 
de  développement  aux  importants  théorèmes  énoncés  par 
Pascal,  son  hexagramme  mystique,  les  théorèmes  de  Camot, 
celui  de  Désargues  et  le  théorème  relatif  aux  rapports  exhar- 
moniques, pour  justifier  cette  opinion  de  Leibnitz  que  Pascal 
était  eu  possession  d'une  théorie  géométrique  complète 
des  coniques  ;  et  celle  de  M.  Ghasles,  qu'il  est  avec  Désargues 
au  premier   rang  des  fondateurs  de  la  géométrie  moderne. 


AVIS 


Nous  n'aTons  pas  reçu  de  solution  des  questions  13:2.  186,  190,  192,  31i,  il3. 
iil,  226.  233,  236,  237. 

Nous  prions  nos  lecteurs  de  vouloir  bien  nous  faire  parvenir  les  questions 
d'examen  du  baccalauréat  données  dans  les  divet^ses  facultés,  en  novembre  et 
avril,  et  les  questions  de  concours  académiques,  aussitôt  qu'ils  les  connaîtront. 


Le  Rédacteur-Gérant» 
J.  KŒHLER. 


irPBIXBBIE  CINTBALB  DBS  CHBHIH8  DB  FBR.  —  A.   CHAIX  BT  C** 
RUE  BBRCkRB,  20,  A  PAB».  —  lOOIl'O. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

DE  LA  PARABOLE 

ET    DE    LEURS    PROPRIÉTÉS 
Par  M.  Ijannoy,  mallre  répétiteur  au  Lycée  Louis-Ie-Grand. 

(Suite j  voir  p.  145  et  suiv.) 


IV 


PARABOLE 


XXXVIL  Définition.  —  La  parabole  est  une  courbe  plane 
telle  que  chacun  de  ses  points  est  également  distant  d'une  droite 
fixe  nommée  directrice  et  d'un  point  fixe  nommé  foyer. 

Cette  défiDitioQ  montre  assez  que  l'étude  de  la  parabole 
est  intimement  liée  à  celle  que  l'on  vient  de  faire  de  Tellipsc 
et  de  rhyperbole,  et  qu'elle  doit  se  faire  de  la  môme  manière. 
Pour  cela,  il  faut  se  reporter  à  l'équation  fondamentale  qui 
a  donné  les  propriétés  générales  de  l'ellipse  et  de  l'hyper- 
bole, savoir 

(7W*  —  n^)x^  —  2dm*x  +  m*(A*  +  d»)  =  o. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on 

a,    par  définition, 


=  1  ou» 


n 


m  =  n;  alors  le  coefficient  dex^ 
s'annule  et  l'une  des  racines  de 
cette  équation  devient  infinie; 
l'autre  est  donnée  par  la  relation 


X  = 


2d 


(t) 


Soient  (fig.  46),  F  le  foyer,  D 
la  directrice  d'une  parabole,  FD 
perpendiculaire  à  la  directrice; 
d'après  ce  qui  précède,  toute  pa- 
rallèle à  FD  possède  un  point 
de  la  courbe  à  une  distance  infinie  et  un  second  point  M 

JOURIIAL  DB  HATH.  1880.  16 


Fig.  46. 


délerraiDé  par  la  relation  (1);  on  peut  donc  dire  encore  que 
toute  parallèle  à  FD  contient  deux  points  de  la  courbe  et  en 
conclure  que  la  parabole  est  une  courbe  du  second  degré. 

XXXVIII.  —  La  parabole  est  une  cotirbe  à  branches  infinies 
possédant  un  axe  de  symétrie. 

La  relation  (1)  est  indépendante  du  signe  de  A;  si  donc  on 
mène  de  part  et  d'autre  de  FD  deux  parallèles  à  cette  droite 
à  la  distance  A,  les  deux  points  M  et  M'  de  la  courbe  situés 
sur  ces  parallèles  seront  également  distants  et  de  la  droite  Fi) 
et  de  la  directrice  D  ;  ces  deux  points  seront  donc  symétri- 
ques par  rapport  à  FD. 

Remarque.  —  Pour  A  =  o,  la  relation  (1)  donne 


X  = 


2 

le  point  correspondant  S  est  donc  à  égale  distance  du  foyer 
et  de  la  directrice,  ce  qui  était  évident;  c'est  le  sommet  de 
la  parabole. 

A  toute  valeur  de  h  correspond  pour  x  unq  valeur  réelle  ; 
donc  toute  parallèle  a  FD  contient  un  point  de  la  courbe, 
défini  par  l'équalion  (1);  de  plus,  x  augmente  avec  h,  c'est- 
à-dire  que  les  points  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  plus 
en  plus  grandes  de  h,  s'éloignent  de  plus  en  plus  de  la  di- 
rectrice et  donnent  naissance  des  deux  côtés  de  l'axe  à  deux 
branches  infinies  symétriques. 

XXXIX.  Théorème.  —  La  parabole  est  la  limite  vers 
laquelle  tend  wne  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  un  des  foyers  et 
la  directrice  correspondante  restent  fixes  tandis  que  l'autre  foyer 
s'éloigne  indéfiniment  du  premier. 

On  a  vu  que  la  position  du  centre,  du  second  foyer  et  de 

la  seconde  directrice  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  dépen- 

,    .  X  +  x'  dm* 

dait  de  la  relation  =  — ; —, 

2  m*  —  n' 

X  et  x'  étant  les  racines  de  l'équation  que  l'on  sait;  si  Ton 

m 
suppose  que  le  rapport  —  varie  de  manière  à  devenir  égal 
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rjr*         I       or» 

à  I,  cette  somme à  la  limite  devient  infinie,  c'est- 

à-dire  que  le  centre  est  rejeté  à  Tinfini,  de  môme  que  le 
second  foyer  et  la  seconde  directrice;  la  courbe  est  devenue 
une  parabole. 

Remarque  I.  —  Dans  Thypo thèse  précédente,  une  seule 
longueur  est  restée  fixe;  c'est  la  distance  d;  elle  porte  le 
nom  de  paramétre;  c'est  évidemment  la  longueur  qui  définit 
une  parabole;  on  la  désigne  par  p. 

Remarque  II.  —  Dans  l'ellipse  et  dans  l'hyperbole,  cette 

distance  d  a  pour  expression  — ,  en  fonction  des  axes;  or, 

dons  la  transformation  en  parabole  d'une  ellipse  ou  d'une 
hyperbole,  les  longueurs  o,  6,  c  sont  devenues  très  grandes; 

5»  c 

seule  la  quantité — ,  ou,  puisque —  =  i   à  la  limite,  la 

quantité  —  reste  fixe;  donc,  la  paî^abole  est  la  limite  d'une 

ellipse  au  d'une  hyperbole  dont  un  foyer  et  la  dii^ectrice  corres- 
pondante restent  fixes  et  la  longueur  des  axes  augmente  indé- 

b» 
finimenty  le  rapport —  ayant  une  limite  finie, 

XL.  Théorème.  —  Le  carré  d^une  corde  perpendiculaire  à 
Vaxe  est  proportionnel  à  la  distance  dz  cette  corde  au  sommet. 

Soit  (fig.  i6)  MM'  une  telle  corde,  2h  sa  longueur; on  a,  en 
vertu  de  la  relation  (1)  dans  laquelle  on  a  remplacé  d  par  p 

h^  =  2px  —  p'^  =  2p  f  X ^  J 

or,  d'après  la  figure, 

^^                 V       ,         MM' 
SQ  =  X —,    h  = 

2  2 

donc  MF'  =  8p  X  SQ 

Remarque.  —  Si  l'on  définit  un  poinL  d'une  parabole  par  sa 
distance  MQ  =  y  à  l'axe,  ou  ordonnée,  et  par  sa  distance  SQ=(r 
à  la  tangente  au  sommet,  ou  abscisse,  on  voit  que  chaque  point 
satisfait  à  la  relation         y^  =  2px 
qui  est  Yéquation  de  la  parabole. 
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XLI.  Théorème.  —  Réciproquement,  le  lieu  des  points  teh 
que  le  carré  de  leur  di'itance  à  une  droite  fixe  est  proportionnel 
à  leur  distance  à  une  autre  droite  perpendiculaire  à  la  première, 
est  une  parabole. 

Soient  (fig,  47}  Sx  et  Sy  les  deux  droites  rectangulaires,  M 
un  point  du  lieu,  c'est-à-dire,  tel  que  k  étant  une  constante, 
on  ait  MQ^  =  2ASQ 


D 


■y 

• 

/ 

*                    / 

s 

F 

-^M 


Fig.  47. 

Si  Ton  prend  QN  =  k  et  si  au  point  M  on  élève  la  perpen- 
diculaire MT  à  MN,  le  triangle  rectangle  TMN  donne 

MQ*'  =  TQ  X  QN  =  TQ  X  fc 
Des  deux  relations  précédentes,  on  conclut  évidemment 

TQ  =  2SQ 
ou  que  le  point  S  est  le  milieu  de  TQ. 
Cela  étant,  soient  les  points  F  et  D,  de  part  et  d'autre  du 

point  S,  et  tels  que      SF  =  SD  =  — 

il  est  facile  de  voir  que  le  point  F  est  le  milieu  de  TN  el 
par  suite  que  MF  =  FT;  de  plus,  la  figure  montre  que 

TF  =  TS  +  A  =  DS  +  SQ  =  DQ  =  MP 
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d'où  résulte  évidemment  l'égalité 

MF  =  MP 
qui  constitue  la  définition  môme  de  la  parabole,  le  point  F 
étant  fixe  de  môme  que  la  droite  DP,  parallèle  à  Si/. 

XLII.  Théorème.  —  Le  lieu  des  milieux  des  cordes  paral- 
lèles à  une  direction  donnée  est  une  parallèle  à  Vaxe. 

Soient  (fig,  18)  M  et  M'  deux  points  tels  que  la  corde  MM' 
fasse  avec  Taxe  un  angle  donné  6;  MQ  et  MQ'  deux  perpen- 
diculaires à  Taxe;  on  a  (XL,  Remarque), 

mj'  =  2px  SQ' 
HîT  =  2p  X  SQ 
et,  en  faisant  la  soustraction,  membre  à  membre, 

Wr  —  W  =  2p(SQ'  —  SQ) 
Soit  MN,  parallèle  à  l'axe  ;  la  figure  montre  que 

M'N  MQ  —  MQ 

tg  M'MNou  tg  6  =  -^j^  =    ^Q,  _  gQ 

or,  la  relation  précédente  peut  s'écrire 

MQ'  —  MQ 2p 


M'Q'  +  MQ 
2p 


SQ'  —  SQ 
donc,  on  a  l'égalité        tg  6  =  ^q^jq'    . 

qui  prouve  que  la  somme  M'Q'  +  MQ  ou 

constante  pour  un  angle  donné 
6;  or  cette  distance  est  précisé- 
ment celle  du  milieu  I  de  la 
corde  MM'  à  l'axe,  donc  ce  point 
décrit  une  parallèle  à  l'axe  lors- 
que la  corde  MM'  varie  en  con- 
servant sa  direction. 

Remarque  I.  —  On  appelle  en 
général  diamètre  d'une  courbe 
le  lieu  des  milieux  des  cordes  pa- 
rallèles à  une  direction  donnée; 
dans  la  parabole,  les  diamètres 
sont  des  droites  parallèles  à 
l'axe. 


M'Q'  +  MQ 


2 


est 


Fig,  48 
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Remarque  II.  —  La  corde  MM'  prenant  toutes  les  positions 
que  Ton  vient  de  définir,  il  arrivera  que  les  points  M  et  M' 
se  confondront;  la  droite  MM'  sera  alors  tangente  à  la  para- 
bole et  le  milieu  de  MM'  sera  le  point  de  contact.  Donc,  si 
par  un  point  d'une  parabole  on  mène  une  parallèle  à  raxe^  les 
cordes  parallèles  à  la  tangente  en  ce  point  seront  partagées  en 
deux  parties  égales  par  cette  parallèle.  (A  suivre.) 


FORMULES  TRIGONOMETRIQUES 

RELATIVES   AUX   ELEMENTS   d'uN   TRIANGLE   RECTIUGXE 

(Suite,  voir  p.  201  et  suiv.) 


II 

RELATIONS  ENTRE  LES  ÉLÉMENTS  d'uN  TRIANGLE  QUELCONQUE 

9.  Dans  un  triangle  quelconque  on  a 

c*  a*  —  b* 


sin  G         sin  (A  —  B)  ' 
En  effet,  on  a 

c  a  ha  cos  B  —  b  cos  A 


sin  C  sin  A  sin  B  sin  (A  —  B) 

d'autre  pari,  on  a     c  =  a  cos  B  -f-  ^  cos  A. 

Multipliant  le  premier  rapport  par  c  et  le  dernier  par  le 
second  membre,  il  vient 

c*       _   a*  cos*  B  —  b^  cos*  A  o*  —  6* 

sin  G   ""  sin  (A  ~  B)  ""   sin  (A  —  B) 

en  remplaçant  les  cosinus  par  leur  valeur  en  fonction  du 
sinus  et  remarquant  que  l'on  a 

a  sin  B  rrr  6  sin  A. 

10.  Dans  un  triangle  quelconque  on  a 

4abc  sin  — ^ —  sin —  (a  —  b)(a  +  ^^  +  c)(a  +b — c). 

Eu  effet,  le  premier  membre  peut  s'écrire 

2a6c(cos  B  —  cos  A)  =  b  .  2ac  cos  B  —  a  .   ibc  cos  A. 
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B 

^"^^^* 

cos 

2 

G 

A 

cos 

COS  - 

2 

2 

G 

cos  

2 

de  même  b  =  rt tz :—  c  =  rc 


A  B 

cos cos  

2  2 


Or,  le  second  membre  est  égal  à 

6(a"  +  c*  —  6«)  —  a(6»  +  c*  —  a«)  =  (6  +  a)(a«  —  6«) 
_  c»(a  —  6)  =  (a  —  b){b  +  a  +  c)(6  +  a  — c). 

H.  Si  A  =  2B,  on  en  déduit 

a«  =  b(b  +  c). 

En  effet,  l'hypothèse  nous  donne 

sin  G  =  sin  3B. 
Or,  la  seconde  égalité  peut  s'écrire 

a    6  +  c   '^i    ^ 

6  a  an 

,  .  sin  A  sin  B     ,     sin  G 

ou  bien  — : — ^  =  -— : — - — \- 


sin  B  sin  A  sin  A  ' 

cette  égalité  devient 

sin  2B  sin  B  +  sin  3B 

sin  B  sin  2B 

ou  bien,  après  réduction, 

sin  2B  =  2  sin  B  cos  B 
formule  connue. 

12.  On  a  les  égalités  : 

A  .      B  .      C 

p  =  ra  cotg  — ;      p  =  rb  cotg  — ;     p  =  rc  cotg  — -. 

2  ^  ^ 

On  en  tire 

«3  =  Va  n  Vc  cotg cotg  COtg    — -  = 

j-  *^      2  2  2 

/  A.     ,        .     B     ,       .      C\ 

Va  n  Vc  (  COlg 1-  cotg  -—  +  cotg  -— ) 

\  2  2  ^  / 

eu  vertu  d'une  relation  connue  entre  les  angles  d'un  triangle. 

On  a  aussi  : 

.    /B    ,    C\  A 

"='-  (ig— +'^T-)='' B cT  =  '  Â c 

^  COS cos COS COS 

2  2  2  2 
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On  en  tire 

abc  =  Ta  n  Vc 


ABC 
cos  —  cos  —  cos 

2  2  2 

Donc 

cotff—  4-  cotff 1-  cotff  — 

//3         ^2  2  2 

"ôte"  ""  X  B  G 

sec  —  sec  —  sec  — 

2  2  2 

cos* —  cos* —  cos* 

2  2  2 


.     A     .     B     .     G 

sin  —  sin  —  sm  — 

2  2  2 


43.  Des  formules  qui  donnent  la  surface,  on  déduit  faci- 

2^^  o^  o^ 

lement   sinA=-; — :   sinB=  ;  sinC= — r-» 

bc  ca  ab 

on  en  tire  par  addition  ou  soustraction  : 

2S   /  I      ,      I  \         ....     T.  C  A  —  B 

— r-  )  =  sin  A  +  sm  B  =  2C0S  —  cos 

c    \a      ^      à  J  2  2 

2S/r  i\  .,  ._  .A  —  B.C 

(  -7 )  =  sm  A  —  sm  B  =  2sm sm 

c    \  b  a  J  2  2 


n  multipliant  membre  à  membre  il  vient  : 


sin  C 


2S 
Mais  puisque  sin  0=  -; — ,   il  vient  : 

bc 

— ^=  sin  (A  —  B). 


a  6c* 

M,  Dans  un  triangle  on  a 

S'  =  -4-  a^b^c^  (sin*  A  sin  2B  +  sin*  B  sin  2A) 
16 

En  effet,  si  je  remplace  sin  2B  et  sin  2A  par   leur  valeur, 

on  trouve 

S'  =  —^  a*b^c*  sin  A  sin  B  (sin  A  cos  B  -f-  sin  B  cos  A) 
o 

OU    S,  =  -—  a*6*c*  sin  A  sin  B  sin  C, 

o 
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Or,  on  a     28  =  ab  sin  C  =  fec  sin  A  ^  ca  sin  B 
en  multipliant,  on  trouve 

8S^  =  a^b^c*  sin  A  sin  B  sin  G  : 
c'est  la  formule  è  établir. 

lo.  Si  dans  un  triangle  on  a  les  deux  relations 

=  c*,        sin  A  sin  B  =^ 


a  +  b  —  c  4 

le  triangle  est  équilatéraL 

En  effet,  la  première  relation  donne,  après  simplification 

a»  +  6»  =  (a  +  b)  c»; 
ou  bien,  en  divisant  par  (a  +  6),  qui  n'est  pas  nul, 
o»  +  6*  —  a6  =  c\ 

Donc  déjà  cos  G  =  —  et  G  =  60"; 

par  suite,  A  +  B  =  120°. 

La  seconde  relation  donne 

cos  (A  —  B)  —  cos  (A  +  B)  =  — ; 

I 

comme  cos  (A  +  B)  = , 

2 

on  a  cos  (A  —  B)  =  1, 

ou  A  —  B  =  0. 

Donc  A  =  B  =  60. 

(A  suivre.) 


ECOLE  SPECIALE  MILITAIRE 


GONCOURS  DE  1880 

Composition  de  mathématiqpies  (trois  heures). 

Première  Question.  —  Calcul  logarithmique.  —  Calculer  la 
valeur  de  \  donnée  par  la  formule 

X  =  R}^stn'  X  sin*  fi  —  cos*  a  cos*  ^y  , 
dans  laquelle 

R  =  6366™,73,    %  =  6y%2'28'\    fi  =  48^531 7'. 


On  a  sin*  a  sin*  p  —  cos*  a  cos*  ^  =  (sîn  a  sin  p  -|-  cos  a 

cos  f>)(siii  a  sin  ^  —  cos  a  cos  f  )  =  —  cos  (a  —  p)  cos  (x  -|-  5) 
=  cos  (a  —  j=>)  cos  (  1 80®  —  a  —  p). 

Donc     log   X  =   log  R  -| log  cos  (a  —  p) 

H log  cos  (  1 80*»  —  a  —  p). 

Jt 

a  —  f  =   1 8**  49'  1 1  ' 
i8o«  — a—  f  =  63«  24  i5" 
log  6366,73  =  3,8039164  4 

-—  !og  cos  18°  49'  II'  =  7,9880690  9 

-7-  log  cos  63*»  24  i5'  =  7,8254906  7 

log  a?  =  3,6174762 
X  ==4144,539 

2®  Question.  —  On  donne  un  cône  à  base  circulaire  dont  h 
est  la  hauteur  et  R  le  rayon  de  base,  et  Von  demande  de  déter- 
miner la  quantité  x  dont  il  faut  diminuer  la  hauteur  et  augmenter 
le  rayon  pour  que  le  cône  y  ayant  h  —  x  pour  hauteur  e^  R  -f-  x 
pour  rayon  de  base,  soit  équivalent  au  cône  donné,  —  Le  problème 
est-il  toujours  possible? 

L'équation  du  problème  est 

-1-  7r«B/i  =  -1-  TU  (R  +  a?)»  (4  -  X). 

ou  bien,  en  développant,  supprimant  le   facteur   commun 

-—-  ttR*,  et  divisant  par  x,  ce  qui  revient  à  écarter  la  solution 

x  =  o:        a?*  —  a;  (/i  —  2R)  +  R«  —  2R/1  =  o. 
Les  valeurs  de  x  sont  données  par  la  formule 

A  —  2R  ±  \l  h*  +  4hR 

X  =  

2 

On  voit  qu'elles  sont  toujours  réelles;  mais,  d'après  Té- 
noucé,  on  doit  rejeter  les  valeurs  négatives. 
Le  produit  des  racines  est  R(R  —  2h),  leur  somme  est 

h  —  2R.  Si  Ton  a  A  <  — ,  le  produit  est  positif,  la  somme 

négative  ;  donc  les  deux  racines  sont  négatives  et  inadmis- 
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sibles;  il  faudrait  diminuer  le  rajon  et  augmenter  la  hauteur, 
ce  qui  est  contraire  à  renoncé. 

Lorsque  h  est  plus  grand  que  — ,  le  produit  est  négatif, 

la  somme  négative  ou  positive,  suivant  que  Ton  a  A  <  2R  ou 
h  >  2R.  Il  y  a  donc  toujours  dans  ce  cas  une  racine  admis- 
sible, et  il  n'y  en  a  jamais  plus  d'une. 

3"  Question.  —  Inscrire  dans  un  secteur  circulaire  donné  AOB, 
dont  Vangle  au  centre  0  vaut  45®,  le  rectangle  dont  la  diagonale 
est  minimum j  un  côté  du  rectangle  étant  placé  sur  le  rayon  OA. 
On  donnera  la  valeur  de  la  diagonale  et  celle  du  rapport  des  deux 
côtés  du  rectangle. 

Soit  CDEF  le  rectangle  inscrit;  prenons  pour  inconiiue 
l'angle  AOE  =  a?.  On  a  DE  =  R  sin  a:,  CD  =  R  cos  x  ~  OC, 
et  comme  OC  =  CF  =  DE,  CD  =  R  (cos  x  —  sin  x). 

En  appelant  d  la  diagonale,  on  aura 

R**sin*  X  +  R*  (cosfic —  sin  oî)*  =  d* 

ou  bien  i  +  sin'  x  —  2  sin  x  cos  x  =  -^. 

^  ,  .  ,  .  I  —  cos  203 

Cette  équation  devient,  en  remplaçant  sm"  x  par : 

2d« 
2  sin  2x  +  cos  2X  =  3 =-- 

I  3R*  —  2rf^ 


ou  sin  2X  H cos  2X   =z  , 

2  2R* 

D'après  la  méthode  bien    connue,  il  suffit  de   poser  — 

=  tg  <p  (d'où  cos  (p  =  — =)  pour  obtenir  l'équation  simple 

v/5/ 

3R-2_2d«                    3R«  — 2d« 
sin  (2X  4-  ©)  = =- cos  9  = = — . 

^  ^  2R«  ^  R«^5 

Le  second  membre  doit  être  compris  entre  —  i  et  +  1 ,  ce 
qui  donne  les  inégalités  3R»  —  2d«  <  R«  ^1  et  2rf»  —  3R« 

>  RV5. 
La  première  donne  le  minimum  demandé;  d^  doit  être 

R«(3  — v/"5)     ^        .,  ,       .   . 

plus  grand  que  — ^ .  On  voit  sans  peine  que  le  mini- 
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mum  de  la  diagonale  est  égal  au  plus  grand  segment  du 
rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison  ;  car  ce  segment 

1         B(73— 1)     ,                 .          R«(6  — 275) 
a  pour  valeur  — i^! ^  et  son  carre  est i — -  ou 

Ri(3  _  /T) 


2 
Calculons  les  côtés  du  rectangle  et  leur  rapport.   On    a, 
pour  le  minimum  de  d*,  sin  (2X  -|-  cp)  =  i .  Donc 

2X  =  90®  —  9,      Sin.  205  =  COS  Ç  =  -ï , 

2 

I 
COS  205  =  Sin  9  =  — =• 

>/5 


COS  X 


I 


sin  X 

2  v/5 


v/- 


Le  carré  du  côté  DE  est  DE»  =  R*  sin* x  = ^-^ — _   '^ 

2  v/5 

_  R«(5— 2  JT) 
10 
De  même  CD*  =  R"  (cos  x  —  sin  x)^  =  R*(i  —  sin  2a-) 

_  R^5  — 2  sjiy 

5 

Enfin  —  =    '"-4v^  =  (5-^(10  +  4,75) 
IX?  5  —  v/T  20 

2  4 

""^  "DÎT"        ^ 
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GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 


On  donne  :  1^  un  plari  PaP'  dont  les  (races  font  avec  la  ligne 
de  terre  des  angles  PaY  =  45**;  P'aY  =  36^;  et  2^  un  point 
S  situé  dans  ce  plan  à  42  millimètres  en  avant  du  plan  vertical 
de  projection,  et  à  54  millimètres  au-^ssu^  du  plan  horizontal; 

On  demande  : 

4^  De  construire  les  projections  d'une  pyramide  triangulaire 
SABG,  ayant  pour  sommet  le  point  S  et  s* appuyant  sur  le  plan 
horizontal  par  sa  base  ABC  (le  point  A  étant  le  pltis  éloigné  de 
la  ligne  de  terre),  au  moyen  des  données  suivantes  :  le  plan  de 
la  face  ASC  est  perpendiculaire  au  plan  PaP',  et  fait  un  angle 
de  72®  avec  le  plan  horizontal  ;  la  face  ASB  est  située  dans  le 
plan  PaP'  ;  langle  plan  ASC  =  yS**;  Vangle  plan  ASB  =  66°; 
!2^  de  mmer  par  le  centre  de  gravité  G  de  la  pyramide  un 
plan  peiyendiculaire  à  la  droite  SG^  qui  joint  ce  centre  de  gra- 
vité au  sommet  S,  et  de  construire  les  projections  de  la  section  faite 
par  ce  plan  dans  le  solide. 

Rappelons  d'abord  que  pour  trouver  le  point  S,  on  prend 
Tintersection  de  Thorizontale  du  plan  ayant  une  cote  de  54 
millimètres  avec  la  ligne  de  front  du  plan  ayant  un  éloigne- 
ment  de  42  millimètres. 

L  Projection  de  la  pyramide.  —  Par  (6, s),  je  mène  une  per- 
pendiculaire (srys'r)  au  plan,  et  je  cherche  sa  trace  hori- 
zontale (r.r);  par  le  môme  point  (s,s)  je  mène  une  ligne  de 
front  (skysk)  dont  la  projection  verticale  fasse  avec  la  ligne 
de  terre  l'angle  de  72®,  et  de  s  comme  centre,  avec  sk  pour 
rayon  je  décris  une  circonférence  ;  je  mène  par  le  point  r 
une  tangente  rA  à  cette  circonférence  ;  c'est  la  trace  de  la 
face  ASC  de  la  pyramide.  Cette  trace  rencontre  aP  au  point 
A;  SA  est  Tune  des  arêtes  de  la  pyramide.  Pour  avoir  les 
autres  sommets  de  la  base,  je  rabats  d'abord  le  plan  PaP' 
autour  de  sa  trace  horizontale;  j'ai  ainsi  le  rabaitement 
ASi  de  l'arête  SA,  et  je  fais  au  point  S^  un  angle  AS,B  =  66®  ; 
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le  point  B,  où  S^B  rencontre  aP  est  le  second  sommet  de  la 
base  ;  de  même,  je  rabats  le  plan  de  la  face  ASC  autour  de 


rX  ;  il  me  suffit  pour  cela  de  mener  de  s  une  perpendiculaire 
sur  la  trace,  et,  du  point  A  comme  centre,  avec  AS^  pour 
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rayon,  de  décrire  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  perpendicu- 
laire précédente  en  S,  ;  ensuite,  je  mène  S,C,  faisant  avec 
AS,  un  angle  de  y 5^  ;  le  point  G  est  le  troisième  sommet  de 
la  base.  —  J'ai  donc  les  sommets  de  la  pyramide  en  projec- 
tion horizontale.  Les  sommets  A,B»G  se  projettent  verticale- 
ment sur  la  ligne  de  terre  ;  par  suite  je  puis  compléter  les 
projections  de  la  figure. 

II.  Plan  sécant  et  section  plane.  — Le  centre  de  gravité  G  de 
la  pyramide  s'obtient  de  la  manière  suivante  :  on  prend  le 
point  0  d'intersection  des  médianes  de  la  base  ABC  ;  enjoint 
le  point  S'  au  point  0,  et  on  prend  OG  égal  au  quart  de  OS. 

Le  plan  sécant  passant  par  ce  point  G  sera  déterminé  par 
ses  traces;  sa  trace  horizontale  rencontre  en  c  et  d  la  base 
de  la  pyramide  :  on  a  ainsi  deux  points  de  l'intersection.  Pour 
avoir  d'autres  points  de  l'intersection,  je  prends  l'intersection 
du  plan  Q'^P  avec  le  plan  donné  P'aP,  qui  contient  la  face 
ASB  ;  cette  droite  d'intersection  rencontre  SB  au  point  (/*,/*') 
et  SA  au  point(e,e')  ;  en  joignant  le  point  {d.d)  au  point  (/",/') 
et  le  point  {c,c),  au  point  (e,e'),  on  aura  l'intersection  com- 
plète. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS  A  SALNT-CYR 


—  Calculer  en  fonction  des  trois  côtés  d'un  triangle  la  médiane,  la  bissectrice 
et  la  hauteur  issues  du  sommet  A,  ainsi  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

—  Par  le  sommet  d'un  triangle  ABC.  mener  une  droite  AX  telle  que  le  produit 
des  projections  des  côtés  AB  et  AC  sur  cette  droite  soit  égal  à  un  Ciirré  donné. 

—  Calculer  le  rayon  de  la  circonférence  passant  par  deux  points  donnés  et 
tangente  à  une  droite  donnée,  en  fonction  des  distances  des  deux  points  à  la 
droiteet  de  l'angle  que  fait  la  droite  qui  joint  les  deux  points  avec  la  droite  donnée, 

—  Construire  sur  les  côtés  d'un  carré  des  rectangles  tels  que,  en  joignant  les 
sommets  voisins,  on  forme  un  octogone  régulier. 

—  On  donne  un  cylindre  et  une  sphère  de  rayon  R  reposant  sur  le  plan  de 
base  du  cylindre.  Couper  ces  deux  corps  par  un  plan  parallèle  au  premier,  de 
façon  que  les  volumes  compris  entre  les  deux  plans  soient  équivalents. 

—  Inscrire  dans  un  triangle  donné  une  droite  telle  que  les  deux  parties  du 
triangle  aient  même  périmètre  et  même  surface. 

—  Circonscrire  à  une  sphère  un  cône  de  surface  donnée. 

—  Trouver  le  côté  d'un  triangle  équilatéral,  sachant  que  s'il  augmente  de  a, 
sa  surliBioe  augmente  de  6'. 
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—  Ua  triangle  rectangle  isocèle  a  i  mèire  de  côté  de  l'angle  droit.  On  cons- 
truit sur  l'un  des  côlés  un  carré  et  sur  l'autre  un  triangle  équilatéral,  et  on  joint 
les  deux  sommets  voisins  de  ces  deux  figures.  Calculer  à  0,0 1  prci  le  rayon  du 
Cercle  équivalent  au  polygone  ainsi  formé. 

—  Trouver  sur  la  distance  des  centres  de  deux  sphères  un  point  d'où  l'on  voie 
sur  les  deux  sphères  deux  zones  équivalentes. 

—  Étant  donnés  un  demi-cercle  et  un  point  A  sur  le  diamètre  prolongé,  on 
mène  par  le  point  A  une  droite  AB  sous  un  angle  donné;  déterminer  B  sur 
cette  droite  de  fa^on  que,  si  l'on  mène  la  tangente  BC  à  la  circonférence,  on  ait 

AB m^ 

BC    ""    »   * 

—  Étant  donnée  une  sphère,  mener  un  cône  qui  lui  soit  tangent  de  manière 
(]ue  sa  surface  latérale,  limitée  à  la  sphère,  soit  égale  à  la  surface  de  la  grande 
calotte  sphérique  qui  a  pour  base  la  base  du  cône. 

—  Trouver,  en  fonction  du  rayon  d'un  cercle  et  des  angles  que  font  les 
rayons  extrêmes  avec  l'axe  de  révolution  :  t"  le  volume  engendré  par  un  secteur 
circulaire;  2»  le  volume  engendré  par  le  segment  circulaire  corres])ondant. 

—  Etant  donné  un  segmc.t  sphérique  à  une  base,  calculer  les  volumes  v  et  V 
de  deux  cônes,  l'un  inscrit, l'autre  circonscrit  au  segment. et  qui  ont  même  b:is<- 
que  lui.  On  suppose  le  segment  moindre  que  la  demi-sphère. 

—  A  un  demi-cercle  on  circonscrit  un  trapèze  isocèle  dont  la  grande  base  soit 
dirigée  suivant  le  diamètre  de  ce  demi-cercle.  Déterminer  cette  base  de  maniiM-e 
que,  toute  la  ligure  tournant  autour  du  diamètre,  le  trapèze  engendre  un  solide 
qui  soit  à  celui  de  la  sphère  décrite  par  le  demi-cercle  comme  3  est  à  2. 

—  Dans  un  cercle  de  rayon  R,  on  prend  un  secteur  dont  l'angle  au  centre 
comprend  n  degrés.  Calculer  les  éléments  du  cône  droit  sur  lequel  s'enroule 
exactement  le  secteur  circulaire. 

—  Calculer  en  fonction  des  trois  côtés  d'un  triangle  le  rayon  du  cercle  qui  a 
son  centre  sur  le  côté  a,  et  est  tangent  aux  deux  autres  cotés. 

—  Calculer  le  volume  du  cube  inscrit  dans  un  cône  dont  le  rayon  est  R  et  la 
hauteur  H. 

—  Calculer  les  trois  angles  A,  B,  C  d'un  triangle  sachant  que  l'on  a 

tgAtgB=p;  tgBtgC  =  9. 

—  Calculer  la  hauteur  d'un  tronc  de  cônedontle  volume  est  égala  la  diflerence 
des  volumes  des  sphères  construites  sur  les  bases  comme  grands  cercles. 

—  On  connaît  la  somme  A  des  m  premiers  termes  d'une  progression  arilbnu^- 
tique,  et  celle  B  de  n  i)remiers  termes  de  la  progression  ;  calculer  le  premier 
terme  et  la  raison  de  cette  progression. 

—  On  donne  une  sphère,  le  cylindre  circonscrit  à  la  sphère,  et  le  cône  à  deux 
nappes  inscrit  dans  le  cylindre.  Si  l'on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  l'av 
comnmn  du  cylindre  et  du  cône,  la  section  de  la  sphère  est  égale  à  la  dilTérenô' 
entre  la  section  du  cylindre  et  celle  du  cône,  et  si  l'on  mène  deux  plans  jjerpeu- 
diculaires  à  l'axe  commun,  le  segment  sphérique  compris  entre  ces  deux  pla.l^ 
est  équivalent  à  la  diflTércnce  entre  les  segments  correspondants  du  cylindre  ei 
du  cône. 

—  Dans  une  demi-sphère,  inscrire  un  tronc  de  cône  droit  de  surface  totale 
ma  xi  ma. 

—  Un  cylindre  et  un  tronc  de  cône  ont  même  hauteur  ;  le  cylindre  a  pour 
base  la  .section  équidistante  dos  deux  bases  du  tronc  do  cône.  Calculer  la  diffé- 
rence entre  le  volume  du  tronc  et  celui  du  cylindre. 

—  A  une  sphère  donnée,  circonscrire  un  cône  dont  la  surface  latérale  soit 


—  257  — 

égale  à  celle  du  cercle  qui  a  pour  rayon  la  distance  du  sommet  du  côue  au  centre 
de  la  sphère. 

—  Calculer  les  trois  côtés  d'un  triangle,  sachant  que  ces  côtés  sont  trois 
nombres  entiers  conséeutib,  et  que  la  surface  du  triangle  est  égale  au  triple 
produit  du  côté  moyen  par  la  différence  des  côtés  extrêmes. 

—  On  donne  la  base  2  &  et  la  hauteur  A  d'un  triangle  isocèle  ;  calculer  le  rayon 
R  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

—  Trouver  trois  nombres  entiers  consécutifs  dont  le  produit  soit  égal  à  n  fois 
la  somme,  n  étant  entier. 

—  Par  un  point  donné,  mener  une  sécante  à  un  cercle  donné,  de  manière 
que  la  projection  de  la  partie  située  dans  le  cercle  sur  le  diamètre  qui  passe 
par  le  point  ait  une  longueur  donnée. 

—  Sur  les  oôlés  d'un  triangle  équilatérai,  qui  a  pour  centre  le  centre  d'un 
cercle  de  rayon  R,  on  construit  des  triangles  isocèles  ayant  leurs  sommets  sur 
la  circonférence.  Quel  doit  être  en  fonction  du  rayon  le  côté  du  triangle  équi- 
latéral  pour  que  le  volume  du  tétraèdre  qui  a  pour  base  ce  triangle  équilatéral 
et  pour  laces  latérales  les  triangles  isocèles,  soit  maximum. 

—  Trouver  le  maximum  de  œ^jf^  sachant  que  axP  +  bff^  est  constant. 

—  Déterminer  une  progression  géométrique  de  quatre  termes  connaissant 
l'excès  a  de  la  somme  des  termes  extrêmes  sur  la  somme  des  termes  moyens  et 
l'excès  b*  de  la  somme  des  carrés  des  termes  extrêmes  sur  la  somme  des  carrés 
des  termes  moyens. 

—  On  a  le  produit  a^bïc^.  Lorqu'on  divise  par  a,  le  nombre  des  diviseuirs 
diminue  de  a;  si  on  divise  par  b,  le  nombre  des  diviseurs  diminue  de  |3;  si  on 
divise  par  c,  le  nombre  des  diviseurs  diminue  de  T*  Trouver  a;,  y,  z. 

^  Etant  donnée  une  demi-circonférence  de  diamètre  AR,  mener  par  le  point 
A  une  séc  mte  teUe  que  la  partie  intérieure  à  la  circonférence  soit  égale  au 
segment  que  cette  droite  détermine  sur  la  tangente  en  R. 

—  On  coupe  un  trièdre  trirectangle  par  un  plan  rencontrant  les  arêtes  à  des 
distances  a,  b,  c  du  sommet.  Trouver  la  surface  du  triangle  de  section. 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  l'un  des  angles,  le  côté  opposé  et  la 
médiane  correspondante. 

—  On  construit  extérieurement  un  demi-cercle  sur  chacun  des  côtés  d'un 
triangle,  et  on  prend  les  milieux  des  arcs  ainsi  tracés.  Trouver  les  côtés  et  la 
surCace  des  triangles  qui  a  pour  sommets  les  trois  points  ainsi  déterminés. 

X  -\-  y 

—  Trouver  la  valeur  de     ,        ,  déduite  des  équations 

a;  cos  •  +  2?'  sin  «  =  a?  cos  p  +  ®'  sin  p 
=s  y  cos  Y  -h  y'  sin  T  =  V  cos  fi  -h  y*  sin  8  =  i 
et  montrer  qu'elle  ne  change  pas  quand  on  intervertit  l'ordre  des  angles. 

—  Dans  un  triangle  on  donne  a,  A  et  &  +  c.  ou  c,  A  et  a  +  b.  Résoudre 
dans  chaque  cas  le  triangle  au  moyen  d'une  table  de  logarithmes. 

—  Si  la  médiane  AD  d'un  triangle  rencontre  en  D  le  côté  RC,  on  a 

Cotg  RAD  —  cotg  CAD  =  cotg  R  —  cotg  C. 

—  Si  X,  y,  z  sont  les  longueurs  des  bissectrices  d'un  triangle  resi)cctivement 
opposées  aux  côtés  a,  b,  c,  on  a 

(b  +  c)»  -1^  +  (c  4-a)'  —  +  (a  -f  6)'  -^  =  (a  4-  6  +  c)^ 
oc  ca  00 

—  Soit  TT'  la  tangente  en  un  point  A  à  une  circonférence  donnée  OA.  On 
mène  dans  le  cercle  un  diamètre  RC,  et  on  abaisse  les  perpendiculaires  RB',  CC 
sar  Ja  tangente.  Déterminer  la  direction  du  diamètre  RC  de  façon  que  la  surface 
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totale  da  tronc  de  cône  engendré  par  le  trapèze  BCG'B'  toomant  autour  de  la 
tangente  TT  soit  dans  nn  rapport  donné  arec  la  surface  du  cercle  OA.  Discuter 
le  problème. 

—  On  donne  un  angle  XOT  et  deux  points  fixes  A  et  B  sur  Tun  des  côtés. 
Trouver  sur  l'autre  le  point  M  d'où  Ton  voit  le  segment  AB  sous  l'angle  maxi- 
mum. 

—  On  donne  une  pyramide  régulière  triangulaire.  Les  arêtes  aboutissant 
au  sommet  ont  pour  longueur  a,  et  l'angle  des  deux  arêtes  est  A.  Calculer  le 
volume  de  la  pyramide.  —  SI  a  reste  constant,  quelle  doit  être  la  valeur  de  A 
pour  que  le  volume  soit  maximum? 

—  Exprimer  l'aire  d'un  triangle  en  fonction  des  trois  hauteurs,  ou  en  fonction 
des  quatre  rayons  des  cercles  inscrits  et  ex-inscrits. 

—  Partager  une  droite  en-  trois  parties  telles  que  la  droite  entière  soit  à  une 
des  parties  extrêmes  comme  l'antre  partie  extrême  est  à  la  moyenne  partie,  et 
que  cette  dernière  soit  maxima. 

—  Un  mobile  décrit  une  circonférence  de  rayon  égal  à  loo".  Au  bout  de 
2*' 17",  l'arc  qu'il  a  parcouru  a  une  corde  de  Z25*.  On  demande  le  nombre  de 
degrés,  minutes  et  secondes,  compris  dans  cet  arc,  et  la  vitesse  angulaire  sup- 
posée uniforme. 

—  Une  colonne  verticale  de  hauteur  h  est  surmontée  d'un  mât  de  longueur  /. 
A  quelle  distance  horizontale  du  pied  de  la  colonne  faut-il  se  placer  pour  voir 
la  colonne  et  le  màt  sous  des  angles  égaux? 

—  Une  sphère  et  un  cube  ont  même  surface.  Trouver  le  rapport  de  leurs 
volumes. 

—  AB  et  AG  sont  les  cordes  des  arcs  de  60  et  de  90*  dans  un  cercle  de  centre 
0.  Montrer  que  si  Ton  prolonge  AB  et  OC  jusqu'à  leur  rencontre  en  D,  l'arc 
dont  la  corde  est  DC  a  son  cosinus  égal  à  sa  corde. 

—  Si  l'on  pose  A  +  B  +  C  =  2S,  on  a 

CQS  2S  +  cos  2(S  —  A)  -h  cos  2(S  —  B)  +  cos  2(S — C)  =  4  cos  A  cos  BeosC. 

—  Si  a,  &,  c,  sont  les  côtés  d'un  triangle  dont  l'angle  C  est  droit,  on  a 

l'égaUtô  cos  (2A  —  B)  =  -^  (Sc^  —  4a*). 

c^ 

— -  Si  a  et  a'  sont  les  côtés  homologues  de  deux  triangles  semblables  inscrits 

et  circonscrits  au  même  triangle,  on  a 

a  .      A     .      B     ,      C 

— r-  =  4  sm sin  — -  stn  — . 

a  222 

—  Si  les  tangentes  des  demi-angles  d'un  triangle  plan  sont  en  progression 
arithmétique,  démontrer  qfUe  les  cosinus  des  angles  entiers  sont  aussi  en  pro- 
gression arithmétique. 

—  Si  l'on  a  a  +  ^  +  Y  —  "ïTi  *^voc 

sin»  0  =  sin  (a  —  6)  sin  (p  —  ô)  sin  (y  —  0). 
on  a  aussi  cotg  ô  =  cotg  a  +  co'g  P  +  cotg  y 

ou  coséc^  6  =  coséc'  a  +  coséc'  p  +  coséc*  y. 

—  Si  les  côtés  d'un  triangle  sont  a  cos  A,  5  cos  B,  c  cos  C.  a,  &,  c.  A,  B.  C 
étant  les  éléments  d'un  autre  triangle,  les  angles  du  premier  sont  les  supplé- 
ments des  angles  2A,  2B,  2C. 

—  Si  A',  B',  C  sont  les  angles  sans  lesquels  on  voit  les  côtés  d'un  trian^  du 
centre  du  cercle  inscrit,  on  a  la  relation 

4  sin  A'  sin  B'  sin  C  =  sin  A  -l-  sin  B  -|-  sin  C. 
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QUESTION  169 

Solution*  par  M.  Blbssel,  piqueur  des  PodU  0t  Chaussées. 

Dans  un  quadrilatère  ABGD,  la  ligne  EF  qui  joint  les 
milieux  des  diagonales  coupe  en  H  le  côté  BC.  Démontrer  qu^ 
le  triangle  AHD  est  équivalent  à  la  moitié  du  quadrilatère. 

(Barrieu.) 

Si  Ton  prend  un  point  M  dans  Tintérieur  du  quadrilatère 
et  sur  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  diagonales,  et  si  l'on 
joint  ce  point  aux 
quatre  sommets  par 
les  droites  MA,  MB, 
MG,  MD,  on  sait  que 
la  somme  des  deux 
triangles  MAD,  MBG 
qui  ont  M  pour  som- 
met commun  et  pour 
bases  les  côtés  oppo- 
sés AB  et  BC  du 
quadrilatère,  est  é- 
quivalente  à  la  moi- 
tié du  quadrilatère  (page  29,  3"®  année,  concours  acadé- 
miques de  Paris,  1878,  1®). 

A  mesure  que  le  point  M  se  rapproche  de  H,  le  triangle 
MAD  augmente  et  MBG  diminue;  mais  dans  toutes  les 
positions  que  le  point  M  peut  occuper  dans  Tintériettr  de 
la  figure  sur  la  droite  EF,  la  somme  des  deux  triangles 
MAD  et  MBG  est  constamment  équivalente  à  la  moitié  du 
quadrilatère  ;  donc  quand  les  points  M  et  H  se  confondent, 
Taire  du  triangle  MBG  est  nulle  et  le  triangle  HAD  es 
équivalent  à  la  moitié  du  quadrilatère  donné. 

Ge  problème  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  de  la  ques- 
tion résolue  page  29. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Berthiot,  Neret,  Gangnery,  de 
Sézanne  (Marne)  ;  Hugot,  de  Lyon;  Deslais,  du  Mans;  Martin,  de  Passy. 


A- 
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QUESTION  171 

•ol«(loB,  par  M.  Hooot,  de  Lyon. 


Dans  un  triangle  dont  les  côtés  sont  en  progression  arithmé- 
tique^ k  étant  l'angle  moyen,  on  a 

B         G  i  B     ,  G  A 

^J  7-  ^ff  —  =  — î  ^^^»  —  +  ^^'^  T  =  ^  "^^^  ~- 

(Burnier.) 
Soit  a  le  côté  moyen,  h  la  raison  de  la  progression. 
On  a 

a       ^_   g  —  h   _    a-\-  h 3a 

sin  À  sin  B  sin  G  sin  A  +  sin  B  +  sin  C 

donc 

.      A  A 

2  sin  —  cos  — - 
I  sin  A  22 

T  "^    sin  A  +  sin  B+sinC    ""  A  B  (T 

4  cos  —  cos  —  cos 


B  +  G 

cos  — i— 

I  2 

OU 


2  2 


3  B  G 

2    cos    cos 

2  2 


r  =  f(--'«4'«T) 


B  G 

En  second  lieu 


r 


d'oU         tg  -  Ig  —  =  I  -  —  =  2  . 


a  a  —  h 

r  =  — — 


B  .   .   G  .  A  .      G 

cotg \-  colg  —    cotg  —  -f-  cotg 

2           2  2           2 

a  -{-  h 


cotg 1-  cotg  — 

1%  ^ 


3a 


2^C0lg  ^     4-    colg  —  +    cotg  — j 


donc  3  f  cotg j-  cotg  — j 
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=  2  (cotg  —  +  COtg  —  +  COlg— )         ^ 

d'oîi  cotg 1-  colg  —  =  2  cotg  — . 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  (piestion  :  MM.  Blessel,  à  Paris  ;  Renavd,  à 
Bordeaux;  Gindre,  à  Lons-le-Saunier ;  Gino-Loria,  à  Mantoue,  Italie;  Longue- 
Tille,  à  CharleviUe;  Martin, à  Passy;Croneau,  Lachesnay,  à  Versailles;  Speckel, 
à  Sedan;  IHibieC,  i  Cluny  ;  Yermand^à  Saint-<)uentin  ;  Sers,  sergent  d'infimteriA 
de  marine,  à  Cherbourg;  Bûcheron,  à  Sainte-Barbe;  Vazou,  collège  RoUii. 


QUESTION  172 

8«l«tfom  par  M.  Dbslais,  élève  du  Lycée  du  Mans. 


Le  produit  des  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  évalués  en 
nombres  entiers  est  toujours  divisible  par  6o. 

Nous  rappellerons  la  règle  suivante,  donnée  par  Proclus» 
pour  trouyer  une  expression  rationnelle  des  côtés  dun  triangle 
rectangle. 

En  désignant  le  plus  petit  côté  par  un  nombre  impair;  si  du 
carré  de  ce  nombre  impair  on  retranche  Cunité  et  qu'on  divise 
le  reste  par  2,  on  a  le  plus  grand  côté  de  F  angle  droit.  Enfin, 
ajoutant  l'unité  à  cette  formule,  on  a  Vhypoténuse  (2*  année, 
p.  80). 

D'après  ce  qui  précède  le  produit  des  trois  côtés  sera 
2n(n+  0(^^+  i)[2n(n+  i)  +  i]. 

Pour  que  ce  produit  soit  divisible  par  6o,  il  faut  qu'il  le 
soit  par  3,  4,  5. 

Or,  on  Yoitpourn  =  M.3  +  i^     2n  +  i  =  M.3. 

Pour  fi  =  M.3-f-2,  n-}-  i  ==  M.  3,  enfin  n  entrant  comme 
facteur,  la  proportion  sera  vraie  pour  n  =  M.  3. 

Ainsi,  quel  que  soit  n,  ce  produit  est  divisible  par  3. 

Maintenant  si  n  =  M. 2,  2n  =  M. 4  et  si  n  =  M. 2  -4-*  1 
n+  I  =  M.2;  par  suite  2n  (n  -j-  ')  ^  M. 4. 

Par  conséquent,  pour  toute  valeur  de  n  le  produit  est  divi- 
sible par  4. 

Enfin,  supposons  w  =  M.5  +  i  ;  alors  2n  •=  M.5  -4-  2  el 
n+  I  =M.5  +  2. 
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Par8uite2n(n+  i)  + i  =(M.5-f  2)(M.5 +-  2)+  i  =M.5. 
Pour  n  =  M.5  +  2,  2n-|-  i  =  M. 5. 
Pourn  =  M.5  +  3,  2n  =  M.5  +  6  et  n  -f-  i  =  M.5  +  4. 
Par  suite 
2fi(n+i)+  I  =(M.5+  6)(M.5  +4)  +  i  =M.5. 

Enfin,  sin  =  M.5 +4,  n -|- I  =M.5. 
On  Yoit  donc  que  pour  toutes  les  yaleurs  de  n  le  produit 
considéré  est  divisible  par  3,4,  5. 
Il  est  donc  divisible  par  le  produit  3  X  4  X  5  =  60. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Lachesnais,  Croneau,  de  Ver- 
•ailles  ;  Bûcheron,  élève  de  Sainte-Barbe  ;  Blessel,  piqueur  des  ponts  et  chaussées. 


QUESTION  173 

fitoluiloB,  par  Gmo-LoaiA,  licencié  de  l'Institut  Technique  de  Mantoue  (Italie;. 


Sij  dans  un  triangle^  les  bissectrices  des  angles  à  la  base  ren- 
contrent les  côtés  opposés  sur  une  parallèle  à  la  basCy  le  triangle 
est  isocèle. 

Soit  ABC  un  triangle  tel,  qu'après  avoir  mené  les  bissec- 
trices BD,  CE  des  angles  à  la  base,  la  droite  ED  soit 
parallèle  à  BG. 

BD,  CE  étant  bissectrices,  on  a  : 
AD    _    AB       AE    _    AC 

CD    "    BC  '    BE    ■"    BC  •  • 

Divisant  ces  égalités  on  a  : 
AD 


CD  AB 


AE  AG 


(i) 


BE 

Mais  ED  est  parallèle  à  BG,  donc  on  aura  : 

AD  _  AE 

CD  ""  BE 
et  par  conséquent  l'égalité  (1)  devient 

AB 

d'où  AB  =  AG.  Donc  le  triangle  est  isocèle. 
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Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Renaud,  à  Bordeaux;  Fauré, 
soldat  au  5*  de  ligne  à  Tarbes  ;  Bompard,  collège  Stanislas  ;  Gindre,  à  Lons-le- 
Saulnier;  Tricon,  à  Marseille;  Gosme,  Leoonty,  Deslais,  Gattereau,  au  Mans; 
Huet,  à  Orléans;  Pasquier,  à  Bruxelles;  Groneau,  à  Versailles  ;  Blessel,  à  Paris; 
Longueville,  à  Gharleville  ;  Johannet  à  GhAteauroux  ;  âers,  sergent  d'infanterie 
de  marine  à  Cherbourg;  Dubief,  école  de  Cluny;  Bûcheron,  à  Sainte-Barbe; 
Bonneville  et  Gerlié,  à  Toulouse  ;  Lory,  à  Vendôme;  Vazou,  collège  Rollin  ;  Marin, 
à  Agen;  Ghaulet,  àMontauban;  Vail,  école  Albert-le-6rand,  Arcueil;  Tinel,  au 
Havre;  Gossieaux,  Lafond,  Vermand,  Boulogne,  à  Saint-Quentin;  Moatérou, 
à  Pau. 


QUESTION  181 

liol«tloii  par  M.  Dbslais,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Étant  données  une  circonférence  Oet  deux  droites  concourantes 
xy,  x'j  dont  le  point  de  concours  n'est  pas  dans  les  limites  du 
dessin,  mener  à  la  circonférence  une  tangente  passant  par  le 
point  de  rencontre  de  xy  et  de  x'y . 

Du  centre  0,  soient  Oa,  Oa  respectivement  perpendicu- 
laires   sur  les   droites 
xy,  xy. 

Les  points  a  et  a  ap- 
partiennent à  la  circon- 
férence <i>  décrite  sur  OK 
comme  diamètre  (K  est 
le  point  de  concours  des 
droites  xy,  cdy). 

Connaissant  les  trois 
points  0,  a,  a  de  cette 
circonférence,  il  est  fa- 
cile de  la  construire; 
elle  coupe  la  circonfé- 
rence 0  en  deux  points 
A  et  A.\  Joignant  OA, 
OA'  et  élevant  des  per- 
pendiculaires à  leurs  extrémités,  on  obtient  deux  tangentes, 
passant  par  le  point  de  concours  de  xy,  xy. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Graneau,  lycée  Fontanes  ;  Gerlié, 
de  Toulouse;  La  Ghesnais,  de  Versailles;  Paul  d'Ocagne,  collège  Ghaptal;  Hugot, 
de  Lyon;  Lory,  de  Vendôme;  Jolly,  de  Tarbes. 


a> 
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QUESTION  182 

tSolvtloii  par  M.  Hugot,  élève  du  Lycée  de  Lyon. 


'  Soit  donné  vn  cercle  0  de  rayon  r  inscrit  dans  un  angle.  On 
trace  les  deux  cercles  0',  0\  tangents  aux  côtés  de  V angle  et  au 
cercle  0,  fuis  les  cercles  <i>,  ta'  tangents  à  Fun  des  côtés  et  en 
même  temps  tangents  respectivement  à  0,  0'  et  à  0,  0".  Démon- 
trer qute  JLCt  j  étant  les  rayons  des  cercles  <«>,  &>',  on  a  la  relation 

Désignons  par  r'  le  rayon  du  cercle  0',  par  r  celui  du 
cercle  0';  menons  par  w  une  parallèle  EP  au  côté  AB  de 


B 


l'angle  et  par  E  une  parallèle  EH  à  la  ligne  AO.  Joignons 

(oO,  coO'. 

Les  triangles  OEa>,  O'Fco  donnent  respectivement 
(ôÊ*  =  (r  +  xY  —  (r  —  x)*,    ou    OE  =  2^rx 

to>F*  =  (r  +  ^)*  —  (^'  —  ^)*>    0^    *»>F  =  2\frx 
et  le  triangle  EFH  donne 

IF*  =  (Eo)  +  a)F)*  =  (r  +  r  )*  —  (r  —  r  )«, 
ou,  en  remplaçant  wE  et  «oF  par  leurs  valeurs, 

d'où  Y^  =      r^^  r-' 

On  trouverait  de  même 
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par  suite 


mais 


AO'        AO'  +  r'         AM 


r 
r 

r 
r 


AO   ~    AO  +  r    ~  AN 
AO  AO  +  r  AM 


AO'         AO  4-  r'  AN  ' 

r*  r  f 

donc  =  — r,  c'est-à-dire  r  =:  y  r'r" , 

r  r  .  ' 

par  suite  l'égalité  précédente  devient 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM .  Crosneau ,  lycée  Fontanes  ; 
Blondin,  à  Rouen;  Layechin,  au  lycée  Suint-Loui>. 


QUESTION  184 

ffoltttloB  par  M.  Huuot.  él'*vc  du  Lycée  de  Lyon. 


Siy  par  la  projection  d'un  point  de  la  parabole  sur  la  tangente 
au  sommet,  on  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  le  rayon 
vecteur  issu  du  sommet^  ces 
perpendiculaires  vont  con- 
courir en  un  même  point. 

Les  triangles  rectangles 
PMA,  PDA  sont  sembla- 
bles, car  les  angles  PMA, 
DPA  sont  égaux  comme 
ayant  leurs  côtés  per- 
pendiculaires. On  a  par 
suite 

MP 


PA 


PA 
AD' 
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d'oh  ^  =  -MP  ' 

quantité  constante  et  égale  à  2p,  Donc  le  point  D  est  fixe 

et  la  propriété  est  démontrée. 


QUESTION  188 

ikilutioii  par  M.  Paul  d'Ocagne,  élève  au  Collège  Ghaptal. 


Dans  un  triangle  donnée  inscrire  un  rectangle  de  diagonale 
minima  et  donner  la  longueur  de  la  diagonale. 

(W.-J.-C.  Miller.) 

Soit  a  la  base  du  triangle  donné,  h  sa  hauteur,  x  la 
base  du  rectangle  cherché  et  y  sa  hauteur. 

Il  faut  trouver  le  minimum  de  la  diagonale  du  rectangle, 
ou  celui  du  carré  de  cette  diagonale,  c'est-à-dire  a?*  -[*  y'- 

Mais  on  a  —  =         , 

a  h 

ou  Aa?  -j-  ai/  =  ah. 

D'après  un  théorème  démontré  page  304,  tome  III,  le 

minimum  a  lieu  pour     ^r  =  — • 

ha 

On  a  donc  à  inscrire  dans  le  triangle  un  rectangle  sem- 
blable à  un  rectangle  donné  ;  problème  connu. 

D'après  le  môme  théorème;  la  diagonale  minima  a  i^our 

,  ah 

longueur  a  =    . 

yj  a^  +  h' 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Daguillon,  Lesienr.  Ijcve 
Henri  lY;  Schmidt,  Pfister,  école  Lavoisier;  Richebraque,  ao  Ijcée  Saint- 
Louis  ;  Bonneville,  à  Toulouse  ;  Boulogne,  Goasieaux,  à  Saint-Quentin 
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QUESTION  191 

ftlolvtlon  par  M.  Blsssel.  piqueur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Partager  un  tronc  de  cône  par  un  plan  parallèle  aux  bases, 
de  façon  que  la  partie  inférieure  soit  contenue  n  fais  dans  le 
tronc  tout  entier. 

Posons  CD  =  R,  AB  =  r  et  MN  =  x  ;  représentons  par  V, 
Y'  et  V  les  volumes  des  cônes  res- 
pectivement   engendrés    par    les      9 
triangles  rectangles  OCD,  OMN  et 
OAB  dans  leur  mouvement  de  ro- 
tation   autour    de  l'axe   commun 
OC;  nous   devons    avoir,  d'après 
les  données  du  problème 
V  — V" 

V_  y    =  ^'  0) 

Les  cônes  engendrés  par  des 
triangles  semblables  étant  sem- 
blables, nous  avons 

V  V  V 


\ 


\ 


L 


j 


R» 


0?' 

V  — V 


R»  — r' 
De  (1)  et  (2)  on  déduit 


R3— a?3' 
R»—  r» 

R»  — (T^ 


(2) 


=  n; 


d'où 


X 


^     yK^n-  i)-f 
V  n 


Nota.  —  La  même  question  a  été  résolne  par  M.  Deslais,  dn  Mans. 


QUESTION  193 

Solution  par  M.  Dbslais,  élève  du  Lycée  du  Mans. 


On  joint  les  sommets  A,  B,  G  d'un  triangle  aux  points  A^  et 
A„  B|  etB^j  Cl  et  G,,  qui  divisent  en  trois  parties  égales  les  côtés 
opposés.  Les  droites  AÂ,  BB^,  GG^  se  coupent  en  trois  points 
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Â.',  B',  G',   les  droites  AA,,  BB,,  GG.,  en  trois  autres  poinU 
A',  B',  G'. 

Démontrer  que  chacun  des  triangles  A!  B'  G',  A'  B'  G'  est  le  sep- 
tième  du  triangle  ABG.  (Gorr.  de  Gatalan.) 

Soit  0  le  point  de  rencontre  des  droites  AA„  BB^.  A^B, 

étant  parallèle  à  AB,  on  a 
OB^  A>B,  I 

OB    ""    AB     ~    3 
Si  0^  est  le  point  de  ren- 
contre des  droites  GC^,  BB,, 
on  a  de  même 

OjB,    _  j_ 
Ofi  3 

La  ligne  00|  est  donc  pa- 
rallèle à  AG  et  l'on  a 
BO  3 


Par  suite 
d'où 


Or 


0A  = 


OOt _ 

B|B^  BB|  4 

AB,    _  A'B^    _   4 

00,    ~"  A'Oj  T' 

A'B,    _    4 

OA   -  7  • 

BB,  .^       A'B 

par  suite  —^ 


On  voitainsi  que  le  triangle  AA'B,  estle  septième  du  triangle 


ABB.«  ou 


,9  vu du  triangle  total.  On  démontrerait  de  même 


que  chacun  des  triangles  BB'G^,  GG^A.  est  égal  à  du 

21 

triangle  ABG. 

Si  du  triangle  ABG  on  retranche  le  triangle  BGG,,  plus 
les  deux  quadrilatères  AG,B'B,,  GG'A'B,,  il  reste  le  triangle 
A'B'G'. 

Or,  S  étant  la  surface  du  triangle  ABG,  on  a: 

BGG.  =  4-  S. 
AC,B'B,  =  4-S  —  —  S=  —  S. 

3  21 


CC'A'B,  =  -5-  S 


7 

31  21 
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Par  suite      Â 


'B'C  =  S(i 1 L  -  -L\  =  -L  S; 

\  3  7         21/7 


donc  A'B'C  =  —  ABC. 


Même  démonstration  pour  le  triangle  A'B'C. 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 


DIJON 


—  Étant  donné  un  tétraèdre  régulier,  mener  un  plan  parallèle  à  deux  arêtes 
opposées,  tel  que  la  section  soit  maxima. 

—  Par  les  extrémités  de  l'un  des  oôtés  d*un  carré^  on  fait  passer  une  circon- 
lérenoe  qui  eoupe  le  côté  opposé  ou  son  prolongement  sous  un  angle  donné  «>. 
Trouver  le  rayon  de  cette  circonférence  en  fonction  du  côté  a  et  de  «o. 

—  Couper  une  circonférence  par  une  sécante  passant  par  un  point  fixe  de 
façon  que  le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  traces  de  cette  droite  sur  la  cir- 
conférence et  le  centre  de  la  courbe  ait  une  aire  maxima. 


LYON 


—  Un  eorps  pesant  est  lancé  verticalement  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse 
initiale  de  3"  5o  ;  à  quelle  hauteur  parviendra-t-il  ?  après  combien  de  temps 
reviendra-t-il  au  point  de  départ? 

—  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  R  un  cylindre  dont  la  surlace  totale 
soit  égale  à  la  surlace  d'un  cercle  de  rayon  donné  a,  —  Quelle  relation  doit 
exister  entre  R  et  a  pour  que  le  problème  ait  une  ou  deux  solutions  ? 


CAEN 


'  —  On  donne  un  triangle  ÂBC;  on  Joint  les  pieds  E,  D,  F,  des  hauteurs. 
Trouver  le  rapport  des  surfaces  des  deux  triangles  ABC,  DEF. 

—  La  surface  d'un  rectangle  est  p  et  devient  q  lorsque  l'angle  aigu  des  dia- 
gonales devient  double  sans  que  ces  diagonales  changent  de  longueur.  Trouver 
cette  longueur  et  l'angle  aigu  des  diagonales. 
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NANCY 


—  Connaissant  les  deux  bases  B  et  &  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  paral- 
lèles, calculer  la  surface  B'  de  la  section  menée  par  le  milieu  des  arêtes.  £o 
appdant  Y  le  volume  du  tronc,  déraonti'er  la  formule 

V  =  -I-  (B  +  6  4-  4B). 


LILLE 


—  Par  rextréroité  A  du  diamètre  d'une  demi-circonférenoe  AB,  on  mène  une 
corde  AG.  Quel  doit  être  l'angle  de  cette  corde  et  du  diamètre,  pour  que  le  sec- 
teur BOC  et  le  segment  AMC  engendrent,  en  tournant  autour  de  AB,  de^ 
volumes  équivalents. 

—  On  donne  dans  une  ellipse  le  grand  axe  2a  et  la  distance  focale  2c;  en  un 
point  M  dont  le  rayon  vecteur  FM  =  r,  on  mène  la  tangente  MT  et  la  normale 
MN.  On  demande  d'évaluer  la  distance  NT  des  pieds  de  ces  droites  sur  le 
grand  axe.  Quelle  doit  être  la  valeur  de  r  pour  que  l'on  ait  NT  ==  2c? 

—  On  donne  dans  une  ellipse  le  grand  axe  2a  et  la  distance  focale  2c,  et  Toc 
considère  un  point  dont  la  distance  à  l'un  des  foyers  est  r  ;  déterminer  la  di^ 
tance  de  ce  point  au  centre,  ainsi  qu'à  chacun  des  axes  de  la  courbe. 

—  Par  l'extrémité  A  du  diamètre  AB  d'un  demi-cercle,  on  mène  une  corde 
AC,  faisant  avec  ce  diamètre  un  angle  a  ;  déterminer  cet  angle  de  telle  manière* 
que  les  deux  portions  du  demi-cercle  engendrent  des  volumes  égaux  dans  la 
rotation  autour  de  AB.  On  évaluera  cet  angle  à  une  .seconde  près. 


BORDEAUX 

—  Trouver  le  volume  engendré  par  un  trapèze  tournant  autour  de  sa  plu.« 
grande  bas  3,  en  fonction  des  quatre  côtés. 

—  Trouver  la  valeur  de  x  fournie  par  l'équation 

log  y/  yx  -\-  3    +     log  v/  3a?  +  5    =  i  +  log  4,5. 

—  Partager  une  droite  de  longueur  donnée  a  en  deux  parties  a;  et  y  telles 
que  x^  +  3|/3  soit  la  plus  petite  valeur  possible,  et  donner  l'expre-^sion  de  cette 
valeur;  appliquer  à  a  =  25o. 

—  Etant  donnés  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  trouver 
le  rayon  du  cercle  inscrit.  Trouver  le  rayon  du  cercle  tangent  au  premier  et  à 
l'hypoténuse  et  un  côté  du  triangle.  Application  6  =e  20;  c  =  12. 

'  Résoudre  l'équation 

séc  a;  =  sin  a;  +  2  cos  0?. 
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PARIS 

Hovembre  1879. 

—  De  tous  les  cônes  de  rérolutioD  inscrits  dans  une  sphère,  quel  est  cetui 
dont  la  surface  latérale  est  maiima  ?  —  On  prendra  comme  inconnue  la  conie 
B.V  joignant  un  point  B  de  la  circonférence  de  hase  au  point  A'  symétrique  du 
sommet  par  rapport  au  centre  de  la  sphère. 

—  Étant  donné  un  hémisphère,  on  propose  de  le  couper  par  un  plan  parallèle 
à  la  base  de  façon,  que  le  volume  compris  entre  ce  plan  et  la  surface  sphérique 
soit  égal  à  la  demi-somme  des  cônes  ayant  pour  base  commune  le  cercle  d'in- 
tersection et  pour  sommets  l'un  le  centre  et  l'autre  l'extrémité  du  rayon  per- 
pendiculaire au  plan. 

—  Une  barre  homogène  AB,  dont  la  longueur  est  i  mètre,  est  mobile  autour 
d*un  point  G  placé  au  tiers  de  sa  longueur,  en  sorte  que  AC  =  2CB.  On  demande 
quel  est  le  poids  de  cette  barre,  sachant  qu'elle  reste  en  étpiilibre  quand  on 
place  un  poids  de  2  kilogr.  en  A  et  un  poids  de  5  kilogr.  en  B. 

il  y     1     f% 

—  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  fraction     ,       — ^  conserve 

oa;  -j-  6 
La  m^me  valeur,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 

—  Soit  AD  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  A  sur  la  base  BC  du 

triangle  ABC.  On  connaît  le  côté  AB  =  5  ;  le  côté  AC  =  4  ;  on  sait  de  plus  que 

i35 
le  produit  des  deux  segments  BD  et  DC  de  la  base  est  égal  à  ;  calculer  la 

longueur  de  cette  base. 

—  Déterminer  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  à  un  tétraèdre  régulier  de  côté  a. 
-«  tin  poids  de  10  kilogr.  glisse  sur  un  plan  incliné  de  45*  sur  l'horizon, 

suivant  une  Ugne  de  plus  grande  pente  du  plan;  quel  est  le  travail  accompli  par 
la  pesanteur  pendant  que  le  poids  se  déplace  de  A  en  B,  sachant  que  AB = 2  mètres  ? 

—  Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  a.  calculer  la  distance  du  centre  0  à  un 
point  A  de  telle  sorte  que  la  surj^ce  latérale  du  cône,  ayant  pour  sommet  le 
point  A  et  circonscrit  à  la  sphère,  soit  égale  à  la  surface  de  la  zone  BDC  qui  a 
même  base  que  le  cône. 

AvxH  1880. 

—  Calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  rectangle,  connaissant 
l'hypoténuse  a  et  l'angle  aigu  B. 

—  Étant  donné  un  triangle  OAB,  rectangle  en  0,  trouver  sur  l'hypoténuse 
un  point  M  tel  que  la  différence  MP^  —  MQ^  entre  les  carrés  de  ses  distances 
aux  deux  côtés  de  l'angle  droit  soit  la  plus  petite  possible  en  valeur  absolue. 

—  Étant  donné  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  OA,  déterminer  une  corde 
AB  telle  que  le  volume  engendré  pnr  le  segment  de  cercle  BMA  soit  dans  un 
rapport  donné  avec  le  volume  engendré  par  le  triangle  rectangle  ABD  (BD  étant 
la  perpendiculaire  menée  de  B  sur  OA),  quand  ces  deux  flgures  tournent  autour 
deOA. 

—  Étant  données  les  deux  bases  parallèles  a  et  &  et  la  hauteur  h  du  trapèze 
ABCD,  calculer  la  longueur  de  la  droite  MN,  parallèle  aux  bases  et  qui  partage 
le  trapèze  en  moyenne  et  extrême  1  aison. 

—  Construire  la  directrice  d'une  parabole  connaissant  le  foyer,  une  tangente 
et  un  point  de  la  courbe. 

•^  Dans  un  triangle  ABC,  l'angle  A  vaut  45*;  les  côtés  (  et  c qui ie  comprennent 
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ont  pour  valeur  b  s  4.  c  =  y  2  ;  calculer  sans  tables  de  logarithmes  le  ùnns  et 
le  cosinus  de  chacun  des  angles  B  et  C. 

—  On  donne  les  deux  équations  a:*+aa?  +  1=0;  2?»  +  x-l-«  =  o; 
déterminer  a  de  façon  que  les  deux  équations  admettent  une  racine  qui  leur  soit 

commune. 

—  Résoudre  l'équation 

x-k-y^a;      a?y(a;»  +  y*)  =  6. 

—  Les  rayons  de  deux  cercles  sont  i  et  2  ;  la  distance  de  leurs  centres  est 
yff;  calculer  sans  tables  de  logarithmes  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  le« 
ungentes  menées  à  ces  deux  cercles  i^ar  l'un  de  leurs  points  d'interseetioo. 
Trouver  en  outre  le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  de  la  moitié  de  cet  angle. 


TRilNSVERSALES  RÉCIPROQUES  ET  APPLICATIONS 

Par  H.  CI.  4e  MjomgékmmvB» 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Gharlemagne. 


1.  Si  Ton  considère  uu   triangle  ABC   coupé  aux   points 

A'B'C  par  une  trans- 
versale L,  et  si  l'on 
prend  le  point  A'  sy- 
métrique du  point  Â' 
par  rapport  au  milieu 
du  côté  BC  :  A'  et  les 
deux  points  analogues 
B',  C,  sont  situés  sur 
une  même  droite  L*. 
Cette  propriété  est  la 
conséquence  immé- 
diate du  théorème  de 
Ménelaûs  6t  de  sa  ré- 
ciproque. Ces  deux 
droites  L,  h\  tellement 
liées  l'une  à  l'autre 
qu'à  la  droite  L  cor- 
respond la  droite  L',  et  réciproquement,  ont  été  autrefois 
considérées  par  nous  (*)  et,  pour  rappeler  la  propriété  précé- 

(*)  Annotes  dé  VÉcole  normale,  t.  m.  1867. 
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dente,  nous  les  aTons  nommées  transversaîes  rrdproques.  On 
rencontre  ces  droites  qui  jouissent  de  dilTérentes  propriétés 
remarquables  dans  plusieurs  questions  de  fréométrie;  nous 
nous  proposons  simplement  de  montrer  ici  comment  on  peut 
déduire,  du  théorème  précédent,  une  construction  de  la 
tangente  en  un  point  pris  sur  quelques  courbes  célèbres  : 
la  cissoidej  droite  ou  oblique  ;  la  strophoïde^  droite  ou  oblique: 
la  lemniscate  de  BemoulU;  les  conclKiiides. 

2.  Considérons  d'abord  la  cissoîde.  On  sait  que  cette  courbe 
est  engendrée  de  la  manière  suivante  : 

Etant  pris  un  cercle,  un  point  0  sur  sa  circonférence  et 
une  tangente  quelconque  AB; 
par  le  point  0  on  mène  une  droite 
qui  rencontre  le  cercle  en  C, 
la  droite  AB  en  G';  on  prend 
enfin  OC  =  CC  le  lieu  du  point 
G'  est  la  cissoîde.  Nous  nous 
proposons  de  construire  la  tan- 
gente au  point  G*. 

Considérons,  à  cet  effet,  une 
droite  OD'DD'  voisine  de  la  pré- 
cédente^ les  points  D,D\  D'étant 
d'ailleurs  définis  comme  les 
points  C,  C,  G'.  Dans  le  triangle 
OD'G'  les  droites  CD,  CD'  sont 
deux  transversales  réciproques  ;  elles  coiipent  donc  la  base 
CD'  en  deux  points  H  et  K  symétriques  par  rapport  au 
milieu  de  CD'.  Que  Ton  suppose  maintenant  que  OG,  OD 
se  rapprochent  et  viennent  se  confondre,  DG  devient  la  tan- 
gente au  cercle  au  point  G;  D'C  à  la  cissoîde  au  point  C' 
et  les  points  E,  H  sont,  à  la  limite,  deux  points  de  la  droite 
AB  également  distants  du  point  C  De  cette  remarque,  on 
peut  déduire  la  construction  suivante  : 

Une  cissoide  étant  donnée  et  définie  par  son  point  de  rebrousse- 
ment  0,  la  tangente  OM  en  ce  point,  et  Vasymptote  AMB  ;  on 
construit  te  cercle  qui  passe  par  les  points  0  et  M,  et  qui,  en  ce 
point  M,  est  tangent  à  la  droite  AB.  Par  le  point  0,  on  trace 

JOinUIAL  DS  KATH.   1880.  18 
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une  droite  rencontrant  ce  cercle,  Fasymptote  et  la  cisscHde,  res- 
pectivement  aux  points  G,  G',  G'  ;  ce  dernier  point  étant  obtem 
en  prenant  OC  =  GG'.  Ceci  fait  et  pour  avoir  la  tangente  en  et 
point  G',  il  suffira  de  mener  la  tangente  au  cercle  au  point  C; 
cette  droite  rencontre  Va^ymptote  en  un  certain  point,  on  prend 
le  symétrique  de  celui-ci  par  rapport  à  G  et  Von  joint  ce  dernier 
point  à  G'  :  cette  droite  est  la  tangente  demandée. 

3.  La  règle  précédente  s'applique  éyidemment  à  toutes  les 
courbes  transformées  d'une  courbe  donnée  par  la  loi  sui- 
vante :  On  donne  un  point  0,  une  droite  AB,  et  une  coarbe 
f;  par  0,  on  trace  une  droite  quelconque  rencontrant  la 
courbe  fen  G,  AB  en  G'  et  l'on  prend  OG'  —  GG  ;  le  lieu  du 
point  G'  est  une  courbe  (p  transformée  de  f,  et  la  tangente  à 
(p  au  point  G'  s'obtient  comme  nous  l'ayons  indiqué  tout  à 
l'heure  pour  la  cissoïde. 

On  peut  encore,  et  comme  me  l'a  fait  observer  un  de  mes 
collègues  (*),  supposer  que  le  point  G',  qui  se  déduit  des 
points  G,  G',  est  défini  par  l'égalité 

^OG^.OG^  _ 

GG'   •  G  G'    *"     ' 

K  désignant  une  constante  qui  est  égale  à  i,  dans  le  cas 
particulier  qui  nous  a  servi  à  définir  la  cissoïde.  Les  deux 
droites  GD,  G'D'  ne  sont  plus  des  transversales  réciproques, 
mais,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  elles  jouissent  encore 
de  la  propriété,  la  seule  qui  soit  essentielle  à  notre  construc- 
tion, d'aller  couper  la  droite  AB  en  deux  points  symétriques 
par  rapport  au  milieu  de  G'D'. 

4.  Gonsidérons  maintenant  la  strophoïde. 

On  sait  qu'étant  données  deux  droites  Ace,  Ai/,  et  un  point 
0  sur  Ax;  si  par  ce  point  0  on  mène  la  droite  OB  cl 
que  l'on  prenne  BG'  =  BA,  le  point  G"  ainsi  obtenu  appar- 
tient à  une  strophoïde  qui  peut  encore  être  engendrée  de 
la  manière  suivante.  Du  point  0  comme  centre  avec  OA 
pour  rayon,  décrivons  un  cercle  et  par  0  menons  OE  paral- 

(*)  M.  Walecki,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Nancy- 
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lèle  à  Ày;  la  droite  AC  rencontre  le  cercle  en  C  el  OD  en 
C':jedisqueCC'  =  ACr. 
En  effet,  les  deux  tri- 
angles AOC ,  OC  G , 
ont:  OA  =  OC;  les 
angles  OAG,  ACO  sont 
égaux  ;  enfin  le  triangle 
ABC*  étant,  par  hypo- 
thbse,  isocèle,  il  en 
est  de  même  du  triangle 
C'OG\  Delà,  on  conclut 
régalité  des  angles 
AG'O,  GG'O,  par  suite 
celle  des  triangles 
AOG',   GOG';  donc  GG' 

=:AG'. 

De  cette  généra - 
lion,  point  par  point, 
de  la  strophoïde  obli- 
que, et  des  remarques  générales  qui  viennent  d'être 
exposées,  on  peut  conclure  que  la  tangente  à  la  strophoïde, 
au  point  G',  et  la  droite  fixe  OD  rencontrent  la  tangente  au 
cercle  au  point  G  en  deux  points  H,  K  symétriques  par 
rapport  à  G.  Si  nous  ajoutons  que,  pour  des  raisons  évi- 
dentes, la  droite  OD  est  symétrique  de  l'asymptote  par 
rapport  au  point  A  et  que  les  tangentes  au  point  double  A 
sont  les  deux  droites  rectangulaires  qui  joignent  ce  point 
aux  points  de  rencontre  de  OD  avec  le  cercle,  on  déduira 
des  remarques  précédentes  la  construction  point  par  point 
de  la  strophoïde  et  celle  de  la  tangente  en  un  point  donné 
de  cette  courbe  supposée  définie  par  les  éléments  suivants  : 
V  le  point  double;  ^  Tasymptote;  3*  les  tangentes  au  point 
double,  qui  sont  d'ailleurs  rectangulaires. 

8.  Si  d'un  point  0  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  de  centre 
D,  on  mène  une  sécante  rencontrant  le  cercle  aux  points 
C,  G';  et  si,  sur  cette  droite,  à  partir  du  point  0,  on  porte 
GG'  :=  GG'  ;  le  lieu  du  point  G'  est  une  courbe  dont  l'équation 
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polaiie,  est,  en  prenant  pour  axe  polaire  le  diamètre  du 

point  0,  p*  ==  4R'  —  4  ci*  si u*  w, 

R  désignant  le  rayon  du  cercle;  d  la  distance  OD.   Dans  le 

cas  particulier  ou  le  point  0  est  tellement  placé  que,  de  ce 

point,  le  cercle  est  vu  sous  un  angle  droit;  si  Ton  a,  par 

conséquent,  d*  =  iR* 

réquation  précédente  devient  : 

p*  =  2d*  COS  2   (ù. 

et  le  lieu  du  point  G'  est  doue  une  lemniscate  de  BemoulU. 
ayant  0  pour  centre  et  D  pour  Tun  de  ses  foyers. 


De  cette  remarque  on  déduit  la  construction,  point  par 
point,  de  la  lemniscate  et  celle  de  la  tangente  en  chacun  de 
ses  points,  par  la  règle  suivante  : 

Une  lemniscate  étant  donnée  et  défini  par  son  centre  0  et  son 
foyer  D  ;  par  le  point  0  on  mène  deux  droites  inclir^ées  de  ^5^  sur 
01),  etj  du  point  D  comme  centre^  on  décrit  un  cercle  tangent  à 
ces  deux  droites  :  ayant  tracé  par  le  point  0  une  sécante  rencon- 
trant le  cercle  aux  points  G,  G',  on  prendra  sur  cette  droite 
0G'=:  GG';  le  point  C  est  un  point  de  la  lemniscate.  Pour  avoir 
la  tangente  en  C,  on  trace  les  tangentes  au  cercle  aux  points  G, 
C\  soit  K  leur  point  de  rencontre ^  on  prend  G'H  =  G'K  et  HG' 
est  la  tangente  cherchée. 

6.  Nous  ferons  remarquer  en  terminant  que  les  consi- 
dérations précédentes  s'appliquent  encore  aux  conchotdes  et 
aux  courbes  que  nous  avons  nommées  (*)  concho'idales,  parce 


[*]  Nouvelle  Correspondance  malhétnatique  ;  t.  Y,  mai  1879. 
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qu'elles  sont  des  conchoïdes  datis  un  cas  particulier.  Pour 
engendrer  une  conchoïdale  il  faut  imaginer  trois  courbes 
/",  ©,  ^{/;  une  tangente  à  /*  au  point  0  rencontre  (p  et  <j/  res- 
pectivement en  C  et  C:  on  prend  OC  :=  GC;  le  lieu  du 
point  C  quand  la  droite  considérée  roule  sur  /"est  une  con- 
choïdale. Si  la  courbe  f  se  réduit  à  un  point,  la  tangente 
au  point  G  "  s'obtient  par  la  règle  que  nous  venons  de  donner 
pour  la  lemniscate,  qui  est  une  conchoïdale  quand  f  est  un 
point  et  que  9  et  <j/  sont  confondues  avec  un  seul  et  même 
cercle  vu  du  point  f  sous  un  angle  droit.  Les  conchoïdes 
ordinaires  se  déduisent  des  conchoïdales  en  supposant: 
1"  que  /"est  un  point:  2®  que  ç  est  un  cercle  ayant  son  centre 
en  f;^  restant  d'ailleurs  une  courbe  arbitraire. 


NOTE 

SUR  LE  NOBlfiRE  DES   POINTS  d'iNFLEXION  RÉELS  DES  COURBES 

DU  TROISIÈME  DEGRÉ 

Par  M.  S.  Collin,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique, 
professeur  de  mathématiques. 


Nous  nous  proposons  de  donner  une  démonstration  directe 
et  fort  simple  de  ce  théorème  bien  connu  : 

Théorème.  —  Une  courbe  du  troisième  degré  ne  peut  pas 
avoir  plus  de  trois  points  d'inflexion  réels;  et  si  elle  en  a  trois ^ 
ils  sont  en  ligne  droite. 

Pour  le  démontrer,  nous  allons  établir  le  lemme  suivant  : 

Lexnme.  —  Si  une  courbe  du  troisième  degré  a  deux  points 
^inflexion  réels,  elle  en  a  forcément  un  troisième,  situé  sur  la 
droite  qui  joint  les  deux  premiers. 

Eu  effet,  1®  supposons  d'abord  qu'en  ces  deux  points  d'iur 
Qexion  AetB,  les  tangentes  ne  soient  pas  parallèles.  Prenons 
ces  tangentes  respectivement  pour  axes  des  x  et  des  y  ; 
réquation  de  la  courbe  sera 
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(y  —  *)•  +  -^  (^  —  «)•  +  xy  [my  -{-nx  +  p)  -^  b*  =  o 

c'esirà-dire        (ay  -\-bx  —  a6)'  +  an/  .  R  =  o, 

R  élant  uq  polynôme  linéaire  ;  or,  cette  forme  met  le  lemme 

en  éyidence. 

2<^  Supposons  maintenant  que  les  tangentes  ea  A  et  B 
soient  parallèles.  Prenons  alors  pour  axe  des  x  la  droite  AB, 
et  pour  axe  des  y  la  tangente  en  A.  L'équation  de  la  courbe 
sera    y*  +  »wj/x*  +  nx*  =  maxy  -\-  px*  +  ^(^^  —  P)<*- 
c'estrà-dire  y^  +  ^(^  —  ^)^  =  ^  î 

ce  qui  démontre  encore  le  lemmc. 

Cela  posé,  passons  au  tliéorbmc,  soit  une  courbe  quel- 
conque du  troisième  degré  :  1°  Elle  ne  peut  pas  avoir  plus 
de  trois  points  d'inûexion  en  ligne  droite;  2®  Elle  ne  peut  pas 
avoir  trois  points  d'inflexion  non  en  ligne  droite;  car,  en 
vertu  du  lemme  précédent,  elle  en  aurait  alors  une  infiDité. 

Donc,  au  plus,  elle  peut  avoir  trois  points  d'inflexion  en 

ligne  droite  ; 

c.  q.  f.  d. 


DU  NOMBRE 

QUI  EXPRIME  COMBIEN   IL  Y  A  DE   NOMBRES  PREMIERS 
À    UN    NOMBRE    DONNÉ    71    ET    COMPRIS    ENTRE    ZÉRO    ET     p 

Par  H.   MlBlae. 

[Société  mathématique  de  Moscou,  séance  du  15  janvier  1880.) 


com- 


Nous  emploierons  le  symbole  (cp(N)  j   pour  désigner 

bien  il  y  a  de  nombres  premiers  à  N  dans  la  suite  i ,  2,  3,... 
P;  nous  désignerons  par  E  {x)  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  une  quantité  quelconque  x,  et  nous  représenterons 

Texpression  E(  —  )  symboliquement  par  nE-^, 

\  X  J  X 

N  étant  égal  à  a^,h^.c(,dr,  .  .  ,  écrivons  la  suite  des  nombres 
entiers  i,  2,  3,  4,.«..,  P '^  i>  P.  (1) 
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Si  des  P  nombres  de  cette  suite  je  retranche  les  nombres 
qui  sont  divisibles  par  a;  du  reste,  les  nombres  qui  sont 
divisibles  par  b;  du  reste,  les  nombres  qui  sont  divisibles 
par  c,  etc. . .,  les  nombres  restants,  dans  la  suite  (1),  seront 

en  nombre  (<p(N)  j  .  Or  dans  la  suite  (1)  il  y  a  Ef — j  nom- 
bres qui  sont  divisibles  par  a.  Retranchant  ces  nombres,  il 
vient  P  —  ^l—)  =  P(i  —  E  -^). 

Retranchons  du  reste  Ef  -r— )(  i  —  E  J  nombres  qui 

sont  divisibles  par  6,  il  vient  : 

p(._BJiL)-.(^)(.-BiiL) 

=  p(,_bJiL)(,-b^). 

Retranchons  du  reste  les  nombres  qui  sont  divisibles  parc, 

il  vient  P(i  —  E-^Vi  —  E-^Yi  —  E-^)  et  ainsi 

de  suite. 
On  a  donc 

(„N,):  =  P(,  -  EJiL)(.  _  BJf  )(.  -  BilL) 

(,-EJf)...  m 

Il  faut  remarquer  que  dans  cette  formule  l'opération  de  la 
multiplication  peut  se  faire  dans  un  ordre  quelconque,  car 

E-ÎL  E-ÎL 

y  ^  y 

Si  P  est  divisible  par  a,  b,  c...,  la  formule  (2)  se  réduit  à 

w:=K— fX— fx-^x— f)- 

P  étant  égal  à  N,  la  même  formule  donne  la  formule  connue 

„N, = n(,  -  4-)(.  -  4-x.  --f X-  -  ^)-  •  • 

Exemple.  —  Soient  N  =  12,  P  =  37.  La  formule  (2)  donne 
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(,..,Y'  =  „(,_BilLX.-EJi) 


=  37-eJ^-eJ2L.  +  E-^7 


3  2  '  2.3 

=  37  —  12  —  18+6=  i3. 
Remarque.  —  Soient  N,  N,  N'..,   des  nombres  premiers 
entre  eux  deux  à  deux;  on  conclut  de  la  formule  (2)  que  le 

symbole  (^(N)  j   jouit  de  la  propriété  suivante: 

(,(N))'(9(N))''(<p(N))^. . .  =  (<p(N  .N-.N'.  ..))'■'" 

Si  dans  cette  formule  on  fait  P  =  N,'  P'  =  N',  P'  =  N'. . ., 
on  trouve  l'équation  connue 

<p(N)  (p(N)  f(N'). . .  =  ?(N.N  .N'. . .). 


NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  «Vouanne*  professeur  au  Lycée  de  Caen. 


Équation  du  cercle  passant  par  trois  des  pieds  des  normales 
menées  d'un  point  à  une  conique  à  centre. 

Soient  a  et  ^  les  coordonnées  du  pied  d'une  normale  issue 
d'un  point  (X,  Y)  ; 
Il  en  résulte  les  identités, 

-^  +  47-  —  I  =  o,    c*a&X  —  a«6Y  +ft«a  =  o. 

En  prenant  pour  origine  le  point  (xp)  les  équations  qui 
donnent  les  pieds  des  normales  sont  : 

(1)  a*y"  4"  '>*^*  +  2a'j:y  +  26*our  =  o, 

(2)  c^xy  —  î/(a«X  +  a6»)  +  x{b^Y  +  (3a*)  =  o. 
L'équation  du  cercle  cherché  qui  passe  par  les  trois  autres 

pieds  est  :'     a?*  +  y*  +  2Ma3  +  ^My  4,  P  =  o  ; 
M,N  et  P  sont  des  fonctions  de  a,6,  X  et  Y  qu'il  faut  déterminer. 
A  cet  effet,  cherchons  d'abord   l'équalion   aux  abscisses 
et  posons  pour  plus  de  simplicité  A  =  a*X  +  ofc",  B  =  6*Y 
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-(-  pa*;  cette  équation  est  fouraie   par  rélimination  de   y 
entre  (1)  et  (2);  et  par  un  calcul  facile,  on  trouve  : 

c*6«a-»  -t-  2c«6«(c*aA.)x«  +  [a«B(B  —  2a*p)  +  A6«(A  —  ^c^cl)]x 
-f  2A(a'fB  +  6«aA)  =  o    et  a?  =  a. 

L'équation  du  troisième  degré  donne  les  abscisses  des 
trois  pieds  situés  sur  le  cercle. 

J'obtiendrai  une  autre  forme  de  cette  équation  en  tenant 
compte  de  ce  que  les  coordonnées  de  ces  points  doivent 
satisfaire  simultanément  aux  trois  équations  suivantes  : 

{c^x  —  k)y  -}-  Bx  =  o 
a*y*  +  2a'f  y  +  6*a;*  +  26'aa?  =  o 
y*  +  2Nj/  +  03»  4"  2Aïa?  +  P  =  o 
Pour  remplir  cette  condition,  il  suffit  en  considérant  y  et 
t/*  comme  deux  variables  linéaires  d'écrire  que  le  détermi- 
nant est  nul  :  savoir 

0  c*x  —  A    Bx 
a*           2a*p  b*x*  +  26'aa?       =  o. 

1  2N  x^  +  2Mx  +  P 

En  développant,  on  a  cette  autre  équation  du  troisième 
degré  : 

c*x^  +  c*[2(Ma*  —  6«a)  —  A]jî»  +  [c*a«P  —  2A(Mo«  —  b*x) 

+  2a*^P  —  2Na*B]a;  —  Aa«P  =  o. 

Les  racines  étant  les  mêmes  que  celles  de  la  précédente, 
on  est  conduit  on  identifiant  aux  équations  suivantes  : 


I 


2(Mff«  —  fr*a)  —  A 

26*(c«a  — A) 
cVP  —  2A(Mr/«  —  fe'q)  +  2fl«fiB  —  2No«B 
a*B*  —  2a*c*fB  +  A«fr«  —  46»c«xA 
—  a«P 


""    2(a«f>B  +  6«aA)  ' 
Ces  équations  donnent  les  valeurs  de  M,  N  et  P,  savoir: 

2a*a  —  A  26'p  —  B 

^B     .     aA 


2M  = 


^»=-<^+^)- 
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Alors,  l'équation  du  cercle  est  la  suivante, 
œ*  +  ï'  +  (2*  —  -^jcc 

En  y  substituant  les  coordonnées  du  point  diamétralement 
opposé  à  l'origine  x  =  —  2x,  y  =  —  2p,  on  met  immédiate- 
ment en  évidence  le  théorème  de  Joachimstal. 

Cette  équation  permet  encore  de  vérifier  le  théorème  de 
de  M.  Laguerre,  à  savoir  que  le  cercle  passe  par  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  conique  sur  la 
tangente  menée  au  point  de  Joachimstal. 

A  cet  effet  on  ramène  l'équation  du  cercle  au  centre  de 
la  conique  et  pour  cela  il  suffit  de  poser  ac  =  a?'  —  a, 
y  :=  y'  —  p,  X  =  X'  —  a,  Y  =  Y'  —  p.  Ce  qui  donne  en 
faisant  disparaître  les  accents 

X*  +  y*  +  ax  +  py  —  Xx  —  yy —  x  —   -^y 

en   remarquant   qu'on   a   C*xp  =  a*pX  —  fc'ay  on    en   tire 

a»  Ô  c* 

Y  r=  -7—-^   X r-,  &  et  en  substituant  réquation  du  cercle 

6*  a  6* 


devient  x*  +  y^  +  ax  +  ^y ~  ^-^  +  ^^ 


c*&*  axb 


t 


f.ya''  a*a'  f*o'    


fc*  6«  6* 

Les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  sont  don- 
nées par  les  équations 

a^py  -\-  6'ax  =  —  a*ô*; 
6*a(/  —  a*^x  =  G. 

Eu  posant  d*  =  — ; r- 

a«  p* 

05  = —  j/  = -5-  :  81  on  substitue  on  a  ; 
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.lû2  -î/,1  pint- 


+  I  — ^; rz ^-T"!  =  o  :  car  les  termes  entre  cro- 

L  a*  b*  c*  J 

6 
chets  sont  nuls  et  les  termes  entre  parenthèses  se  détruisent. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 

A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


Géométrie  à  deux  dimensions. 

—  Étant  donnés  le  pied  de  la  directrice  d'une  parabole  sur  l'axe  et  un  point  de 
la  courbe,  trouver  le  lieu  des  sommets  de  toutes  les  paraboles  ayant  ces  deux 
points  communs;  àpriori^  combien  les  données  constituent-elles  de  conditions? 

—  Étant  donnés  une  conique  et  un  cercle  tangents  tous  deux  à  Taxe  des  x  À 
Torigine,  on  demande  les  sécjntes  communes  à  la  conique  et  au  cercle. 

—  Former  Téquation  du  cercle  qui  passe  par  les  pieds  des  trois  normales 
qu'on  peut  généralement  mener  d'un  point  extérieur  à  la  parabole. 

—  Par  un  point  d'une  hyperbole  on  mène  deux  droites  parallèles  à  des  direc- 
tions fixes  données;  on  joint  les  seconde  points  d'intersection  de  ces  droites 
avec  la  courbe;  et  on  demande  le  lieu  des  milieux  des  cordes  ainsi  obtenues, 
lorsque  le  premier  p)int  choisi  sur  l'hyperbole  parcourt  la  courbe. 

—  Former  l'équation  générale  de)  coniques  ayant  pour  centre  Torigine  des  axes 
et  passant  par  deux  points  A  et  B  dont  les  coordonnées  sont  respectivement 
x  =  a,    y'  =  6,    x"  =  Ov^—  i    et    y»  =  b^—  i. 

—  En  un  point  M  d'une  parabole  on  mène  une  normale  MA  ;  par  le  sommet 
de  la  courbe,  on  mène  à  cette  normale  une  parallèle  sur  laquelle  on  prend  une 
longueur  égale  à  la  portion  de  la  normale  interceptée  par  la  parabole.  Trouver 
le  lieu  de  l'extrémité  de  cette  parallèle. 

—  On  demande  de  chercher  les  foyers  et  les  directrices  de  la  courbe  xy'^^  x 
+  I  =  o. 

—  Etant  donnés  une  ellipse  -^r  +  TT  —  i  =  o  et  un  cercle  x^  +  y* 

+  idx  +  2ey  =  o  qui  passe  par  le  centre  de  l'ellipse,  on  demande  la  relation 
qui  doit  exister  entre  a,  6,  <f  et  e  pour  que  l'une  des  cordes  communes  aux 
deux  courbes  soit  vue  du  centre  sous  un  angle  droit. 

—  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  ont  un  foyer  sur  Ox  et  l'autre 
sur  Oy,  qui  coupent  l'axe  Ox  en  A  et  l'axe  Oy  en  B.  —  Lieu  djs  sommets 
situés  sur  l'axe  local. 
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—  Etant  donnés  une  hyperbole  équilatère  et  un  wrcle  concentrique,  Irouver 
le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  l'hyperbole  qui  M)nt  tangentes  au  cercle. 

—  Trouver  la  condition  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  de  réquniion 
générale  du  2»  degré  à  2  variables  pour  que  la  distance  d'un  foyer  à  la  directri.T 
correspondante  suit  égale  à  une  longueur  donnée  3- 

—  Lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  une  direction  donnée  y  =  iw j. 
dans  la  courbe  y  =  rr\ 

—  On  considère  une  ellipse  et  un  point  P  mobile  sur  cette  ellipse.  A^iat 
joint  le  point  P  aux  extrémités  A  et  A'  du  grand  axe.  on  abaisse  du  point  A  uiw 
peri)endiculaire  AH  sur  A'P,  et  du  point  A'  une  perpendiculaire  A'H'  sur  AP; 
trouver  le  lieu  du  point  M  de  rencontre  de  ces  deux  perpendiculaires  quarii 
le  point  P  décrit  l'ellipse.  —  Vérifier  le  résultat  obtenu  en  supposant  qiM» 
l'ellipse  devienne  un  cercle. 

—  On  considère  une  série  d'hyj)erboles.  ayant  les  mêmes  asymptotes;  en 
demande  le  lieu  des  contacts  des  tangentes  menées  d'un  point  du  pian  à  toutes 
ces  hyperboles. 

—  Etant  données  deux  coniques  f{x,  y}  =  o.  ©(a;,  y)  =  o  et  une  courba 
quelconque  ¥{x.  y]  =  o.  on  demande  le  lieu  des  points  tels  que  leurs  polain^ 
|Mir  rapport  aux  deux  coniques  données  concourent  sur  la  courbe  F  [jc,  y)  =  o. 
—  La  courbe  F  (x.  y)  :=  o.  étant  elle-même  une  conique,  on  demande  ce  que 
devient  le  lieu  trouvé. 

—  Etant  données  trois  coniques  A  =  o.  B  =  o,  C  =  o,  on  demande  le  lieti 
du  point  tel  que  ses  polaires  parrapi)ort  aux  trois  coniques  soient  concourantes. 
Le  lieu  du  point  de  con'^ours  des  trois  polaires  diflTère-t-il  du  précédent?  — 
Montrer  que  si  les  trois  coniques  données  ont  un  point  commun,  le  lieu  cherdi*^ 
passe  par  ce  point.  —  Quelles  conséquences  tire-t-on  de  ce  fait? 

—  Soit  un  point  P  extérieur  à  une  ellipse;  trouver  sur  l'ellipse  un  point  M 
tel  qu'en  joignant  PM  et  prolongeant  PM  jusqu'à  l'autre  point  de  rencontre  H' 

PM 

avec  l'ellipse  le  rapport      '    »  soit  égal  à  un  rapport  donné.  —  Quel  est  le  lieu 

Jr  AI 

que  décrit  le  point  P  quand  on  le  suppose  variable? 

On  donne  deux  axes  rectangulaires,  cl  un  point  A  sur  l'axe  Ox.  — Trouver 

le  lieu  du  foyer  des  coniques  tangentes  en  A  à  Ox,  tangentes  à  Oy  en  un 
point  non  donné,  et  dont  une  directrice  pas>e  à  l'origine.  Peut-on  prévoir  à  prii>ri 
que  la  deuxième  condition  donnée  n'influera  pas  sur  le  lieu?  —  A  priori,  quel 
est  ce  lieu? 

Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

—  Etant  donnée  une  droite  fixe  dans  l'espace,  trouver  l'équation  de  la  surfar^ 
engendrée  par  un  cercle  dont  le  centre  reste  constamment  sur  la  droite  donnée, 
dont  le  plan  tourne  autour  de  celte  droite,  et  dont  la  circonférence  s'appuie  sur 
les  a^es  des  x  et  de^  y. 

—  Equation  générale  de?  surfHce*?  du  second  degré,  qui  contiennent  l'axe 
des  9,  et  une  parallèle  à  l'axe  des  y. 

—  Dans  le  plan  bissecteur  du  div'dre  OZ.on  donne  un  cercle  ayant  son  cenlre 
à  l'origine  et  de  rayon  connu.  Ce  cercle  rencontre  OZ  en  deux  points  A  et  A'  ; 
par  le  point  A,  on  mène  une  parallèle  à  Ox,  et  par  le  point  A'  une  parallèle  à 
Oy.  On  demande  la  surface  engendrée  par  une  droite  assujettie  à  rencontrer  le 
cercle  et  les  deux  droites  fixes.  —  Vérifier  à  priori  le  résultat  obtenu.  CbercJier 
le  second  système  de  sections  circulaires  de  la  surface,  et  interpréter  le  résultat 
obtenu. 
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—  Lieu  des  points  équidistants  de  l'axe  des  Z  et  d'un  plan  quelconque 
Aie  4-  By  +  C«  +  D  =  0. 

—  Etant  donné  un  cube,  on  forme  les  équations  des  diagonales  BA  et  BC, 
menées  dans  deux  faces  du  solide  &  partir  d'un  même  sommet.  On  demande  de 
calculer  la  valeur  de  l'angle  ABC  de  ces  deux  lignes. 

a;^  y'  i^ 

—  On  cou[)e  l'ellipsoïde    — —  +  "tt  +  "^î*  =  *  »    P^^  ^®  P^^^  *  =  ^'^ 

-f  ny  -\-  p;  par  chaque  point  de  la  section  on  mène  une  tangente  horizontale  à 
l'ellipsoïde;  trouver  l'équation  de  la  surface  formée  par  l'ensemble  de  ces  tan- 
gentes. 

—  Soient,  en  coordonnées  rectangulaires 

S  =  x^  -\-y^  +  z^  +  cuxi  +  by  -^  cz  -\-d, 
S'=  x^-\-  y^  +  z^  +  a'x  +  by  +  c'z  -h  d'. 

et  P  =  our  4-  ey  +  Y*  +  8,      F  =  a'o;  +  6'y  +  y'z  +  8'. 

S         P 
On  demande  de  discuter  l'équation  —  =  — .  Propriétés  de  la  surface  que 

la  forme  de  l'équation  met  en  évidence. 

—  Quelles  sont  les  propriétés  de  la  surface^dont  l'équation  est 

z  =  ax+  by  -j-jc  it  yj  x*  -{-y^'? 

—  Chercher  si  l'on  peut  placer  des  droites  sur  la  surface 

xi^  y^  z^   _ 

fls   "+■    (^    +    c^   —  ^* 
Discuter  la  question. 

—  Equation  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  x*  -h  y^  +  **  ==  o'  parallè- 
lement à  la  droite  (a;  =  o,  y  +  s  =  o). 

—  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  plan  :  trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes 
circonscrits  à  l'ellipsoïde  et  dont  la  section  par  le  plan  donné  est  une  parabole. 
—  Reconnaître  par  des  raisonnements  géométriques  à  priori  la  nature  du  lieu. 
Quel  serait  le  lieu  si  l'on  demandait  que  la  section  fût  un  cercle?  —  Chercher 
par  des  considérations  géométriques,  puis  par  le  calcul,  quel  sera  le  lieu  si  l'on 
veut  que  la  section  soit  une  hy^jerbole  équilatère. 

—  On  donne  deux  points  A  et  A'  sur  l'axe  OZ,  et  une  courbe  f{x^  y)  =»  o  dans 
Je  plan  des  xy;  on  demande  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  un  cercle 
assujetti  à  passer  constamment  par  les  deux  points  A  et  A' et  à  toucher  la  courbe 
/Ta;,  y)  =  G.  —  Discuter  suivant  la  nature  de  cette  dernière  courbe. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


248.  —  Dans  un  quadrilatère  ABGD,  nous  désignerons 
par  o,  6,  c,  e,  d  et  <ï  les  deux  diagonales,  o  leur  angle; 
Al  el  A,  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  sur  la 
diagonale  d;  h^  et  h^  les  perpendiculaires  abaissées  sur  la 
diagonale  d'  ;  démontrer  les  formules  suivantes  : 
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A,  4-  Al  +  *«  +  A»  ^  (<^  +  <f  )  sin  w. 

A,  +  A»    —    d  • 
g  ^    I     (A.  +  A.)(A.  +  A,) 

2  sin  0) 

0%  {^1  ^s  g) 

fc^  A,  A,  A4  =  —         sin  A  sin  B  sin  G  sin  D 

249.  —  Si,  dans  un  triangle  ABC,  un  angle  G  est  double 
d'un  autre  angle  A,  la  projection  du  côté  BC  sur  la  bissec- 
trice intérieure  de  Tangle  G  est  égale  à  la  moitié  du  côté  AB. 

(Launoy,) 

250.  —  Si  dans  un  triangle,  la  bissectrice  intérieure 
d'un  angle  est  égale  à  l'un  des  côtés  de  l'angle,  la  projec- 
tion de  l'autre  côté  sur  cette  bissectrice  est  égale  à  la 
demi-somme  des  côlés  de  l'angle.  (Launoy.) 

261.  —  On  donne  un  carré  ABCD  et  un  cercle  ayant 
pour  centre  le  sommet  A  de  ce  carré,  et  pour  rayon  le  côté 
du  carré;  à  ce  cercle,  on  mène  une  tangente  quelconque 
PQ,  qui  rencontre  les  côtés  BC,  CD  du  carré  aux  points  P 
Q.  Trouver  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  APQ.  (de  Longchamps.) 

252.  —  ABCD  est  un  quadrilatère;  M  et  N  sont  les 
milieux  des  diagonales  AHC,  BHD  qui  se  coupent  en  H.  Les 
cercles  AHB,  CHD  se  coupent  en  P  ;  les  cercles  HBC,  HDA 
se  coupent  en  Q.  Démontrer  que  les  cinq  points  M,  N,  H, 
P,  Q  sont  sur  un  même  cercle.    (The  Educational  Times.) 

Mathématiques  spéciales. 

253.  —  Etant  donnés  dans  un  plan  un  parallélogi*amme 
et  une  droite,  on  demande  de  construire,  avec  la  règle  et  le 
compas,  les  points  oli  la  droite  rencontre  une  ellipse  inscrite 
au  parallélogramme  et  touchant  ses  quatre  côtés  en  leurs 
milieux.  (Concours  général  4843.) 

254.  —  Si  l'on  désigne  par  Sn  la  somme 


—  m  — 

démontrer  les  identités  suivantes  : 


'  L     I  2  '    n  —  2       n — I  J 

"^  j>  (p  +  oJ 

Sv  =  (p  +  -t)[-7"  +   2p  -  C   +    3p  -  C" 

+  •  •  •  +   p«  _  C  p  J 


3» 


s»  = 


n  -}-  I 


+ r — \ h.  • .  • 

'    Ln(n  —  i)(n  —  2 


2  Ln(n  —  i)( 


n  —  3 


[n  —  I  n  —  2      ,       n  —  ù 

T-r   ••■  W^)  "^    3(n  -  2) 

+  •   •   '  +     (n—  12  J 


S„ 


=  «-[t+^  +  --+^^] 


"^(n  — i).3  J 


2      .  ,     n  —  2 


[I               2        ,                       I       "  — 
—  +-3-  +  •  •  •  H ;j- 

IA.Q      c   _  n+p+  »   r     n-p        ■     n-p-i 
10»b„-bj,_   „_p_,_,   [  „(p+  ,)    -r(p  +  3)(n-i 

+ "^    «(P  +  0   J 

{ie  Longchamps.) 
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255.  —  Trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite 
s'appuyant  constamment  sur  Taxe  OZ,  sur  la  droite  x  =  i, 
j5  =  I ,  et  sur  le  cercle  z  =  o,  x^  =  y*  =  R*.  Étudier  les 
sections  faites  dans  la  surface  par  des  plans  parallèles  aux 
plans  de  coordonnées,  et  particulièrement  par  le  plan  s-=h: 
les  sections  obtenues  dans  ce  dernier  cas  sont  des  conchoi' 
des  de  Nicomède.  On  propose  de  le  démontrer  géométrique- 
ment, (de  Longchamp^. 

256.  —  On  donne  une  ellipse  dont  les  axes  sont  OA  et 
QB;  la  tangente  en  un  point  M  de  la  courbe  rencontre  les 
axes  en  C  et  D  ;  on  construit  le  rectangle  OGPD,  et  on  joint 
le  sommet  P  au  point  M.  Démontrer  que  si  du  centre  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  PM,  cette  perpendiculaire 
rencontre  la  normale  en  M  en  un  point  I,  qui  est  le  centre 
du  cercle  osculateur  de  l'ellipse  au  point  M. 

(de  Longchamps.) 

257.  —  Démontrer  le  théorème  suivant,  dû  à  M.  Mann- 
heim  :  A  partir  du  point  a  où  la  normale  en  m  rencontre  l'un 
des  axes,  nous  menons  une  perpendiculaire  à  cette  normale; 
cette  droite  rencontre  le  diamètre  qui  passe  en  m  en  un 
point  d;  nous  abaissons  de  ce  point  d  une  perpendiculaire 
sur  Taxe  dont  nous  avons  considéré  le  point  de  rencooire 
avec  la  normale;  cette  perpendiculaire  rencontre  la  normale 
au  centre  du  cercle  osculateur  à  la  courbe  en  m. 

(Cours  de  géométrie  de  V Ecole  Polytechnique.} 


Le  Rédacteur-Géraaty 
J.  KGEHLER. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

DE  LA  PARABOLE 

ET   DE    LEURS    PROPRIÉTÉS 

Par  M.  liAUBoy,  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis-le-Orand. 

[Suite^  Toir  p.  241  et  suiv.) 


PROPRIÉTÉS  DES  TANGENTES 

XLIIL  Théorème.  —  La  tangente  à  la  parabole  fait  des 
angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  et  avec  la  parallèle  à  Vaxe 
menée  par  le  point  de  contact. 

Soit  (fig,  19)  M  un  point  d'une  parabole  définie  par  son 
foyer  F  et  sa  directrice  D, 
MG  la  tangente  en  M  ;  on 
démontrerait,  comme  pour 
Tellipse,  que  le  quadrilatère 
MFCP  est  inscriptible  dans  un 
cercle  et  que  par  suite  les  an- 
gles GMF  et  CMP  sont  égaux. 

Remarque  L  —  Le  lieu  des 
projections  du  foyer  sur  les  tan- 
gentes est  la  tangente  au  sommet. 
En  effet,  le  triangle  PMF  est 
isoscële,  MI  est  bissectrice  de 
l'angle    PMF,    donc  le   point  Fig.  49, 

I  est  le  milieu  de  PF  et  appartient  à  la  tangente  au  sommet. 

Remarque  II.  —  Le  lieu  du  point  symétrique  du  foyer  par 
rapport  aux  tangentes  est  la  directnce  ;  en  effet  IP  =  IF. 

Remarque  III.  —  La  tangente  est  bissectrice  de  V angle  que 
fait  la  directrice  avec  la  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  où 
cette  tangente  rencontre  la  directrice.  En  effet,  il  est  facile  de 
voir  que  les  angles  FCM  et  PGM  sont  égaux. 

jouaNAL  DE  math.  1880.  19 
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Il  est  iaulile  de  rappeler  ici  les  différentes  coastruciions 
de  la  tangente  à  la  parabole  ;  on  les  trouvera  dans  tous  les 
ouvrages  de  géométrie  élémentaire. 

XLIV.  Théorème.  —  La  polaire  cCun  point  de  la  directrice 
par  rapport  à  une  parabole  passe  par  le  foyer. 

En  effet,  la  ligne  GF  (fig,  49)  est  perpendiculaire  à  la  fois 
sur  les  rayons  vecteurs  FM  et  FM';  donc  ces  deux  lignes  ne 
peuvent  en  faire  qu'une  M'FM  qui  est  la  polaire  du  point  G. 

Remarque.  —  Les  tangentes  issues  â!un  point  de  la  directrice 
sont  rectangulaires.  En  effet  GM  et  GM'  sont  les  bissectrices 
de  deux  angles  supplémentaires.  (XLIII,  Remarque  III.) 

XLV.  Théorème.  —  La  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  de 
rencontre  de  deux  tangentes  est  bissectrice  de  ï angle  des  rayons 
vecteurs  des  points  de  contact. 

MA  et  MB  (fig.  20)  sont  deux  tangentes  à  la  parabole  qui, 


•••vS.'' 


iT'-:- 


Ftg.  ^. 

prolongées,  rencontrent  la  directrice  en  Q  et  en  P.  Si  Ton 
joint  P  et  F,  Q  et  F,  on  a  le  triangle  PFQ  dans  lequel  les 
lignes  PM  et  QM  sont  bissectrices  des  angles  FPQ  et  FQP 
(XLIII,  Remarque  III);  le  point  M  est  alors  le  centre  du  cer- 
cle inscrit  au  triangle  PQF  et  la  ligne  FM  est  bissectrice  de 
l'angle  PFQ;  d'oîi  résulte  l'égalité  des  angles  PFM  et  QFM. 
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Les  triangles  rectangles  PFB  et  QFA  montrent  que  les 
angles  PFM  et  QFM  sont  complémentaires  des  angles  MFB 
et  MFA  et  de  l'égalité  des  deux  premiers  résulte  évidem- 
ment régalité  des  deux  derniers. 

XLYI.  Théorème.  —  l^lieu  du  point  de  concours  de  deux 
tangentes  faisant  entre  elles  un  angle  constant  est  une  hyperbole 
qui  a  même  foyer  et  même  directrice  que  la  parabole. 

Le  point  M  (fig,  20)  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  le 
centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  PFQ;  la  distance  du 
point  M  au  côté  PQ  est  son  ra^^on;  cette  distance  MH  est 
aussi  celle  du  point  M  au  côté  PF,  de  sorte  que  la  surface 
du  triangle  PFM  a  pour  expression 

PF  X  MH 

2 

De  ce  que  FM  est  bissectrice  de  Tangle  PFQ,  cette  sur- 
face a  encore  pour  expression 

^    MF  X  FP  sin    ^^^ 


2  2 

Égalant  ces  deux  expressions  et  divisant  les  deux  termes 
par PF,  on  trouve 

2 

MH  =  MF  sin  -^^ 


MH         .      PFQ 
ou  ----:-=sin 


MF  2 

Or,  il  est  facile  de  voir  sur  la  figure  que  dans  le  triangle 
PFQ  on  a 

PFQmî:— 2(QPM  +  PQM)  =  7r  — 2(7:— PMQ)  =  2PMQ  — TU, 
et  si  Ton  désigne  Vangle  constant  PMQ  par  a,  on  a 

PFQ  =  2a  —  TT 

.     PFQ  .     /  TT  \ 

et  sin •  =  sin  la  —  —  j,  =  —  cos  a, 

donc  le  rapport  ■  ^„  ■  est  constant  et  égal  à  —  cos  a;  ce 

rapport  étant  inférieur  à  i,  le  lieu  cherché  est  une  hyperbole. 

Si  a  =— ,  MH  =  o  et  le  point  M  décrit  la  directrice  : 
2 
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donc,  le  lieu  du  sommet  â!un  angle  droit  drconscrit  à  unepank- 
bole  est  la  directrice. 

XL  VII.  Théorème.  —  La  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  de 
concours  de  deux  tangentes  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
rayons  vecteurs  des  points  de  contact. 

Soit  (fig.  20)  AFA'  la  polaire  du  point  Q;  les  deux  droites 
FM  et  FG'  bissectrices  des  angles  supplémentaires  AFB  et 
BFA'  sont  rectangulaires;  alors  le  quadrilatère  QMFC  est 
inscriptible  dans  un  cercle  et  les  angles  FMCT  et  FQC  sont 
égaux  ;  mais  dans  le  triangle  rectangle  AQA',  la  hauteur  est 
QF  et  les  angles  FQC  et  AAQ  sont  égaux  comme  ayant 
même  complément  QAA;  on  peut  donc  écrire  la  suite  des 
égalités  FMC  =  FQC  =  QAF. 

Les  deux  triangles  MFB  et  MFA  sont  semblables,  ayant 
deux  angles  égaux  chacun  à  chacun  (FM  est  bissectrice  de 
l'angle  AFB)  ;  d'oîi  la  proportion 

MF    _    FA 

_FB    ~    MF  * 
qui  donne  MF*  =  FA  X  FB. 

Corollaire.  —  Si  Tune  des  tangentes  est  la  tangente  au 
sommet,  l'un  des  rayons  yecteurs,  FB  par  exemple,  devient 

-^,  MF  est  la  distance  du  foyer  à  la  tangente  au  point  A; 

2 

on  a  alors  MF*  =  —  x  FA 

2 

c'est-à-dire  que  la  distance  du  foyer  à  une  tangente  est  moyenne 
proportionnelle  entre  le  demi-paramètre  et  le  rayon  vecteur  du 
point  de  contact. 

Remarque  I.  —  Soit  BFB'  la  corde  focale,  polaire  du  point 
P,  c  le  point  de  rencontre  de  PB'  et  de  QA  ;  les  lignes  MF 
et  FC  sont  rectangulaires  et  les  trois  points  C,  F,  C  sont  en 
ligne  droite.  Si  l'on  prolonge  les  tangentes  PB  et  QA'  jus- 
qu'à leur  rencontre  en  N,  les  trois  points  N,  M,  F  sont 
également  en  ligne  droite;  car  FN,  bissectrice  de  l'angle 
A'F3'  (XLV),  Test  aussi  de  l'angle  AFB,  puisque  les  angles 
AFB'  et  A'FB  sont  égaux;  donc  les  lignes  FN  et  FM  sont 
confondues. 
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Remarque  II.  —  D*aprbs  la  détermination  du  point  N,  Tangle 
PNQ  est  supplémentaire  de  PMQ;  si  ce  dernier  est  constant  et 
égal  à  a,  l'autre  sera  également  constant  et  égal  à  ic  —  a.  Soit 
NH'  la  distance  du  point  N  à  la  directrice  de  la  parabole  ; 
on  a,  d'aprbs  le  théorème  XLVI, 

NH' 

■  zzz  COS  CL, 

NF 
Donc  si  le  point  M  décrit  une  hyperbole,  le  point  N  en  dé* 

crira  une  également  ;  mais  si  Ton  se  reporte  à  Téquation  (I) 

qui  a  servi  à  déterminer  Thyperbole  d'une  manière  générale, 

on  verra  que  cette  détermination  est  indépendante  du  signe 

tu 
du  rapport  désigné  par  —  et  qui  est  ici  —  cos  a  oucos  a 

Tv 

selon  que  l'on  considère  le  point  M  ou  le  point  N.  Ces  deux 
points  doivent  donc  appartenir  à  la  même  courbe;  le  point 
M  considéré  seul  ne  décrit  qu'une  branche  d'hyperbole,  le 
point  N  décrit  l'autre. 
Ces  deux  points  sont  tels  que 

MH     .     NH' 

+  -TTTr-  =  G. 


MF 


NF 


XLVIII .  Théorème .  —  Le  cercle  circonscHt  au  triangle 
formé  par  trois  tangentes  à  la  parabole  passe  par  le  foyer. 

Soient  (fig.  i4)y  MA,  MB  deux  tangentes  coupées  en  D  et 
D'  par  une  troisième  dont  le 
point  de  contact  est  I  ;  on  sait 
(XL VII)  que  les  deux  angles 
IDF  et  DAF  sont  égaux;  pour 
la  même  raison,  les  angles 
MAF  et  BMF  ou  D'MF  sont 
égaux  ;  donc  les  angles  D'MF 
et  D'DF,  tous  deux  égaux  à 
MAF,  sont  égaux  entre  eux  et 
le  quadrilatère  MDFD'  est  ins- 
criptible  dans  un  cercle,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire  I.  —Si  d'un 
point  de  la  circonférence  d'un  *^' 

circonscrit  à  un  triangle  on  abaissé  des  perpendiculaires  sur  1er 
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trois  côtés f  les  trois  points  obtenus  sont  en  ligne  droite.  —  En 
effet,  le  point  considéré  peut  être  pris  pour  foyer  d'une 
parabole  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  et  les  trois 
perpendiculaires  appartiennent  à  la  tangente  au  sommet  de 
cette  parabole  (XLII,  Remarque  I). 

Corollaire  II.  —  Une  parabole  est  déterminée  par  quatn 
tangentes,  —  En  effet,  deux  de  ces  droites  et  l'une  des  deux 
autres  déterminent  un  triangle  auquel  on  peut  circonscrire 
un  cercle  ;  les  deux  premières  et  la  quatrième  déterminent 
un  second  cercle  qui  coupe  le  premier  en  deux  points;  Tun 
de  ces  points  est  le  sommet  commun  aux  deux  triangles; 
l'autre  est  le  foyer  d'une  parabole  tangente  aux  quatre 
droites  ,  ces  quatre  droites  considérées  trois  à  trois  donnent 
quatre  cercles  pareils,  qui  ont  un  point  commun  ;  de  ce 
point,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  quatre  tan- 
gentes ;  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  sont  en  ligne 
droite.  Cette  droite  rencontrant  les  quatre  premières 
peut  donner  naissance  à  six  nouveaux  triangles  et  par  suite 
à  six  nouveaux  cercles  indépendants  des  quatre  premiers; 
ces  six  cercles  passent  également  par  le  point  considéré. 

XLIX.  Théorème.  —  Vangle  sous  lequel  est  vue  du  foyer 
une  tangente  mobile  limitée  à  deux  tangentes  fixes  est  constani 
et  égal  au  supplément  de  Vangle  des  tangentes  fixes. 

On  vient  de  voir  {fig.  ii  et  théor.  XLVIII)  que  le  quadrilatère 
MDFD'  est  inscriptible  ;  donc  l'angle  DFD'  est  supplémen- 
taire de  l'angle  AMB.  Si  donc  on  donne  l'angle  fixe  AMB 
et  si  autour  du  point  F  on  fait  tourner  un  angle  égal  au 
supplément  de  AMB,  les  points  d'intersection  D  et  D'  dé- 
termineront à  chaque  instant  une  droite  DD'  tangente  à  uoe 
parabole  de  foyer  F  et  tangente  également  aux  côtés  de 
l'angle  AMB. 

Remarque.  —  DF  étant  bissectrice  de  l'angle  IFA,  on  a 


pour  la  même  raison  IFD  = 


2 

IFB 
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et  en  additionnaut  membre  à  membre 

IFD  +  IFD'  ou  DFD'  ==  -^^ 


Or,  ou  vient  de  voir  que  DFD'  est  supplémentaire-  de  l'angle 
AMB,  par  conséquent 

AMP        AFB 

2 

Donc,  VangU  de  deux  tangentes  qui  ne  contient  pas  la  courbe 
est  la  moitié  de  F  angle  sous  lequel  on  voit  du  foyer  la  corde  des 
contacts. 

L.  Problème.  —  Déterminer  le  foyer  d^une  parabole  con^ 
naissant  deux  tangentes  et  leurs  points  de  contact. 

Soient  (fig.  22)  MA  et  MB  les  deux  tangentes  données,  A  et 
B  les  points  de  contact  et  F 
le  foyer  cherché  ;  on  sait:  1® 
que  FM  est  bissectrice  de 
rangleAFB(théor.IX);  *»que 
l'angle  AFB  est  égal  à  deux 
fois  l'angle  AMB  (XIII  ,Rem .); 
d'où  la  construction  suivante. 
Sur  AB,  on  décrira  un  seg- 
ment capable  de  i'angle  dou- 
ble A'MB;  cette  construction 
déterminera  le  milieu  G  de 
l'arc  AB;  enjoignant  le  point 
G  au  point  D  on  aura  une 


Fig.  29. 


droite  qui  coupera  le  segment  au   foyer  cherché,  car  les 
deux  angles  BFG  et  AFG  ayant  même  mesure  sont  égaux. 
Le  problème  n'admet  qu'une  solution. 

LI.  Problème.  —  Détei-miner  le  foyer  d'une  parabole,  con-- 
naissant  trois  tangentes  et  le  point  de  contact  de  l'une  d'elles, 

Soient  (fig.  25)  MD,  MD',  DD'  les  tangentes  données,  I  le 
point  de  contact  de  DD',  F  le  foyer  cherché;  A  étant  le  point 
de  contact  de  MD,  on  a  vu  (XLYII)  que  les  angles  DAF  et 
IDF  sont  égaux;  or  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
DMD',  l'angle  DAF  a  pour  mesure 
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arc  MF  —  arc  DA' 


rangle  IDF 


arc  DT 


arc  MF  —  arc  MD' 


Fig.  JW. 


ces  deux  angles  élant 
égaux,  il  en  est  de 
même  des  arcs  MD'  et 
DA';  de  plus,  FD  étant 
bissectrice  de  l'angle 
IFA,lesarc5DA'etDr 
sont  égaux,  donc  il  en 
est  de  même  des  arcs 
MD'  et  Dr.  On  démon- 
trerait également  que 
B  étant  le  point  de 
contact  de  MB',  les 
arcs  DM  et  D'B'  sont 
égaux  et  par  suite  D  T 
et  MD  ;  d'où  la  cons- 
truction suivante  : 
après  avoir  construit 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  parlés  trois  tangentes, 
on  porte,  à  partir  d'un  sommet  pris  sur  la  tangente  dont  le 
contact  est  connu  et  sur  le  plus  petit  des  arcs  sous-tendus 
par  l'autre  tangente  issue  de  ce  sommet,  un  arc  égal  au  plus 
petit  des  arcs  sous-tendus  par  la  troisième  tangente  ;  la  droite 
qui  joint  le  point  obtenu  au  point  de  contact  donné  rencon- 
tre le  cercle  au  foyer  cherché. 
Le  problème  n'admet  qu'une  solution. 

Dans  le  cas  oh  le  point  de  contact  donné  se  trouve  sur  le 
prolongement  d'un  des  côtés  du  triangle  formé  par  les  tan- 
gentes, en  A,  par  exemple,  on  prend  à  partir  du  sommet  D 
un  arc  DA'  égal  à  MD'  sur  le  plus  grand  des  arcs  sous- 
tendus  par  la  corde  MD;  la  ligne  AA'  donne  également  le 
foyer  F.  Le  point  A'  peut  ainsi  être  le  foyer  d'une  parabole 
tangente  aux  trois  droites  données  ;  dans  ce  cas,  le  problème 
admet  deux  solutions. 
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Remarque.  —  Étant  donnés  trois  tangentes  et  le  foyer 
d'une  parabole,  il  est  facile  de  déterminer  les  points  de  con- 
tact; il  suffît,  d'après  ce  qui  précède,  de  prendre  à  partir  de 
D  et  D',  de  part  et  d'autre  de  ces  points,  des  arcs  respective- 
ment égaux  à  MD'  et  à  MD,  sur  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  des  tangentes  et  de  joindre  les  points  obtenus 
au  foyer.  Les  trois  droites  ainsi  construites  rencontrent  les 
tangentes  aux  points  de  contact. 

Corollaire  I.  —  Si  le  triangle  MDD'  est  isoscèle,  les  côtés 
MD  et  MD'  étant  les  côtés  égaux,  le  point  Y  coïncide  avec  le 
point  M;  alors  on  en  conclut  la  propriété  suivante  :  si  une 
parabole  touche  les  trois  côtés  (Tun  triangle  isoscèle,  la  droite 
menée  par  le  sommet  de  ce  triangle  et  par  le  point  de  contact  de 
sa  base  passera  constamment  par  le  foyer  de  la  courbe,  (Steiner, 
Annales  de  Gei^gonne.) 

Corollaire  II.  —  De  ce  corollaire,  on  déduit  le  suivant  : 
si  une  parabole  touche  les  trois  côtés  d*un  tJiangle  équilaléral, 
les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés  du  triangle 
avec  les  sommets  respectivement  opposés  concourent  toutes  trois 
au  foyer  de  la  courbe,  et  par  conséquent  :  si  une  parabole  touche 
les  trois  côtés  d^un  triangle  équilatéraly  les  droites  menées  par  les 
sommets  et  par  les  points  de  contact  des  côtés  opposés  se  coupent 
toutes  trois  en  un  même  point,  et  le  lieu  de  ce  point  est  la  crr- 
conférence  du  cercle  circonscrit.  (ïd.,  id.)  (A  suivre.) 


FORMULES  TRIGONOMETRIQUES 

RELATIVES   AUX   ELEMENTS  d'uN  TRIANGLE   RECTILIGNE 

[Suite^  voir  page  246  et  suiv.) 


III 
RELATIONS  DONNÉES  PAR  LES  HAUTEURS  d'uN  TRIANGLE  QUELCONQUE. 

Dans  un  triangle  quelconque    ÂJBG,  nous    appellerons  : 
R  le  rayon  du  cercle  inscrit; 
ha,  hb,  hc  les  hauteurs  correspondant   respectivement  aux 

côtés  a,  by  c\ 
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h'a,  h'b,  h'e,  les  portions  des  hauteurs  comprises  entre  les 
.  sommets  et  le  point  de  concours. 
h'a,  h'b,  h'c^  les  autres  portions  des  hauteurs  ; 

En  appelant  A',  B',  G'  les  pieds  des  hauteurs,  posons  : 
BA'  =  pa]  CB'  =  Pb;  AC  =  pe  ; 
GA'  =  qal  AB'  =  qb;  BC  =  Çc. 

Enfin  appelons  a,  p,  y  les  angles  du  triangle  A'B'C;  el 
Oi,  6|,  C|  ses  côtés,  S^  sa  surface,  R^  son  rayon. 

Gela  posé,  on  a  les  relations  suivantes  ; 

10.  —  La  similitude  des  triangles  rectangles  nous  donne 

BG  B'G 


AG    "~   A'G 

d'où  Ton  tire 

a   _  Pb 
b          qa 

.  On  a  de  même 

C              Pa 

17.  —  Les  quatre  points  A,  G',  A'  G  étant  sur  une  même 

circonférence,  ou  a 

AH 

:  .  A'H  =  HG  .  HG', 

ou  bien 

h'a  h' a  =  h'c  h'e  • 

On  aurait  de  même 

Ka  h*'a  =■  h'b  hb  . 

18.  —  Les  points  H,  B',  G,  A'  étant  sur  une  même  circon- 
férence on  déduit       a  .  pa  =  ^6  •  A'ô  • 

On  a  de  même  a  ,  j»  =  *c  .  A'c  • 

On  a  les  quatre  formules  analogues  pour  les  autres  côtés. 

19.  —  Les  triangles   rectangles  A'HB,  AGA'   ont  leurs 
côtés  pcrpeudiculaires  par  suite  ;  on  a 

BA'  HA' 


AA'    ■ 

CA'  ' 

ou  bien 

Pa  qa  - 

=  ha  h'a  • 

On  a  de  même 

Pb  qb- 

=  hb  h'b. 

Pepc-- 

=  hc  h'e. 

ÇO.  — 

On  sait 

que 

Ton  a 

. 

a» 

6»  +  c« 

±  2AR  .  A< 

Or,  on  a 

c  .  Pc 

t 

ha  ha. 

Donc,  on  aura 

a« 

6«  + 

c'  rb  2ha  h'a. 
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On  mettra  le  -signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant  qu'il  s'agira 
d'un  angle  obtus  ou  d'un  angle  aigu.  On  peut,  du  reste, 
mettre  toujours  le  signe  — ,  et  considérer  le  produit  comme 
positif,  si  les  distances  AH,  AA'  sont  comptées  dans  le  même 
sens,  et  comme  négatif  dans  le  cas  contraire. 

On  a  donc,  dans  ce  cas, 

0«  =  6«  -f  C«  —  2ha  h'a, 

b^  z=z  c*  -{-  a*  —  2*6  hb, 

c«  =  a«  +  *•  —  2ftc  h'c. 
Ajoutons  membre  à  membre,  il  vient,  aprës  réduction, 

ha  ha  +  hb  hb  +  hc  hc  =  — (a«  +  6»  +  c«). 

21.  —  Si  l'on  considère  le  triangle  AHG  formé  par  les 
segments  ha,  h'e,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle 
est  R;  on  a  donc      ha  .  hc  =  2h'b  .  R; 

en  prenant  les  autres  triangles  analogues  au  triangle  AHC, 
et  multipliant  membre  à  membre  les  égalités  ainsi  obtenues, 

on  a  (ha  hb  hc  )*  =  8R»/i"a  h'b  h'c. 

Si  on  ajoute  ces  égalités  au  lieu  de  les  multiplier,  ou 
trouve    h'a  hb  +  hb  hc  +  ft'c  A  a  =  2R(A"a  +  h'b  +  A"c  ). 

22.  —  On  a  les  relations 


-s        " 

a^^iw       ■ 

6 

t 

c 

I 

I 

ha 

ht, 

hc 

Puis  on  a  aussi 

2S=       '"'• 

I 

=  - 

r 

hc 

ha  hb  hc 

Aa  -f-  Aa  +  hc 


'  +-^  + 


a  b  c  a  b 

En  égalant  ces  valeurs,  on  a 

=  (Aa+A*+/./)(-^+-^  +  -^). 

23.  — Appelons  K  le  point,  oïl  AA'  rencontre  C'B'.  Gomme 
fi'H  est  bissectrice  de  l'angle  en  B',  on  a 

AH   _   A'B' 

HK   ~    BK ■ 
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De  même,  la  droite  C'A.  étant  bissectrice  extérieure  de 

l'angle  en  C,  on  a       -j—  =  -j^. 

Multiplions  membre  à  membre.,  en  remarquant  que  le 
quadrilatère  G'HB'A  est  inscriptible  ;  il  vient 

hah  a  ^  àiCi 

de  même  hbh't  =  c^ai, 

hch'c  =  ofii' 

24.  —  Les  deux  triangles  AHC,  G'B'G  sont  semblables 
comme  ayant  les  angles  égaux,  puisque  l'angle  C  est  com- 
mun et  que,  les  quatre  points  A,  G',  H,  B'  étant  sur  une 
même  circonférence,  l'angle  en  G'  est  égal  à  l'angle  en  A. 
Donc  AH  .  GG'  =  AG  .  G'B; 

ou  bien  h' a  .  Ac  =  Qib. 

D'autre  part,  on  a     ab=  2RAc. 

Multiplions  membre  à  membre,  il  vient 

ah' a  =  2Ra  ; 
on  aura  de  même  bh'b  =  2Rb, 

ch'c  =  2RC1. 

Multiplions  membre  à  membre,  il  vient 

-            abc  ,  h'ah'bh'c         abch'ah" bh'e 
OéUéCt  z:r zzz,  ——————— 

*  '  *  8R»  ha  .  h'b  .  A  c 

Mais,  en  vertu  des  égalités  déjà  établies 

apa  =  hbh'b  ;  bpb  =  hch'c  ;  cpc  =  hah'a  , 

abc            ha  hb  hc 
on  a  — ; — ; — r— =  — —-• 

h'a  h'b  h'c  pa  pb  Pc 

On  a  donc,  d'après  des  égalités  précédentes 

,               ha  h'a  hb  h'b  hc  h'c 
Oi  61  Cl  = i"-r-z =  ?a  î^  9c  . 

Pa  PbPc 

On  en  tirerait  de  même 

Oi  61  C|  =  Pa  Pb  Pe  . 

Enfin,  en  multipliant  membre  è  membre 

(«1  *i  ^i)*  =  ha  hb  hc  Ka  h'b  h'c . 
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CONCOURS  ACADÉMIQUES  DE  1880 


ACADÉMIE  D'AIX 

—  Yériûer  Fégalité 

cos +  cos  -1—  -f  cos =  — 

7  7  7  i 

—  Od  donne  un  triangle  AfiC,  et  on  propose  de  lui  circonscrire  un  triangle 

A'B'C  semblable  à  un  triangle  donné.  La  problème  a  une  inQnité  de  solutions. 
On  demande  :  1*  de  construire  une  de  ces  solutions;  2*  de  construire  le  tri- 
angle A'B'C  dont  la  surface  est  la  plus  grande  possible;  on  examinera  le 
cas  particulier  où  le  triangle  A'B'C  est  semblable  au  triangle  ABC,  les  côtés 
homologues  étant  désignés  par  les  mêmes  lettres  accentuées. 


ACADÉMIE  DE  MONTPELLIER 

—  Étant  donnés  deux  cercles,  trouver  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes 
menées  de  Tun  quelconque  des  points  aux  deux  cercles  soient  dans  un  rapport 
donné.  En  s'appuyant  sur  ce  qui  précède,  résoudre  la  question  suivante  :  Etant 
données  trois  sphères,  trouver  le  lien  des  points  tels  que  les  tangentes  menées 
de  l'un  quelconque  de  ces  points  aux  trois  sphères  soient  proportionnelles  à 
des  longueurs  données. 


ACADÉMIE  DE  BORDEAUX 

—  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  et  les  droites  à  qui  coupent  cet 
ellipsoïde  en  deux  points  tels  que  les  plans  tangents  menés  en  ces  points  soient 
rectangulaires.  On  demande  de  trouver  le  cône  qui  contient  les  droites  à  qui 
passent  par  un  point  M.  Discussion  du  lieu  lorsque  le  point  M  occupe  toutes 
les  positions  possibles. 


ACADÉMIE  DE  POITIERS 

Mathématiques  élémentaires. 

—  On  fait  tourner  autour  de  leurs  bases  les  faces  latérales  SAB,  SBC,  SOA 
d'une  pyramide  régulière  triangulaire  de  manière  à  les  amener  en  CAB, 
A'BG,  B'CA  et  alors  chacun  de  ces  triangles  forme  avec  la  projection  sur  le 
plan  ABC  un  même  angle  f  >  «  angle  dièdre  à  la  base  de  la  pyramide.  On 
représente  par  2a  le  côlé  AB,  par  /  la  hauteur  du  triangle  isoscèle  SAB,  c'est- 
à-dire  l'apothème  de  la  pyramide  et  on  demande  d'exprimer  au  moyen  de 
f  l,  a  le  volume  limité  par  les  triangles  équilatéraux  ABC,  A'B'C  et  les 
triangles isoscèles  CAB,  ABC; B'CA,  CAB,  ABC  BCA'. 
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«—  Pour  quelle  valeur  de  9  compris  entre  a  et  21e  le  roliune  est-il  maxi- 
mum? 

'  Dessiner  la  projection  sur  le  plan  ABC  du  polyèdre  maximam  dans  le 
cas  particulier  où  la  pyramide  est  un    tétraèdre  régulier. 


ACADÉMIE  DE  RENNES 

Mathématiques    élémentaires. 

—  Déterminer  deux  points  AA',  connaissant  leur  distance  2c,  le  produit 
b^  de  leurs  distances  à  une  droite  donnée  ox,  celui  b'^  de  leurs  distances  à  une 
seconde  droite  également  donnée  ox'  perpendiculaire  à  la  première,  enfin  celui 
K'  de  leurs  distances  au  point  0  où  se  croisent  ces  deux  droites.  —  Là 
question  admet-elle  toujours  des  solutions? 

On  considère  en  outre  les  plus  courts  chemins  par  lesquels  on  puisse  aller 
de  A  en  A'  en  passant  soit  par  ox,  soit  par  ox\  et  on  demande  d'en  détermioer 
les  longueurs. 

Si  R'  varie,  comment  se  déplacera  le  milieu  de  AA\  et  comment  varieront 
les  longueurs  des  plus  courts  chemins? 

Pour  chaque  valeur  deK',  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  pour  chaque  systèiw 
de  position  des  points  AA',  on  peut  construire  deux  ellipses  admettant  Tune 
et  l'autre  ces  points  pour  foyers  et  touchant  Tune  la  droite  ox,  l'autre  la  droite 
ox'  ;  voir  ce  que  ces  ellipses  présentent  de  particulier. 


COMPOSITION  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NAVALE 


îi5i 


Géométrie. 


Exposer  brièvement  la  suite  des  théorèmes  qui  conduisent  à  la  mesure  dn 
volume  d'un  parallélépipède  quelconque. 

Faire  ressortir  l'enchainement  de  ces  propositions. 

Insister  sur  ce  qu'on  entend  par  la  mesure  d*un  volume. 

Comme  application,  calculer  le  poids  d'un  parallélépipède  rectangle  dont  h 
hauteur  =  i"352,  dont  la  base  =  2""35G22  et  dont  le  poids  d'un  décimètre 
cube  =  0  kil.  661. 

Statiqae. 

Soit  un  triangle  équilatéral  pesant  ABC  dont  le  côté  est  a  et  qui  n*est  suscep- 
tible de  se  mouvoir  que  dans  un  plan  vertical. 

Au  milieu  M  du  côté  AB  on  attache  un  fil  de  longueur  OM  =  l  dont  Tautre 
extrémité  est  fixée  en  un  point  0  du  mur  vertical  W. 

La  tension  du  fil  donne  lieu  à  une  force  T  appliquée  au  triangle  dans  b 
direction  MO.  Le  sommet  A  s'appuie  sans  frottement  sur  le  mur  vertical  VV, 
c*est-À-dir6  que  la  réaction  du  mur  donne  lieu  à  une  force  normale  N  appliquée 
an  sommet  A. 

On  demande  de  trouver  les  positions  d'équilibre  du  triangle  ABC 
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t^mz  kmmsi  an  point    <i.  «    et  uIll^  dnMti^  ,BB\  ikMit  li»  pi»ilhMi$  i^vil 

ir'.-TTiLJiee»  coaumt  lî  >uit  : 

««  =0,010 
««  =  o,o5o 
«^  =  o,oo35 
mq  =  0.0 1 55 
P  =  5ô\5o' 

1-  li^.er  pdr  W  p>>mt  a.  •'  u*te  droite  \X'  perpendiouUire  à  te  dr\)it<»  \Wà  ^ 

ec  ii,sK3i  ivef  b  liiTie  de  terre  un  angie  f  =  49*. 
^  C  cf-^ru je  U  JUus  courte  distance  ik>  la  drv»ite  ^BB  )  et  de  la  drt>ile  i\\  K 
3"  CtClsînxre  sur  cette  plus  courte  distance  et  sur  les  ileuidriùte*  \ï^\^)^  {\\) 

na  porL-nicpipede  rectangle  dont  les  ciiiês  pris  respect! veulent  le  Kw^  de  \UH  i 

e€  de  IX   og:  pour  longueur  o,ol>o  et  o,o35. 

RiSAAQrE.  —  Le  problème  admet  plusieurs  solutions.  On  choisira  celle  den 
droites  XX  qui  est  la  moins  inclinée  sur  le  plan  horiiontal,  et  |u>Mr  ^Vlrallt^le• 
pipede  cdoi  qui  est  le  plus  en  haut  et  à  gauche. 

Arithmétique. 

Calculer  le  Tolume  qu'occupent  565  flrancs  en  pli'^ces  d  argtMit  de  i  (Vnnos  et 
de  I  franc,  sachant  que  la  densité  de  Targont  est  10,47  <^l  ^'^'<^  ^^  cuivre  H.o^. 

Algèbre, 

Elle  donne  une  équation  du  second  degi'é  : 

dans  laquelle  a  et  «  sont  des  constantes,  e  étant  <   t  —  et  les  deux  relations  : 

X  sa  M  '\'  r  eos  \ 

y  =  r  sin  V 
dans  lesquelles  r  et  V  sont  deux  nouvelles  variables. 

On  demande  d'exprimer  le  plus  simplement  possible  r  en  fonction  de  V  et  de 
déterminer  les  valeurs  de  V  pour  lesquelles  r  atteint  des  valeurs  maximum  et 
minimum. 

Calcul  numérique  de  trigonométrie. 

On  connaît  dans  un  triangle  B,  c,  a;  calculer  les  autres  éléments  du  triangle, 
c'est-à-dire  A,  G,  B  et  la  surlace. 

B  =  39%47',56' 
a  =  857,649 
c  =  703,625 
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QUESTION  170. 

ftolatloM  par  M.  Pasquibr,  Institut  Léopold,  à  Bruxelles. 


Déterminer  le  rayon  de  la  sphère  à  laquelle  appariieni  une 
calotte  sphérique  de  surface  constante^  de  manière  que  le  volume 
du  segment  à  une  base  limitée  par  cette  calotte  soit  mcLOoimum. 

Si  c  est  la  corde  d'une  calolte,  on  sait  que  celle-ci  a  pour 
surface  itc*,  donc  c  est  constant  quelle  que  soit  la  sphère  sur 
laquelle  elle  est  tracée. 

Le  segment  sphérique»  limité  par  cette  calotte,  doit  être 
maximum.  Soit  x  le  rayon  de  la  sphëre  sur  laquelle  il  faut 
la  prendre  et  y  la  hauteur  du  segment;  nous  aurons 


«î/*  Ix  — -^J  =  maximum. 


Or  2xy  =  c', 

donc  y  = 


2X 

TTC*    /  6a;*  —  €•  \ 
par  suite  (  —  j  =  maximum. 

d'oh  X  =  i^ 

2 

OU  c  =  CCV2T 

Ce  qui  nous  montre  que  la  corde  est  celle  d'un  quadrant  et 
que  dès  lors  la  zone  embrasse  la  demi-sphère  sur  laquelle 
elle  est  tracée. 


QUESTION  174. 

Aolntloii  par  M.  Croneau,  élève  du  Lycte  de  Versailles. 


Étant  donné  un  parallélogramme,  on  construit  sur  les  diagonales 
des  rectangles  tels  que  les  côtés  opposés  aux  diagonales  se  coupent 
sur  Fun  des  côtés  du  parallélogramme.  Démontrer  que  la  somim 
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des  deux  rectangles  est  équivalente 
au  parallélogramme. 

Soient  AGEB,  BDHI  deux  rec- 
tangles construits  sur  les  diago- 
nales du  parallélogramme  ABCD 
tels  que  les  cdtés  OE^  HI  opposés 
aux  diagonales  se  coupent  en  F 
sur  le  côté  AB  du  parallélogramme.  Je  joins  FG,  FD 

AGEC  =  2AFC,  BDHI  =  2BFD  =  2BCF 
d'où    AGEC  +  BDHI  =  2AFG  +  2BGF  =  2ABG  =  ABGD. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Marin,  d'Agen  ;  Paquier,  de 
Bruxelles;  Longueville,  de  Cliarleville ;  Deslais,  au  Mans;  Dubief,  de  Cluny 
Sers,  à  Cherbourg;  Bucberon,  à  Sainte-Barbe;  Long,  à  Vendôme. 


QUESTION  175 

Solution  par  M.  Chavanon,  élève  du  Lycée  de  Lyon. 


On  donne  un  cercle  et  une  tangente  fixe  à  ce  cercle,  en  unpoint  I. 
Sur  cette  tangente  on  prend  deux  points  mobiles  AetB  tels  que 
le  produit  AI  X  BI  soit  constant.  Par  les  points  k  et  Bon  mène 
des  tangentes  qui  se  coupent  en  G  dont  on  demande  le  lieu  géo- 
métrique. 

Soit  r  le  rayon  du  cercle  donné  0,  G  un  point  du  lieu. 
Abaissons  de  ce  point  la  perpendiculaire  GD  sur  la  tangente. 


Menons  les  rayons  01,  OE,  OL  et  proposons-nous  de  calculer 
CD,  AG,  BG. 
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Posons  AI  =  m,  BI  =:  n,  on  aura  d'abord  : 

mn  =  K» 
Joignons  BO,  CO,  AO  et  soit  BOI  =  BOK  =  a  et  AOI  = 
AOL  =  p.  Dès  lors  KOC  =  i8o«  —  (a  +  p). 
Les  triangles  rectangles  BIO,  AOI  donnent  respectivement 

tga  =  — ,    tgp=  — 

m  -}-  n 

donc  tg  KOC  =        ''        -    <•»  +  «)*• 


«in  mn  —  r' 


Le  triangle  rectangle  GEO  donne  alors: 

KO  =  r»  -"*  +  " 


mn  —  r* 
Far  conséquent 

BC  =  n  +  r* 


«in  —  r* 


AG  =  m  +  ^ — :x 


«in  —  r 
Dès  lors  con^me 

2  2 

ou  (m  +  «)  CD=r[(m  +  n)+(m  +  njH-^!liî2-±IiL]. 

On  en  déduit 

CI)  =  2r  I   I  +  ^^1 ^  1  =  constante. 

Donc  le  lieu  est  une  parallèle  à  la  tangente  menée  à  une 
distance  de  celle-ci  égale  à 

r      ,        r*      T  K« 

^^\   ^  -T  1^ r     =  2r  r^TT 

L  K"  — r»J  K*  —  r* 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Dupuy,  de  Grenoble. 
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QUESTION  176 

itolBttoB  par  M.  H.  Sers,  sergent  d'iofanterie  de  marine  (Cherbourg). 


Par  un  point  pris  sur  le  prolongement  d*un  côté  (Tun  triangle, 
mener  une  droite  qui  coupe  les  deux  autres  côtés  et  qui  soit  telle 
que  la  projection  sur  le  premier  de  la  partie  interceptée  entre  les 
deux  autres  côtés  soit  égale  à  une  longueur  donnée. 

Supposons  le  problème  résolu;  soit  ABC  le  Iriaugle,  M  le 
point  donné  sur  le  prolongement  de  BG  et  FH  =  a  la  lon- 
gueur donnée,  projection  de  DE  sur  BC. 


Abaissons  les  perpendiculaires  DF,  AN,  EH  et  soit  MF  =  x. 
La  connaissance  de  MF  donne  la  solution  du  problème,  car 
si  en  F  on  élève  la  perpendiculaire  sur  BC,  son  intersection 
avec  AB  donne  un  second  point  de  la  droite  ME. 

A  cause  des  triangles  semblables  on  a 

X  +  a  EH 


X 

"    DF   ' 

EH 

CH 

MB 

+  BC- 

•  a  — 

ce 

AN  ~ 

CN 

CN 

f 

DF 

MF 

BM 

X  — 

-  MB 

AN  ~ 

BC  — 

CN 

~   BG- 

-CN 

y 

de  là  on 

tire 

EH 

_   (MB  +  BG  — 

a  — 

œXBC 

CN) 

= 

T  -{-  a 

DF 

CN(.r  — 

MB) 

X 
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arc  MF  —  arc  DA' 


Tangle  IDF 


arc  DT 


arc  MF  —  arc  MD' 


Fig.  23, 


ces  deux  angles  étant 
égaux,  il  en  est  de 
même  des  arcs  MD'  et 
DA';  de  plus,  FD  éUnt 
bissectrice  de  Tangle 
IFAjlesarciDA'etDI' 
sont  égaux,  donc  il  en 
esl  de  même  des  arcs 
MD'  et  Dr.  On  démon- 
trerait également  que 
B  étant  le  point  de 
contact  de  MB',  les 
arcs  DM  et  D'B'  sont 
égaux  et  par  suite  DT 
et  MD  ;  d'dîi  la  cons- 
truction suivante  : 
après  avoir  construit 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  parlés  trois  tangentes, 
on  porte,  à  partir  d'un  sommet  pris  sur  la  tangente  dont  le 
contact  est  connu  et  sur  le  plus  petit  des  arcs  sous-tendus 
par  l'autre  tangente  issue  de  ce  sommet,  un  arc  égal  au  plus 
petit  des  arcs  sous-tendus  par  la  troisième  tangente;  la  droite 
qui  joint  le  point  obtenu  au  point  de  contact  donné  rencon- 
tre le  cercle  au  foyer  cherché. 

Le  problème  n'admet  qu'une  solution. 

Dans  le  cas  où  le  point  de  contact  donné  se  trouve  sur  le 
prolongement  d'un  des  côtés  du  triangle  formé  par  les  tan- 
gentes, en  A,  par  exemple,  on  prend  à  partir  du  sommet  D 
un  arc  DA'  égal  à  MD'  sur  le  plus  grand  des  arcs  sous- 
tendus  par  la  corde  MD;  la  ligne  AA'  donne  également  le 
foyer  F<  Le  point  A'  peut  ainsi  être  le  foyer  d'une  parabole 
tangente  aux  trois  droites  données;  dans  ce  cas,  le  problème 
admet  deux  solutions. 
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Remarqiïe.  —  Étant  donnés  trois  tangentes  et  le  foyer 
d'une  parabole,  il  est  facile  de  déterminer  les  points  de  con* 
tact;  il  suffit,  d'après  ce  qui  précède,  de  prendre  à  partir  de 
D  et  D',  de  part  et  d'autre  de  ces  points,  des  arcs  respective- 
ment égaux  à  MD'  et  à  MD,  sur  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  des  tangentes  et  de  joindre  les  points  obtenus 
au  foyer.  Les  trois  droites  ainsi  construites  rencontrent  les 
tangentes  aux  points  de  contact. 

Corollaire  I.  —  Si  le  triangle  MDD'  est  isoscèle,  les  côtés 
MD  et  MD'  étant  les  côtés  égaux,  le  point  T  coïncide  avec  le 
point  M;  alors  on  en  conclut  la  propriété  suivante  :  si  une 
parabole  touche  les  trois  côtés  (Tun  tyiangle  isoscèle^  la  droite 
menée  par  le  sommet  de  ce  triangle  et  par  le  point  de  contact  de 
sa  base  passera  constamment  par  le  foyer  de  la  courbe,  (Steiner, 
Annales  de  Gei'gonne.) 

Corollaire  II.  —  De  ce  corollaire,  on  déduit  le  suivant  : 
si  une  parabole  touche  les  trois  côtés  d*un  tiHangle  équilaléral, 
les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés  du  triangle 
avec  les  sommets  respectivement  opposés  concourent  toutes  trois 
au  foyer  de  la  courbe,  et  par  conséquent  :  si  une  parabole  touche 
les  trois  côtés  iun  triangle  équilatéraU  les  droites  menées  par  les 
sommets  et  par  les  points  de  contact  des  côtés  opposés  se  coupent 
toutes  trois  en  un  même  point,  et  le  lieu  de  ce  point  est  la  crr~ 
conférence  du  cercle  circonscrit.  (Id.,  id.)  (A  suivre.) 

FORMULES  TRIGONOMÉTRIQUES 

RELATIVES   AUX   ELEMENTS  d'uN  TRUNGLE   RECTILIGNE 

[Suite^  voir  page  246  et  suiv.) 


III 
RELATIONS  DONNÉES  PAR  LES  HAUTEURS  d'uN  TRIANGLE  QUELCONQUE. 

Dans  un  triangle  quelconque   ABC,  nous    appellerons  : 
R  le  rayon  du  cercle  inscrit; 
ha,  hb,  hc  les  hauteurs  correspondant   respectivement  aux 

côtés  a^  b,  c\ 
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arc  MF  —  arc  DA' 


Tangle  IDF 


arc  D'F 


arc  MF  —  arc  MD' 


Fig.  23, 


ces  deux  angles  étant 
égaux,  il  en  est  de 
même  des  arcs  MD'  et 
DA';  de  plus,  FD  éUnt 
bissectrice  de  l'angle 
IFA,lesarc5DA'etDr 
sont  égaux, donc  il  en 
est  de  même  des  arcs 
MD'  et  Dr.  On  démon- 
trerait également  que 
B  étant  le  point  de 
contact  de  MB',  les 
arcs  DM  et  D'B'  sont 
égaux  et  par  suite  DT 
et  MD  ;  d'dù  la  cons- 
truction suivante  : 
après  avoir  construit 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  parlés  trois  tangentes, 
on  porte,  à  partir  d'un  sommet  pris  sur  la  tangente  dont  le 
contact  est  connu  et  sur  le  plus  petit  des  arcs  sous-tendus 
par  l'autre  tangente  issue  de  ce  sommet,  un  arc  égal  au  plus 
petit  des  arcs  sous-tendus  parla  troisième  tangente;  la  droite 
qui  joint  le  point  obtenu  au  point  de  contact  donné  rencon* 
tre  le  cercle  au  foyer  cherché. 

Le  problème  n'admet  qu'une  solution. 

Dans  le  cas  oh  le  point  de  contact  donné  se  trouve  sur  le 
prolongement  d'un  des  côtés  du  triangle  formé  par  les  tan- 
gentes, en  A,  par  exemple,  on  prend  à  partir  du  sommet  D 
un  arc  DA'  égal  à  MD'  sur  le  plus  grand  des  arcs  sous- 
tendus  par  la  corde  MD;  la  ligne  AA'  donne  également  le 
foyer  F^  Le  point  A'  peut  ainsi  être  le  foyer  d'une  parabole 
tangente  aux  trois  droites  données;  dans  ce  cas,  le  problème 
admet  deux  solutions. 
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Remàrq^*  —  Étant  donnés  trois  tangentes  et  le  foyer 
d'une  parabole,  il  est  facile  de  déterminer  les  points  de  con-* 
tact;  il  suffit,  d'après  ce  qui  précède,  de  prendre  à  partir  de 
D  et  D',  de  part  et  d'autre  de  ces  points,  des  arcs  respective- 
ment égaux  à  MD'  et  à  MD,  sur  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  des  tangentes  et  de  joindre  les  points  obtenus 
au  foyer.  Les  trois  droites  ainsi  constrmtes  rencontrent  les 
tangentes  aux  points  de  contact. 

Corollaire  I.  —  Si  le  triangle  MDD'  est  isoscèle,  les  côtés 
MD  et  MD'  étant  les  côtés  égaux,  le  point  T  coïncide  avec  le 
point  M;  alors  on  en  conclut  la  propriété  suivante  :  si  une 
parabole  touche  les  trois  côtés  (Tun  triangle  isoscèle,  la  droite 
menée  par  le  sommet  de  ce  triangle  et  par  le  point  de  contact  de 
sa  base  passera  constamment  par  le  foyer  de  la  courbe.  (Steiner, 
Annales  de  Go'gonne.) 

Corollaire  II.  —  De  ce  corollaire,  on  déduit  le  suivant  : 
si  une  parabole  touche  les  trois  côtés  d*un  Pinangle  équilaléral, 
les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés  du  triangle 
avec  les  sommets  respectivement  opposés  concourent  toutes  trois 
au  foyer  de  la  courbe,  et  par  conséquent  :  si  une  parabole  touche 
les  trois  côtés  d^un  triangle  équilatéraU  les  droites  menées  par  les 
sommets  et  par  les  points  de  contact  des  côtés  opposés  se  coupent 
toutes  trois  en  un  même  point,  et  le  lieu  de  ce  point  est  la  cir- 
conférence du  cercle  circonscrit,  (Id.,  id.)  (A  suivre.) 

FORMULES  TRIGONOMÉTRIQUES 

RELATIVES   AUX   ELEMENTS  d'uN  TRIANGLE   RECTILIGNE 

(Suite^  voir  page  246  et  suiv.) 


III 
RELATIONS  DONNÉES  PAR  LES  HAUTEURS  D'uN  TRIANGLE  QUELCONQUE. 

Dans  un  triangle  quelconque   ABC,  nous    appellerons  : 
R  le  rayon  du  cercle  inscrit; 
ha,  hb,  hc  les  hauteurs  correspondant   respectivement  aux 

côtés  a,  6,  c; 
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arc  MF  —  arc  DA' 


l'angle  IDF 


arc  D'F 


arc  MF  —  arc  MD' 


Fig.  23, 


ces  deux  angles  étant 
égaux,  il  en   est  de 
même  des  ares  MD'  et 
DA';  de  plus,  FD  étant 
bissectrice  de  l'angle 
IFA,lesarcsDA'etDr 
sont  égaux,  donc  il  en 
est  de  même  des  arcs 
MD'  et  Dr.  On  démon- 
trerait également  que 
B   étant  le  point  de 
contact   de   MB',    les 
arcs  DM  et  D'B'  sont 
égaux  et  par  suite  D'ï 
et  MD;  d'dù  la  cons- 
truction    suivante   : 
après    avoir  construit 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  parlés  trois  tangentes, 
on  porte,  à  partir  d'un  sommet  pris  sur  la  tangente  dont  le 
contact  est  connu  et  sur  le  plus  petit  des  arcs  sous-tendus 
par  l'autre  tangente  issue  de  ce  sommet,  un  arc  égal  au  plus 
pelitdes  arcs  sous-tendus  parla  troisième  tangente;  la  droite 
qui  joint  le  point  obtenu  au  point  de  contact  donné  rencon- 
tre le  cercle  au  foyer  cherché. 

Le  problème  n'admet  qu'une  solution. 

Dans  le  cas  oh  le  point  de  contact  donné  se  trouve  sur  le 
prolongement  d'un  des  côtés  du  triangle  formé  par  les  tan- 
gentes, en  A,  par  exemple,  on  prend  à  partir  du  sommet  D 
un  arc  DA'  égal  à  MD'  sur  le  plus  grand  des  arcs  sous- 
tendus  par  la  corde  MD;  la  ligne  AA'  donne  également  le 
foyer  F^  Le  point  A'  peut  ainsi  être  le  foyer  d'une  parabole 
tangente  aux  trois  droites  données;  dans  ce  cas,  le  problème 
admet  deux  solutions. 
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Remàrq^tk*  —  Étant  donnés  trois  tangentes  et  le  foyer 
d'une  parabole,  il  est  facile  de  déterminer  les  points  de  con- 
tact; il  suffit,  d'après  ce  qui  précède,  de  prendre  à  partir  de 
D  et  D',  de  part  et  d'autre  de  ces  points,  des  arcs  respective- 
ment égaux  à  MD'  et  à  MD,  sur  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  des  tangentes  et  de  joindre  les  points  obtenus 
au  foyer.  Les  trois  droites  ainsi  construites  rencontrent  les 
tangentes  aux  points  de  contact. 

Corollaire  I.  —  Si  le  triangle  MDD'  est  isoscèle,  les  cdtés 
MD  etMD'  étant  les  côtés  égaux,  le  point  Y  coïncide  avec  le 
point  M;  alors  on  en  conclut  la  propriété  suivante  :  si  une 
parabole  touche  les  trois  côtés  (Tun  tiiangle  isoscèle,  la  droite 
menée  par  le  sommet  de  ce  triangle  et  par  le  point  de  contact  de 
sa  ba^e  passera  constamment  par  le  foyer  de  la  courbe.  (Steiner, 
Annales  de  Gej^gonne.) 

Corollaire  II.  —  De  ce  corollaire,  on  déduit  le  suivant  : 
si  une  parabole  touche  les  trois  côtés  d*un  triangle  équilaléral^ 
les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés  du  triangle 
avec  les  sommets  respectivement  opposés  concourent  toutes  trois 
au  foyer  de  la  courbe,  et  par  conséquent  :  si  une  parabole  touche 
les  trois  côtés  d^un  triangle  équilatéral,  les  droites  menées  par  les 
sommets  et  par  les  points  de  contact  des  côtés  opposés  se  coupent 
toutes  trois  en  un  même  point,  et  le  lieu  de  ce  point  est  la  c^- 
conférence  du  cercle  circonscrit.  (Id.,  id.)  (A  suivre.) 


FORMULES  TRIGONOMETRIQUES 

RELATIVES   AUX   ELEMENTS  d'uN  TRUNGLE   RECTILIGNE 


{Suite,  voir  page  246  et  suiv.) 


III 
RELATIONS  DONNÉES  PAR  LES  HAUTEURS  d'uN  TRIANGLE  QUELCONQUE. 

Dans  un  triangle  quelconque   ABC,  nous    appellerons  : 
R  le  rayon  du  cercle  inscrit; 
ha,  hb,  hc  les  hauteurs  correspondant   respectivement  aux 

côtés  o,  6,  c; 
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—  Trouver  une  valeur  de  m  telle  que  2(2  +  m)  soit  un  carré  parfait. 

—  Trouver  deux  nombres  qui  soient  entre  eux  comme  3o  est  à  48,  et  dont  le 
plus  grand  commun  diviseur  soit  2 1 . 

—  Un  cube  terminé  par  4  ou  par  8  a  un  chiffre  pair  de  dizaines;  un  eobe 
terminé  par  6  ou  2  a  un  chiffe  impair  de  dizaines;  un  cube  terminé  par  5  a 
pour  chiffre  des  dizaines  2  ou  7. 

—  Un  nombre  a  qui  a  pour  exposant  une  puissance  de  2,  est  un  multiple 
de  (a'  —  i)  augmenté  d'une  unité. 

—  SimpllÛer  l'expression 

^2    -h  K  2  +  v/3  Va"  —  y  2  —  V^ 

puis  calculer  x  à  0,001  près. 

—  Calculer  à  un  centimètre  près  le  côté  du  carré  équivalent  à  la  sar&ce 
totale  d'un  cône  dont  la  base  a  un  mètre  de  rayon,  et  dont  rapothème  est  le 
côté  du  carré  inscrit  dans  la  base. 

—  Ayant  calculé  le  nombre  a  des  dizaines  d'une  racine  carrée,  R  étant  k 
reste  correspondant,   on   a   une   limite   inférieure   des   unités  en  prenant 

R 

îo(2a  -f  i). 

Equations  à  résoadre. 

2X  —  a;'  +  y/Gx'  —  i2j?  +  7  =  o, 

Sv'X  +  8     —  v^j:  — 8     =  2  yl2X  +  2. 

V72  —  a;  —  \fï6  —  X  s=  2. 

X  X —  8  5      * 

(x  -I-  >^x)^  —  (jJ  4-  v^ic)*  =  1 59600. 

I  -}-  v^ix  4-  i5   =  3  -f-  v/x  4-  8. 

3^x  -f  i5   =  7v'x  —  5   —  5v^£D  —  17. 

V  21  4-  7  '  4-  >/3a?  —  18  =  ^^70;  4-  I. 
p'ic  —  5)1  —  ar]'  4-  6  =  7  (a;  —  5)»  -  7J;. 

\a,-^  4-  17  —  V-^'  4-17  =  6. 

sin  X  —  cos  X  =  4  cos'  x  sin  x. 
sin  X  4-  cos  X  =  1 .36602. 
3  sin  ic  4-  2  cos-  a?  =  3. 

tg  a  ig  x  =  tg'  (a  4-  x)  —  tg»  (o  —  x). 
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RECHERCHES 

SUâ  LES 

COURBES  PLANES  DU  TROISIÈME  DEGRÉ 

AYANT  AU  MOINS  UNE  ASYMPTOTE  A  DISTANCE  FINIE 

Par  M.  «i.  CoIllUf  ancien  élève  de  l'Ecole  polytechnique, 
Professeur  de  Mathématiques. 

(Suite  et  fin.) 


La  deuxième  méthode  ressemble  à  celle  que  nous  avons 
employée  déjà  pour  les  courbes  a  point  singulier. 

Théorème  IV.  —  Toute  courbe  (M)  ou  (M^),  peut  se  cons- 
truire  à  l'aide  d'une  conique  fixe  et  de  deux  droites  parallèles 
fixes. 

Soit  en  effet  une  courbe 

ax  +  by  l 


(y  —  mx)  (y  —  m'x)         y  —  m'x  —  n 
oii  nous  supposons  indifTéremment  m,  m',  m    inégaux    ou 
égaux,   de  manière   à   avoir  ainsi  toutes  les   espèces   de 
courbes  (M)  ou  (M^). 

Si  nous  passons  aux  coordonnées.polaires,  le  rayon  vecteur 
d'inclinaison  (o  coupera  cette  courbe  en  deux  points  M'  et 
M'  donnés  par  Téquation 

(  n  4"  i  ,  a  cos  o>  +  6  sin  (I) 

9  —^s-rrrr. — ^>.^....  + 


sincD — m'costo        (sino) — mcos(i)){sin(o  —  m'cosco) 
n  (a  cos  0)  -|-  6  sin  a)) 

'     (sin  to)  —  m  cos  <o)  (sin  cd — m' cos  co)  (sin  cd  —  m' cos  co) 

dont  nous  appellerons  les  racines  p  et  p'. 

Or  ce  même  rayon  vecteur  rencontre   respectivement   la 

conique  directrice,  l'asymptote  directrice  y  — m'x  =  i  +  ^» 

et  la  droite  parallèle  y  —  mx  =  n  aux  points  M^,  M,,  M,  ; 

et  Ton  a 

^,,  a  cos  û)  +  6  sin  «o 

^  (sin  <i)  —  m  cos  w)  (sin  c»  —  m  cos  <«)) 


OM3  =  p,  = 
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l  +  n 


sin  0)  —  m  cos  w 
n 


sin  (D  —  w  cos  <a 
De  là,  nous  concluons 

p'  +  p"  =  Pi  +  P»»    pp'  =  piP» 
et  nous  arrivons  ainsi  à  la  construction  suivante  des  points 

M'  et  M'. 

Sur  MjMi  on  décrira  un  premier  cercle.  On  décrira  ensuite 
un  deuxième  cercle  ayant  son  centre  y  sur  le  rayon  Tecteur, 

a  une  distance  Oy  de  0  égale  a — ■ =-  ,  et,  pour  axe 

radical  avec  le  premier,  la  perpendiculaire  élevée  en  0  aa 
rayon  vecteur.  Les  deux  points  d'intersection  de  ce  second 
cercle  et  du  rayon  vecteui*  seront  les  points  cherchés  M' et  M'. 

Il  va  sans  dire,  d'ailleurs,  que  dans  l'expression ^-^ÎI i 

2 

on  doit  prendre  OM^  -|-  OM,  avec  des  signes  conformes  à 
leur  direction,  et  cette  longueur  se  trouve  de  suite  sur  la 
figure  si  l'on  a  tracé  d'avance  la  symétrique  S  de  l'asymptote. 

Cette  méthode  est  bien  préférable  à  la  première  ;  elle  fait 
apparaître  facilement  la  forme  de  la  courbe. 

Quant  à  la  tangente,  on  pourrait  encore  au  besoin  l'obtenir 
à  l'aide  de  la  sous-normale  ;  car  les  deux  sous-normales  en 
M'  et  M'  sont  données  par  un  système  d'équations  du 
premier  degré  déduites  des  relations  ci-dessus:  mais  cette 
construction  serait  peu  simple. 

—  Une  troisième  méthode  de  construction  des  courbes  (M) 
ou  (M|)  consisterait  à  les  regarder  comme  définies  par  le 

système  ^^  "  *^*)(y  "  *«'^)  ^ 

dont  toutes  les  coniques  (C)  passent  par  l'origine,  ont  leurs 
centres  en  ligne  droite  et  leurs  axes  parallèles. 

—  Il  nous  reste  encore  à  construire  les  courbes  (E,)  aux- 
quelles les  procédés  précédents  ne  s'appliquent  pas.  Si  l'on 
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change  d'axes,  ces  courbes  peuvent  s'écrire  : 

c.-à-d.  yi  =  — — T— =r — , 

ce  qui  d'abord  peut  toujours  se  construire.  Si  le  racines  du 
dénominateur  sont  réelles,  on  aura  aussi  bien,  en  appelant 
a,  b  ces  racines, 

Al  h  .       k 

y.  =  -  A^.  +  _— -  +  —j 

C.-à-d.  yi  =  !/i  +  y»  +  constante 

et  l'on  appliquera  ainsi  la  méthode  de  Finck,  qui  donne 

la  tangente. 

—  Nous  nous  arrêtons  ici.  Il  eût  été  intéressant  de  résoudre 

divers  problèmes  sur  les  tangentes  en  comparant  les  courbes 

d      .     d'     .     d'  ,  X      ,      [x 

I  =  -=r-  -| 1 — ^  avec  les  coniques  o  =  -^  H — ^ 

ir  <p  K  r  ^ 

V 

>j-  r^;  nous  en  laissons  le  soin  au  lecteur. 
K, 

De  même,  nous  aurions  pu  étendre  à  un  certain  nombre 
de  courbes  de  degré  m  les  procédés  de  construction  indiqués 
ici  pour  les  courbes  du  troisième  ordre. 

Qu'il  nous  suffise,  en  terminant,  de  réparer  une  omission, 
et  de  démontrer  une  propriété  des  courbes  à  point  singulier. 

2'Rx        ,       a 

pour  en  déduire  une  construction  de  la  tangente. 

Ces  courbes  peuvent  en  effet  être  regardées  comme  défi- 
nies par 

X«(a;  —  2a)«  +  (X«  —  8oR)  j/»  =  X*(X»  —  8aR) 
x«  +  y«  =  X«. 

Donc  toute  courbe  de  cette  espèce  jouit  de  la  propriété 
suivante:  la  distance  d'un  quelconque  de  ses  points  M  au 
point  singulier  0  est  la  demi-somme  de  ses  dislances  aux 
deux  points  (œ  =  2a,  y  =  ±  2^2ar).  On  peut  donc  cons- 
truire la  tangente  par  la  règle  de  Tchirnhausen. 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRAnOUES 

ET  LEURS  APPLICATIONS  EH  GÉOMÉTRIE 


Par  M.  B. 


Bo4V«l. 


{Suite j  voir  p.  164). 


Autres  applications.  -—  Si  ron  se  reporte  à  la  formation  de 
la  forme  adjointe,  on  sait  qu*il  faut  éliminer  x^^  x,,  ..• 
Xn  entre  les  relations 

^11^1  +   ^11^2   +•••■*}■   flin^»«  Xi   =   O 

^'ir^l  +  ^t2^«  +    •  •  •    +  02nPCn  —  X^  =   O 


ani.T|  +  UniX^  +    •  •  •    4"  <^nXn  —   Xn  =  O 
XjXi    4"  ^2^1  +    •  •  •    4"  ^»  ^n  —  /     =  O' 

Le  résultat  de  cette  élimination  est  le  déterminant 


^11  ^11  •  •  •  ^1»  -^1 


uni   (Ini    .  .  .  Qnn  Xn 
X|     Xj    .  .  .    Xn  / 

F 

De  cette  équation,  on  déduit  f=  — 


C2:al     àrézoé. 


F  étant  une  fonc- 


tion homogène  et  du  2«  degré  en  X^,  X,,  . . .  Xn,  et  A  l'in- 
variant de  la  forme  f. 

Gomme  nous  Tavons  dit,  F  est  la  forme  adjointe  de  f. 

Or,  en  ordonnant  le  déterminant  par  rapport  aux  éléments 
de  la  dernière  ligne  ou  de  la  dernière  colonne,  on  a  : 

A+  A   .  /"rrro 

Donc  F  =  —  A.  Mais  A  n'est  autre  chose  que  le  déUr- 
minanl  ci-dessus,  oii  Ton  a  remplacé  f  par  o  ;  la  forme 
adjointe  peut  donc  s'écrire  sous  forme  de  déterminant, 
comme  il  suit  : 


—  3<9  — 


F  =  — 


«11 


(Ini 


«11 


a 


ti 


X. 


dnn 
Xn 


Xi 

X. 

x„* 

o 


(Jette  remarque  permet  d'indiquer  une  forme  intéressante 
et  trës  usuelle  que  Ton  peut  donner  à  la  forme  adjointe.  Il 
suffit  pour  cela  de  développer  ce  dernier  déterminant,  en 
observant  qu'il  est  symétrique,  et  que  l'invariant  A  de  la 
forme  f  est  également  symétrique. 

Or,  en  appliquant  à  un  déterminant  symétrique  la  règle 
connue  pour  former  la  dérivée  d'un  déterminant  quelconque, 
il  sera  facile  d'obtenir  la  dérivée  d'un  déterminant  symé- 
trique par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ses  éléments. 

Si  l'élément  est  sur  la  diagonale  principale,  on  a  immé- 
diatement AV  a.  ^  =  a..,  a.,  étant  le  mineur  d'ordre  n —  i 
relatif  à  l'élément  considéré;  toutes  les  autres  dérivées 
fournies  par  l'application  du  théorème  général  étant  évi- 
demment nulles. 

Si  rélément  occupe  une  place  quelconque,  a, a-,  par 
exemple,  on  a  à  considérer  l'élément  symétrique  égal  o^^ 
et  toutes  les  dérivées  fournies  par  l'application  du  théorème 
général  sont  nulles,  sauf  celles  qui  proviennent  des  deux 
éléments  égaux  aïk  et  aki;  ces  dernières  sont  égales  et  l'on  a: 
A'/a^.^)  =  2  ai*  ou  2  oiKij  ce  qui  est  la  même  chose,  en  raison 
de  la  symétrie. 

Gela  posé,  le  développement  du  déterminant  —  F  sera  ; 

^  Kl)  ^*'  +   •     •    •  +  ^  Ka)  Xi   X*  +  .     .     , 

Cherchons  par  exemple  le  coefficient  du  terme  en  X,  X*  . 
Si  l'on  prend  l'élément  X,-  dans  la  dernière  colonne,  son 
coefficient  est  le  déterminant 

au  ttii  ...  ai" 


a%i 


Qii 


ai  _  i,  i     ai  _  ^,  2 
ai  +  i,  1     ai  -I- 1,  a 


Oiii 

Xi 


an% 
X, 


a2n 


.    O'i  ^  i^  n 
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La  colonne  de  rang  n  +  x  ®t  la  ligne  de  rang  t  ayant  été 
supprimées  dans  le  déterminant  général,  on  a,  pour  fixer  le 
signe  du  coefficient  précédent,  le  facteur  ( —  i)»  +  <  +«. 

Pour  avoir  le  coefficient  du  terme  en  X»  Xkf  il  suffît  de 
chercher  dans  ce  dernier  déterminant  le  coefficient  de  Xjk. 
Ce  coefficient  est  le  déterminant 

Ou  On  Oi^  k  -  i  ai^  k  -}-  i  ai» 

Ou  Oti  «1,  ik  -  1  o«.  *  +  «  o«n 

ai  _  <,  <    ai  _  4,  j    Qi  -  ^^  k  -  i    fl»  -  1,  *  4-  ^     Oi  _  ifi 
ûi  +  i,  <     ûi«  +  t,      ««  +  1,  *  -  <     û*4-<,  k+1      Oi  ^ifi 

On,  i  Ont  On,  k  -  i  Gn,  k -{- i  Onfl 

multiplié  par  le  facteur  ( —  i)»  +  *. 

Le  coefficient  du  terme  enX«X*  est  donc  ( —  i)«+<+«+*2i* 
ou  ( — i)*»  +  *  +  *  +  ^aiik,  oLik  étant  le  coefficient  de  Oik  dans  le 
déterminant  A,  c'est-à-dire  dans  Tinyariant  de  la  fonne  f- 
Or  oiA  est  égal  au  même  déterminant  multiplié  par  le  facteur 
( —  i)*  +  *;  le  coefficient  de  X«X*  est  donc  —  a,*. 

D'autre  part  ce  même  terme  s'obtiendra  en  prenant  Xk  daus 
la  dernière  colonne  et  X»  dans  la  dernière  ligne  ;  son  coef- 
ficient sera  donc  —  ajki;  mais  ouk  =  «ai;  donc  le  coefficient 
du  terme  en  Xi  X*  est  2  a»*,  c'est-à-dire  ^'(a.,y 

La  forme  adjointe  prend  donc  bien  la  forme  suivante  : 

^  K.)  ^*'  +  ^'(«..)  ^•-*  +  •  •  •  +  ^W)  ^'  X*  +  •  •  •. 

Cela  posé,  reprenons  la  forme  quadratique  ternaire 
f(Xt  y,  %)f  et  supposons  que  dans  cette  forme  on  substitue 

à  la  place  de  z  la  valeur iLLEi-  tirée  de  la  relation 

r 

our  +  py  +  YJi  =  o;  le  résultat  obtenu   ne    dépendra  plus 

que   de    deux  variables,   et  sera   f  (ce,  y, X-ii-), 

soit  F  (X,  Y,  Z)  la  forme  adjointe  de  f^  je   dis  que  Tinva- 
riant  de   la    forme  binaire  qui  provient  de  la  substitution 

-jf  =  —  ^"^  aura  pour  valeur         ^  *  . 

r  t" 

En    effet,  la    substitution  a:  =  ce,  y  =  y',  a  = '^ 
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—  ^  y\  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  de  Gaucby;  car  il 

Y 
suffit  de  poser  dans  celle-ci  t:=  x',  u  =  y\  avec  a  =  i, 

ô  =  o,  a  =  o,  6'  =  I ,  a'  = ,  p'  = !--.,  pour  qu'elle 

se  réduise  h  la  substitution  qui  nous  occupe.  Or,  nous  avons 
démontré  que  l'invariant  de  la  nouvelle  forme  obtenue  est 
précisément  la  valeur  que  prend  la  forme  adjointe  de  la 
proposée  quand  on  y  remplace  X,  Y,  Z  par  les  binômes 

a'p"  _  pV,  a"  p  —  p"oi  et  ap'  —  fa  . 

Mais  on  a  : 

o^y  _  pV'  ==  —  a 'p  —  f'd  =  1^  ap'  —  pa'  =  I. 

L'invariant  cherché  est  donc  F  ( — ,  —,  i)  ou — iïlfî-ïi-, 

Y        Y  y" 

A  l'aide  de  ce  résultat,  proposons-nous  de  trouver   les 

longueurs  des  axes  de  la  section  d'une  surface  du  deuxième 
ordre  par  un  plan  central. 

Je  considère  la  forme 
/  =  Ax*  4"  A-V  +  A"2*  +  ^Bî/af  +  2B'zx  +  2B"xy 

—  s(x*  +  y'  +  ^'  +  2J/>3  cos  X  +  3zx  cos  jx  '4-  2xy  cos  v). 
Si  j'imagine  que  le  plan  sécant  soit  pris  pourplan  des  xy^ 
les  axes  des  x  et  des  y  dans  ce  plan  étant  les  axes  mêmes 
de  la  section,   et  l'axe  des  z  étant  la  normale  au  plan,  la 
transformation  des  coordonnées  s'exprimera  par  une  substi- 
tution linéaire,  et  la  forme  nouvelle  f  sera  : 
r=z  pX«  +  pT»  +  2p"Z«  +  2qYZ  +  2q'ZX  —  s(K}  -f-  Y«  -f  Z«) . 
Le  terme  en  XY  manquera  parce  que  la  courbe  de  section 
par  le  plan  Xoy  est  rapportée  à  ses  axes,  et  le  facteur  de  s 
se  transformera  identiquement  en  (X*  +  Y*  +  2')  pûrce  que 
les  deux  expressions  représentent  toutes  deux  la  distance 
d'un  même  point  h  l'origine,  laquelle  n'a  pas  changé. 

Les  deux  expressions  feif  sont  identiques  en  vertu  de  la 
substKutiou  linéaire  qui  a  transformé  /  en  /",  et  l'identité 
entre  elles  continuera  de  subsister  si  l'on  établit  entre  a?, 
y^  Z  une  relation  quelconque,  pourvu  qu'on  établisse  entre 
X,  Y,  Z  la  relation  analogue  (c'est-à-dire  celle  qui  résulte 
de  la  première  relation  trans^formée  au  moyen  de  la  substi- 
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tntion  linéaire  qui  a  changée  /en  f).  La  relation  entre  or, 
y,  j5  est  réqnation  our  +  py  +  T*  =  <^  ^^  pl^^^  sécant,  rela- 
tion dont  Tanalogue  après  transformation  est  Z  =  o.  La 
forme  /",  en  vertu  de  Téquation  our  +  py  -}~  y*  =  o,  ne 
dépend  plus  que  de  deux  variables  a:  et  y;  je  détermine i 
par  la  condition  que  cette  forme  devienne  un  carré  parfait, 
c'est-à-dire  que  son  invariant  soit  égala  zéro;  soit  9  (s)  =0 
l'équation  en  s  ainsi  obtenue  ;  je  dis  que  ses  racines  sont 
p  et  p. 

En  effet,  f  eif  étant  identiques,  si  la  première  devient 
carré  parfait,  il  en  sera  de  même  de  la  seconde  ;  or,  pour 
Z  =  o,  la  forme  f  se  réduit  k  (p  —  s)  X«  +  (p  —  «)Y*;  et 
pour  qu'elle  devienne  carré  parfait,  il  faut  qu'on  ait  s  =p 
ou  8  =  p\  Ces  valeurs  sont  aussi  les  racines  de  9  (s)  =  o- 

Il    faut   donc    former  9  (s)  quand  on    remplace  s  par 

—  — X-EiL.  Pour  cela,  je  prends,  d'après  les  considérations 

T 
développées  précédemment,  la  forme  F  adjointe  de  /,  et  j  ; 

remplace  X,  Y,  Z,   par  les  valeurs  a,  p,  y;  j'aurai  ç  (*) 

__    F(a,p,Y) 

L'équation  cherchée  sera   donc  F  (a,  p,  y)  =  o.  Si  l'on 

admet  que  la  surface  ait  pour  équation 

Arc*  +  ^y*  +  -^  ^*  +  ^Bj/ï  +  2B'j3(C  +  2B"xy  =  i, 

I      .    ,       ,     I 
on  aura  p  =  — -  et  p  =  ±  —-r; 

l'équation  F  (a,  p,  y)  =  o  admettra  donc  pour  racines  les  in- 
verses  des  carrés  des  demi-axes  de  la  section  par  le  plan 

ouc  4"  PJ/  +  T^  =  <>• 

Or  pour  avoir  F  (a,  p,  y)  =  o,  il  suffit  de  former  la  forme 
adjointe  de  f,  et  d'y  remplacer  XYZ  par  a,  p,  y; 
La  forme  adjointe  F,  mise  sous  forme  de  déterminant,  est: 
A  —  8  B"  —  s  cos  V       B'  —  5  cos  [X       X 

B"  —  fi  cos  V    A'  —  s  B  —  fi  cos  X        Y 

B'  —  fi  cos  [JL    B  —  fi  ces  X      A"  —  s  Z 

X  Y  Z  0 

L'équation  cherchée  sera  donc  : 
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A  —  5                  B''  —  s  COS  V          B'  —  8  COS  (X  a 

B"  —  s  COS  V    A'  — :  s                  B  —  s  cos  X  •     p 

B'  —  s  COS  fi     B  —  s  COS  X        A"  —  s  y 

X                      Y                         Z  o 


=  o 


—  Obserrons  encore  qu'on  peut  avoir  facilement  les  pro- 
jections des  deux  axes  de  la  section  sur  le  plan  des  xy. 
En  effet,  si  Ton  reprend  l'identité 

/^  (a.,  y,  - -iiïiPL)  =  r  (X.  Y.  o) 

en  remplaçant  s  par  p,  le  second  membre  qui  est  (p  —  s)X^ 
4-  (p'  —  «)Y*  se  réduit  à  (p  —  p)Y*;  on  aura  donc  Y  en  ex- 
trayant la  racine  carrée  de  /*  après  y  avoir  remplacé  s  parp, 
qui  est  l'une  des  racines  de  Téquation  établie  plus  haut.  11 
en  sera  de  même  de  X. 

L'application  que  nous  venons  de  faire  est  d'autant  plus 
remarquable,  au  point  de  vue  de  la  simplicité  du  calcul,  que 
nos  lecteurs  savent  combien  il  est  difficile  d'arriver  par  les 
voies  ordinaires  à  TéquaticTn  qui  donne  en  coordonnées  obliques 
les  carrés  des  demi-axes  de  la  section  d'une  surface  du 
second  ordre  par  un  plan  central. 

Si  l'on  calcule  cette  équation  pour  le  cas  de  l'ellipsoïde 

— —  H — t: — I =  I,  on  vérifie  que  l'on  retombe  sur 

a^  0^  c* 

a*  fe»  Y« 

l'équation  connue -| =- 1 = =  o 

^  I  I  I  . 


c'est-à-dire  en  posant  s  = 


a»a»  by  cY 


pt_a«     '     p«— 6«     '     p*— c' 


=  o. 

(A  suivre.) 


i 
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ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  1880 


Mathématiques. 

Soient  M  et  N  les  points  où  l'axe  des  x  rencontre  le  cercle 

considérons  une  quelconque  des  hyperboles  équilatères  qui  passent  par  les  points 
M  et  N  ;  menons  par  un  point  Q,  pris  arbitrairement  sur  le  oerelef  des  tangentes 
à  rbyperbole;  soient  A  et  B  les  points  où  le  cercle  coupe  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact.  Démontrer  que,  des  deux  droites  QA  et  QB,  l'une  est  parallèle 
à  une  direction  flxe  et  l'autre  passe  par  un  point  fixe  P. 

Le  point  P  étant  donné,  l'hyperbole  éqoilatère  correspondante  qui  passe  par 
par  les  points  M  et  N  est  déterminée;  on  construira  géométriquement  son  centre. 
ses  asymptotes  et  ses  sommets.  Si  le  point  P  décrit  la  droite  y  s  x,  quel  est  le 
lieu  décrit  par  les  foyers  de  l'hyperbole?  Oq  déterminera  son  équation  et  on  le 
construira. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté  a  19  centimètres,  et  dont 
la  base  ABC  est  située  dans  le  plan  horizontal  de  projection.  Le  point  A  est  le 
sommet  d'un  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  inâcrit  dans  BCD.  L'arête  BD  est 
parallèle  aux  génératricei  d'un  cylindre  dont  la  trace  horizontale  est  le  oerde 
décrit  du  point  B  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  6  centimètres.  On  demande 
(le  représenter  en  projection  horizontale  le  corps  qui  reste  lorsque  l'on  supprime 
dans  le  tétraèdre  la  partie  comprise  dans  le  cône  et  la  partie  comprise  dans  le 
cylindre.  On  indiquera  à  l'encre  rouge  la  construction  faite  pour  trouver  uo 
l>oint  de  l'intersection  du  cône  et  du  cylindre  et  la  tangente  en  ce  point. 


ECOLE  NOBMALE  SUPERIEURE  1880 


Hathématiques. 

--  Étant  donné  un  paraboloïde  hyperbolique,  on  considère  une  génératrice 
reciiligne  A  de  cette  surface  et  la  génératrice  B  du  même  système  qui  est 
I)erpendiculaire  à  la  première;  par  les  points  a  et  6  où  ces  droites  sont  ren- 
contrées par  leur  perpendiculaire  commune  passent  deux  génératrices  recti- 
1  ignés  A'  et  B'  de  l'autre  système  ;  soient  a'  et  b'  les  points  où  les  deux  droites 
A'  et  B'  sont  rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune. 

1*  Trouver  le  lieu  des  points  a  et  6,  et  celui  des  points  a'  et  h\  quand  la 
droite  A  décrit  la  paraboloïde. 

2*  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  A  et  B',  ou  A'  et  B. 

3*  Calculer  le  rapport  des  longueurs  a'b'  et  ab  des  perpendiculaires  com- 
munes, et  étudier  la  variation  de  ces  longueurs. 
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Physifiae. 

—  Un  manomètre  à  air  comprimé  a  ses  deux  branches  dMnégale  section;  la 
branche  fermée  a  une  section  S,  et  la  branche  ouverte  une  section  n  fois  plus 
grande.  La  différence  de  niveau  dans  les  deux  branches  est  y.  La  pression  eité- 
rieure  ne  changeant  pas,  on  demande  Ce  qui  se  passera  si  on  ajoute  un  poids  P 
de  mercure  dans  la  branche  ouverte, 

On  calculera  numériquement  l'exemple  suivant  : 
S  =  I  centimètre  carré. 

y  =  4  centimètres. 

V  =  I  centimètre  cube  et  demi  (i  ce.,  5)« 

P  =  20  gr.,  4. 

D  =  i3.6,  densité  du  mercure. 

—  Trouver  le  foyer  principal  d'une  sphère  en  verre  de  rayon  R  et  d'indice  n. 
(On  comptera  la  distance  focale  à  partir  de  la  lace  de  sortie  des  rayons.) 

L'expérience  étant  supposée  faite  à  zéro,  on  demande  de  combien  se  déplacera 
le  foyer  si  la  température  est  portée  à  t  degrés,  en  supposant  que  l'indice  —  i 

soit  proportionnel  à  la  densité  ( — - —  =const.  j.  On  désignera  par  K  le  coeffi- 
cient de  dilatation  cubique  du  verre. 
On  calculera  ensuite  ce  déplacement  pour  n^  =  — . 


QUESTION  215 


Solution  par 

spéciales 


M.  Colin,  sergent  au  82*  de  ligne,  élève  de  mathématiques 
éciales  à  Sainte-Barbe  [classe  de  M.  VazeiUe). 


Démontrer  que  pour  trouver  la  dérivée  d'un  déterminant  dont 
tous  les  éléments  sont  fonctions  d'une  même  variable^  il  suffit 
lie  faire  la  somme  des  déterminants  obtenus  en  remplaçant  dans 
le  déterminant  proposé  tous  les  éléments  d'une  colonne  par  leurs 
dérivées. 

Soit  un  déterminant  d'ordre  n 


A  = 


al 


a 


aj 


n 


a 
1 

a» 
2 


a< 


a. 


i 


a* 

n 


O' 


n 


a 


a 


n 


n 
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dont  nous  supposerons  tous  les  éléments  fonctions  d'une 
même  variable  x. 
Un  terme  quelconque  est  de  la  forme 

et  par  conséquent  le  déterminant  lui-même  et  la  somme 
SOi"  aP  .  .  .  (in^  =  ^9  dans  laquelle  S  porte  sur  toutes  les 

valeurs  différentes  de  a,  p,  .  .  .  n,  depuis  i  jusqu'à  n,  dans 

un  ordre  quelconque. 
En  prenant  la  dérivée  du  "terme  (1),  on  a  : 

K)'  «1   •  •  •    K 

+  a:  («§)'  •    •        <^*n 
+  a«fl|(aT)".  .  .a»; 


^a<^^al      ...      (aj)'     ■ 

Pour  avoir  la  dérivée  du  déterminant,  il  suffit  de  faire, 
pour  tous  les  termes,  les  sommes  des  résultats  analogues  au 
précédeut.  Ces  sommes  sont  les  suivantes: 

2(flp'  (aP)  .  .   .  a^ 

Sa*  (on  )'    .   .  .    «^»  etc. 
Or    '  2;(a")'  (aP)  .  .  .  (a^)  est    le   déterminant 

proposé  dans  lequel  on  a  remplacé  la  colonne  a  par  les  di- 
visées de  chacun  de  ses  éléments.  Il  en  est  de  même  pour 

S(a*)(aP)'. . .,  etc.  ;  donc  le  théorème  est  démontré. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Lestoquoy,  à  Saint-Oaentin; 
Arnaud,  à  Nice;  Haure,  lycée  Louis-le-Orand  ;  Jouixlan,  lycée  de  Rouen. 


QUESTION   216 

iiolailoii  par  M.  V.-M.  Arnaud,  élève  en  mathématiques  spéciales 

au  Lycée  de  Nice. 


Trouver  les  dérivés  des  fonctions  circulaires  inverses  arc  sin  x, 
arc  cos  x,  arc  tg  x,  en  s' appuyant  seulement  sur  la  définiticmde 
la  dérivée  et  sur  les  formules  inverses  de  V addition  des  arcs: 
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are  sin  x  -|-  arc  sin  y  =  arc  sin  (x/i  —  y*  +  y/i  —  x*,      ) 
arc  cos  x-]-  arc  cosj=  arc  cos  (xy  —  y   i —  x*  /i  —  y*,  ) 

X  -j-  y 

arc  /jf  X  +  ûrc  tg  j  =  arc  tg ^— =^  (Picquet.) 

I      xy 

1^  Arc  sin  œ,  —  Donnons  à  l'arc  x  un  accroissement  Aa;, 
la  fonction  y  =  arc  sin  x  prendra  un  accroissemenl  Ay,  et 

At/  arc  sin  te  +  Aa;)  —  arc  sin  x 

nous  aurons  :  --^  = ^^ — ^— i^ — * 

Ax  Ax 

Prenons  les  sinus  des  numérateurs  des  deux  membres,  il 

viendra  : 

sin  Ay   (x  •■\-  Ax)  y  i  — ^* — ^r  ^  —  (^  +  Ace)* 

Ax  Ao; 

Multiplions  les  deux  termes  du  deuxième  membre  par 

(x  +  ^^)  Kl  — x^  +  ce  y  I  —  (x  +  A  ojj* ,  nous  aurons  : 
sin  Ay    (x  +  ^g?)'(  i  —  a?*)  —  a?*[  i  —  i^  j-  à^xy] 

^^  £ix[(x  +  Ace)  /i— X»  +  cc/i— (cc  +  Aa?)»] 

Développons  et  réduisons: 
sin  Ay  2cc  +  Ace 

^^  (ce  +  Ace)  >/i  —ce*  +  ceVi  —  (a?  +  Accj» 

Si  nous  faisons  tendre  Ace  vers  o»  sin  Ay  tend  vers  Ay,  et 

— : — ^  tend  vers  la  dérivée  y.  Faisons  donc  Ace  égal  à  o, 
Ace 

il  viendra  : 

2ce  I 

y  =- 


cc>/i  —  ce*  +  *^i  —  ce*         vi  —  ce* 
—  On  trouverait  de  même  la  dérivée  de  arc  cos  ce. 
— A.rc  tg  ce.  —  Donnons  à  ce  l'accroissement  Ace,  y = ^rc  tg  ce 
prendra  l'accroissement  Ay;  nous  aurons  alors: 

Ay  =  arc  tg  (ce  +  ^)  —  arc  tg  ce. 
Prenons  les  tangentes  des  deux  membres  : 

Ace 
*^  ^^  ^      I  +  a:(cc  +  Ax) 
Divisons  par  Aar;  il  vient: 

Ace  I  +  ^(^  +  ^) 
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Faisons  tendre  Aa?  vers  zéro,  tg  Aj/  tendra  vers  Ajf  ei 

}LtL  tendra  ve     — ^  =  y\ 
Aa?  Ax        ^ 


Donc,  à  la  limite,  quand  Ax  =  o,  on  a  :  y'  = 


I  +*» 


QUESTION   220 

•olviloB  par  M.  Camille  Leroux,  élève  au  Lycée  Louis-le^raod. 


X  ""~  a 
Soit  la  fonction        y  =  — pj- — . 

1®  Démontrer  qu'en  désignant  par  y ,  y%  ...  y  m)  fc«  dérivées 
successives  de  j^  on  a  entre  trois  dérivées  consécutives  la  relatim 
(x*  +  i)y(n)  +  2nxy(n  -  o  4^  n(n  —  i)y(n  -  j)  =  o. 

Je  prends  la  dérivée  de  la  fonction  y,  j'ai 

,  2x(x  —  g)     ,  I 

^  "^         (ce*  +  i)*    "^   x*  +  I 

et  pour  avoir  une  relation  entre  deux  dérivées  consécutives, 

ce  "~  a 
j'élimine  le  rapport  — j—r- — ,  entre  y  et  y  ;  j'ai 

CD     "j"    I 


O?'  +  I  X*   +    I 

d'oïl  (1)  y'{x*  +  0  +  ^^y  —  I  =  o. 

Pour  avoir  une  relation  entre  les  dérivées  y[n),  y[n  —  d,  y[n  -  3)1 
je  prends  la  dérivée  (n  —  i)"*  de  (1). 

La  dérivée  de  y'(^*~h  <)  donnée  par  la  formule  de  Leibnitz 

li[n-i)  =  U[n-i)V  H t*(n-j)t? 

(n—  i)(n  —  2)  -,  , 

+  -^^ i-U{n-t)V    4-   .    ,    .    .   -j-UV{n-i) 

12 

dans  laquelle  on  pose 

Z  =  j/'(^*  +0         w  =  î/'         v  =  X*  +  I 
est 

y(n)(a?*  4-  1)  +  2  -i ^xy(n-i)  +  (»  —  iX»*  —  2)y(»-îl* 
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La  dérivée  (n  —  i)"«  de  2a;y  est 

d'où  en  ajoutant  et  égalant  à  o,  on  a 
y{n)ix^  +  i)  +  2(n—  i)xyin  -  <)  +  (n  —  i.)(n.—  2)y(n  -  d 

2  +[y{»  - 1)«  +  ^  ~  '  y(n  -  2)1  =  o 

ou      !/{n)(aî«  +  i)  +  2rw5î/(n  _  ^)  +  n(n  —  Oyi^  _  s)  =  o 

c.  q.  f.  d. 
**  Démontrer  que  si  Von  pose 

y(n)  =  (—  l)°  123  ...  n- 


^Mn  +  1) 


(l   +X2)û-l-< 

Vn  4-  \  est  un  polynôme  en  x  du  degré  (n  -f-  0  dont  le  premier 
terme  est  x°  +  ^  6/  que^  entre  trois  polynômes  consécutifs^  on  a 

Vn  —  2xVn  _  ^  +(l  +  X*)Vn  _  a  =  O. 

On  a 

I                   A        .        B 
en  posant         -~r"ï = ; — -r  + 


a?'  +  I  05  +  t         X  —  t 

on  a  A  = r  B  =  — 

2t  2t 

et 

^    M_i(a;_f)-^+i(a;+f)-2+[-i(a5-t)-«+2(a?+0-^]j 
^         2t  I  +(aj— a)[i2(a?— 1)-«— i2fa;+ej-»]] 


ou    . 

*  I  1.3 

te  —  t)«  +  <  =  x«  +  1 **"^  ^  ia?^+   -^  "^  ^^^  i«a^i+- 

^  '  I  '  I    .   2  ' 
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d'où  effectuant  (as  +  i)"  +  «  et  {x —  i)*  +  ',  y*  devient 


i)  123  ...  fi  Vr» 


1.2 1.2.3-4 


(aî>  +  1)1»  +  i) 
rn  —  I  1 

^   .   •    •     Al     ■  ÛD^  —  •    •    .    .         I 

on  voit  donc  que 

12  L      I  123  J 

Portant  dans  la  relation 

y[nj  (a?*  +  i)  +  2nxyin  -  f)  +  n{n  —  i)y(»-ii  =  o, 

les  valeurs     y»  =(—  i)»      (3;*+  1)"  +  '  "^  ' 

( —  I  )"  -  <  I  .  2  .  3 . . .  (n  —  1  )  _, 

y^  -  '  =-^ (ÏMr7)ïï ^v« 

On  a 

(— i)w    1.2.3  ...n    „  ,    2fij;("-il»  •»•  1 1.2.3  ...(»—  i) 

(—  i)«  -«  1.2.3  (n  —  2)      __ 

+  nln-,)  \^3+,).Ji ^    Vn-i=o. 

d'OÎl  V„  +  1  —  2X  Vn  +  (Oî»  +  l)  V„  -  ^  =  o, 

relation  qu'il  fallait  établir. 

3^  En  posant  Y  =  i  ^le  théorème  de  Sturm  s'applique  à  la  suite 
des  polynômes  Vn,  Vn  +  i  etc.  et  les  racines  de  Véquation  Vu  =  o 
séparent  celles  de  Véquation  Vn  -  <  =  o. 

J'ai  V„  +  <  =  2X  V»  —  (a;«  +  i)  V»  -  < 

V«  =    =  20?  V„  -  1  (a;«-f  i)  V„  -  , 


V«        =  2a?V,  —  (««+ i)  V| 
V,        =  250  Vi  —  te»  +  i)  V 
Je  vais  examiner  les  différentes  propositions  suivantes  : 
i®  Ce  qui  arrive  quand  une  des  fonctions  s'annule  : 
Quand  une   fonction  intermédiaire  Vp  _  ^  s'annule  pour 
x  =  A;,  les  deux  fonctions  qui  la  comprennent  sont  de  si^es 
contraires  pour  o;  =  &. 
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99  Deux  fonctions  consécutiyes  ne  peuvent  pas  s'annuler 
pour  la  même  valeur  de  x. 

Car  si  Vj>  ,Vp  -  i  s'annulaient  pour  05  =  i,  Vp  _  j  s'annu- 
lerait aussi,  et  de  proche  en  proche  on  voit  que  Y  s'annu- 
lerait, ce  qui  est  impossible  car  Y  =  i. 

3®  La  suite  Yp  ,Yp  -  <,  Yp  _  g  .. .,  ne  perd  ni  ne  gagne  de 
Tariationsquand£cpasseparuneracinederéquationYp  _  i=o, 
Yp  -  4  étant  une  fonction  intermédiaire  quelconque. 

En  effet  si  k  est  une  racine  de  l'équation  Yp  _  i  =  o,  on 
pourra  toujours  trouver  un  nombre  A  >  o  et  assez  petit  pour 
que  X  variant  deft  —  Aà&-|-/iil  n'y  ait  pas  de  racines  de 
Yp  =  o  et  de  Yp  -  2  =o;  or  pour  x  =  kfYp  eiYp  ^  ^  sont  de 
signes  contraires  ;  donc  aussi  pour  k  —  heik  -{•  k;  il  j  aura 
donc  une  seule  variation  pour  x  =  k  —  Aetaj=ft+  '^5 
car  il  y  a  en  a  un  nombre  impair,  et  une  suite  de  trois 
termes  devant  présenter  un  nombre  impair  de  variations 
n'en  peut  présenter  qu'une  ;  il  n'y  a  donc  ni  perte  ni  gain  de 
variations  Ces  propriétés  montrent  Fidentité  de  ces  fonctions 
et  de  celles  de  Sturm. 

La  perte  ou  le  gain  de  variations  ne  peut  donc  provenir 
que  de  Yn  +  1.  Donc  s'il  y  a  entre  deux  nombres  donnés  t;  va- 
riations perdues  ou  gagnées,  il  y  aura  au  mains  v  racines  de 
l'équation  Yn  +  i  =  o  entre  ces  deux  nombres. 

Substituant  dans  la  suite  Yn  +  i ,  Y» ,  Yn  -  i ,  . . .  ,  Y —  oo 
et  -|-  <30  on  a  les  signes  suivants  : 

1®  n  pair  —  -j-  —  +  ....  pour  x  =  —  oo 
2®  n  impair    +     —     +     —      ....  »  » 

.        .   I    +      4-      +      +      ....       pour  05  =  +  <30 
ou  impair)      i        »        i        i  ^  i 

il  y  a  donc,  que  n  soit  pair  ou  impair,  perte  de  {n  -{-  i) 

variations;  donc  l'équation  Yn  4- 1  =  o  a  au  moins  {n  -\-  i) 

racines  réelles;  or  elle  est  du  degré  (n -|-  i),  donc  elle  a 

toutes  ses  racines  réelles.  —  De  plus  on  peut  en  conclure 

Y 

que  le  quotient  —  passe  d^  négatif  au  positif  au  mo- 

ment  où  x  atteint  et  dépasse  une  racine  de  l'équation  Yn  =  o  ; 
donc  les  racines  de  l'équation  Y^  =  o  séparent  les  racines 
de  l'équation  Y»  -  i  =  o. 
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4^  loi  coefficients  de  Y  sont  des  fonctions  linéaires  de  la  cons- 
tante BiCt  en  posant 

V(ii  4-  1)  =  P(n  +  il  —  Q(n  + 1) 

on  a»  si  x  =  cotg  cp, 

n°T'    =co^g  (n+i)y 

Vn  +  1 

fn  conclure  les  expressions  trigonomélriques  des  racines  de  té- 
quation  Yn  ^  «  =  o. 

On  a  trouvé  pour  Yn  +  i 
1  .      nlnA-  i)  .   ,    (h  4-  i)(n)(n  —  i)(n  —  2) 

1.2  1.2.3.4 

[n+i  (n+i)n(n  —  i)  .   ,  t 

I  1.2.3  J 

Si  l'on  pose  par  exemple 

cos  ®  • 
X  =  cotg  cp  ou  =  — : — ^, 
^  ^  sm  9 

on  a  .  ,    .  ,,  ^ i — ' — ' : 7-^  +  •  •  • 

sm('»  +<)  ç  I  sin*»  "  *  ^ 

fn  +  I  cos»»  9      (n  +  i)n(n  —  i)  cos»*  "  *  ?  _,  1 

T.     I       sin»  9  1.2.3        sin»  -  «  9   '     "  '  J 

ou       cos»  +  <  9 i — ' — ^  cos»  -  ^  (p  sin*  9  +  . . . 

[n+i  (n+iMw — i)  .     .  •     .       1 

— ' — cos^çpsincp — i — ' —    ^     — ^cos»-«<psin*<p-{-...  l=o 
I  1  •  2  •  ^  J 

d'oîi  o  =  cotg  (n  +  1)9. 

Soit  a  le  plus  petit  des  arcs  ayant  pour  cotangenie  a,  on  a 

(n  +  1)9  =  a  +  kit. 

a  -|-  fc^ 

en  donnant  h  k  les  {n  -j-  i)  valeurs  o,  i,  2,  ...  n»  on  a  les 
n  -f"  0  racines  trigonométriques  de  Féqualion  Yn  4. 1  =0. 

5®  On  propose  d^étabUr  que  le  polynâme  Yn  satisfait  aux 
deux  éqiMtions  smvantes. 

nYn  -  i  =  2nx  Yn  —  (i  +  x*)V'ii, 
(i  +  x«)Y'n  —  2(n  —  2)  xV'n  +  n(n  —  i)Yn  =  o. 

J'ai  trouvé  la  relation 

Yn^i  —  2nYn—{l   +X*)Yn^i.  (1) 
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Je  calcule  Y  n.  J'ai 

r  w(w  —  0  „-     .1    w(n  i)(n  —  2)(n — 3  .T 

L  12  1234  J 

d'où  .  Yn=nYn-i      Vn-i   =    ^'' 


n 
portant  dans  (1),  on  a 

nV«  -  4  =  2na;V«  —  (i  +  a?*)  V'n. 

De  même  on  trouverait  : 

V'„  =  n(n— i)V„-.,. 

portant'  les  valeurs  Vn  -  i  =  — ^,  Vn  -  »  =  — -, — - — r, 

n  n{n  —  i) 

dans  la  relation 

V„=  2xVn  -  4  —  (i  +  a;«)  Vn  -  2. 
j'ai   (i  +  X*)  Vn  —  2(n  —  1)0?  V'n  -f  fi(n  —  i)  Vn  =  o; 

c.  q.  f.  d. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 
A  l'École  polytechnique 


Mathématiquefli  élémentaires. 

-*  Chercher  combien  il  y  a  de  fractions  équivalentes  à  une  iraction  donnée  et 
i yant  des  termes  plus  petits  que  ceux  de  cette  fraction  donnée. 

—  Trouver  tous  les  nombres  entiers  x  tels  que  rc^  —  i  soit  divisible  par  un 
«rtain  nombre  premier  p. 

—  a  étant  un  nombre  tel  que  a'  —  2  soit  divisible  par  7,  on  demande  s'il  est 
oujours  possible  de  trouver  un  nombre  plus  petit  que  a  qui  soit  divisible 
ar  7. 

—  Trouver  les  solutions  entières  de  l'équation  od^  —  1^  =  9* 

—  et  -r-  étant  des  fractions  irréductibles,  et  &  et  d  étant  différents,  on 
b  d 

îmande  si  la  somme  des  deux  fractions  peut  ou  ne  peut  pas  être  un  nombre 
iljer. 

—  Etant  donnés  un  plan  P,et  un  triangle  ABC  ayant  un  côté  BG  dans  le  plan?, 
dont  le  plan  fiilt  avec  le  plan  F  un  angle  9,  on  projette  le  sommet  A  en  a 

r  le  plan  F,  6t  on  demande,  connaissant  tous  les  éléments  du  triangle  de 
space  et  l'angle  ç,  de  calculer  l'angle  BaC  du  triangle  projeté. 

—  p  étant  un  nombre  premier  absolu,  et  a  un  nombre  premier  avecp,  on  peut 
ijours  trouver  une  puissance  entière  de  a  qui,  divisée  parp,  donne  pour  reste 
ni  té. 
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—  Mener  par  nu  point  donné  un  cercle  tangent  à  deux  droites  données. 

— De  eondiien  de  manières  peut-on  décomposer  le  nombre  N  =  a"  fr^  cT...  (T 

en  produits  de  facteurs  dilftrents? 

—Couper  un  angle  solide  à  quatre  (Snoes  par  un  plan  de  manière  que  la  section 
soit  un  parallélogramme. 

-^  Etant  donna  trois  nombres  a,  6,  c,  trouyer  une  progression  arithmétiquei 
termes  entiers  telle  que  les  nombres  a,  6,  c,  en  lassent  partie. 

— Soientdeux  nombres  N  =o*  6*  cT. . . .  et  N'  =  a"*»  6'P  cT* eommeat 

peut-on  trouver  tous  les  diviseurs  communs  à  ces  deux  nombres,  et  eorabiea 
y  a-t-il  de  ces  diviseurs? 

—  Démontrer  que  la  division  harmonique  est  projective. 

—  Volume  engendré  par  un  octogone  régulier  tournant  autour  d'an  de  ses 
côtés. 

Algèbre. 

—  À  et  À'  étant  deux  valeurs  approchées  d'un  nombre  x,  Tune  par  excès, 
l'autre  par  défaut,  on  réduit  A  et  A'  en  fractions  continues  ;  établir  que  les 
quotients  incomplets  communs  à  A  et  A'  sont  ceux  que  fournirait  la  réductioo 
de  âP  en  fraction  continue. 

—  Sachant  que  f(x)  est  un  polynôme  qui,  égalé  à  zéro,  a  toutes  ses  racines 
inégales  et  autres  que  d:  i ,  on  demande  de  décomposer  l'expression 

I 

en  fractions  simples.  ^_^ 

—  Racine  carrée  de  l'imaginaire  i  —  2^—  i. 

—  Séparer  les  racines  de  l'équation  x*  +^  -^Xi;— 3  =  o.  Disenssioa. 
quand  X  varie  de  -^  oo  à  +  oo. 

a?*  a*  a* 

—  Pour  quelles  valeurs  de  a;  la  série  i  +  as  +  —7=  +  -^  4*  •  •  •  -i =• 

-(-...  est-elle  convergente? 

—  Diviseurs  du  second  degré  en  x  du  polynôme  x^  +  0^  +  ^  +  c. 

—  Valeur  de  l'expression  xn  {^x  pour  a?  :=  o. 

—  Pour  quelles  valeurs  de  a?  la  série 

x*  cos  20      a;'  eos  Sa  a^  cos  nm 

^  1.2  1.2.3  I  .2...» 

est-elle  convergente? 

X  -t*  I 

—  Calculer  les  dérivées  des  fonctions  y  =  arc  sin     ,  et  y  =  are  sia 

x'  -{-  i 

■    ,  . — ^,  X  étant  un  arc  compris  entre  —  et  —  — - . 
»*  -h  I  2  2 

3x^  4-  2xy 

—  Limite  de  1  expression       _  ,   .       quand  a;  et  y  augmentent  simoltané- 

ar  "t"  3y 

ment  et  croissent  tous  deux  jusqu'à  l'inflni. 

—  Soit  la  firaction  ^— —  ;  trouver  une  série  ordonnée  suivantles  pui^wancw 

croissantes  de  (t,  et  telle  qu'elle  soit  convergente  pour  des  valeurs  asseï  petites 

de  as,  la  limite  étant  . 

'  a  —  X 
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Même  question  pour  ■■ 

(a  —  xY 

—  Quelles  sont  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  Texpression 

I      nx*  "*  *[o  —  ac)  +  ^g** 

a«  (a  —  a?)* 

tend  vers  zéro? 

Gôoméirle  analytique  à  deux  dimensloBS. 

—  Étant  donnée  Téquation  ko?  +  2Ba;y  +  Cy'  =  o,  calculer  Tangie  dei 
deux  droites  qu'elle  représente,  et  former  l'équation  homogène  du  2*  degré  qui 
représente  le  système  de  leurs  bissectrices. 

—  On  donne  en  coordonnées  rectangulaires  l'équation  ko?  +  2B:r|f  4-  G|/> 
4-  ...  4-  F  =  o  d'une  conique,  et  l'équation  ax  4-  &y  +  c  =  o  d'une  droite; 
trouver  les  conditions  que  doivent  remplir  a,  &,  c,  pour  que  la  droite  soit 
un  diamètre  de  la  courbe,  et  qu'elle  fasse  avec  son  conjugué  l'angle  0. 

Conditions  pour  que  0  :=  90*. 

—  Par  un  point  M  d'une  ellipse,  on  mène  les  deux  rayons  vecteura  HF  et  MF' 
ainsi  que  la  normale  ML;  trouver  le  lieu  des  points  P  situés  sur  la  normale  et 
tels  que  l'on  ait  MP>  =  MF  X  MF'. 

—  Former  l'équation  qui  représente  le  système  des  4  normales  qu'on  peut 
mener  d'un  point  i^)  à  une  eUipse,  ou  à  une  hyperbole  donnée. 

—  Par  un  point  uxe  pris  à  l'intérieur  d'une  ellipse,  on  mène  une  sécante;  sur 
une  perpendiculaire  élevée  à  cette  sécante  par  le  point  fixe,  on  porte  à  partir  de 
ce  point  une  longueur  égale  à  la  moyenne  géométrique  des  deux  segments  de  la 
sécante.  On  demande  le  lieu  des  extrémités  de  ces  longueurs  quand  on  foit 
tourner  la  sécante  autour  du  point  fixe. 

—  Par  un  point  M  quelconque  pris  sur  une  ellipse  on  mène  la  normale  MAB 
qui  coupe  le  grand  axe  en  A,  et  le  petit  axe  en  B.  Démontrer  qu'on  a,  quel 
que  soit  M,  MA  x  MB  =  MF  X  MF'. 

F  et  F'  étant  les  deux  foyers. 

—  Établir  par  le  calcul  qu'une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocales  se- 
coupent  à  angle  droit. 

—  Dans  quelles  régions  du  plan  d'une  hyperbole  faut-il  placer  le  point  d'où 
l'on  mène  deux  tangentes  à  la  courbe  pour  que  ces  tangentes  touchent  la  même 
branche  de  l'hyperbole? 

Rechercher  si  un  point  donné  (oi^)  est  intérieur  ou  extérieur  à  la  parabole 
(cLx  4-  hyY  4-  2cte  4-  2ey  4-  ^  =  o. 

—  Trouver  dans  le  plan  de  la  parabole  un  point  tel  que  les  normales  menées 
de  ee  point  à  la  courbe  fassent  deux  à  deux  entre  elles  des  angles  de  120*. 

—  Lieu  des  pôles  des  normales  : 

!•  à  Tellipse;  2»  à  l'hyperbole;  $•  à  la  parabole. 

—  Trouver  les  points  de  la  courbe  p  =  a  sj  cos  20)  où  k  tangente  est  pa- 
rallèle à  l'axe  polaire. 

—  Construire  géométriquement  les  éléments  principaux  d'une  parabole  dont 
on  connait: 

1*  L'axe  et  2  points; 

2*  3  points  et  la  direction  de  Taxe. 

— -  Soit  l'équation  y*  =a  %px  +  qx^  4-  R  (en  coordonnées  rectangles]  peiq 
étalent  connus,  déterminer  R  de  manière  que  l'origine  soit  un  foyer  et  calculer 
Tabscisse  de  l'autre  foyer. 

—  Le  produit  des  ahres  du  parallélogramme  inscrit  à  l'ellipse  et  du  paral- 
lélogramme circonscrit  eorrespondant  est  égal  à  8a>&*. 


••>- 
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Oéométrie  analytique  fc  trois  diinansioiia. 

^  Génération  du  paraboloîde  elliptique  par  le  mouremeat  d'un  eerde.  —  Ce 
mode  de  génération  peut-il  donner  tous  les  paraboloîdes  eUiptiqnes? 

«»      a* 

—  Lieux  des  centres  des  sections  obtenues  en  coupant  la  surface r=^ 

P       P 
par  des  plans  passant  :  1*  par  un  point  donné  ;  3"  par  une  droite  donnée. 

—  Trouver  les  divers  lieux  des  points  tel  que  le  rapport  de  leurs  distanees  : 
1*  à  un  point  et  à  un  plan  fixes; 

1*  A  une  droite  et  à  un  plan  fixes; 
3*  à  une  droite  et  A  un  point  fixes  ; 
4*  à  deux  droites  fixes, 
soit  constant. 

—  Lieu  des  perpendiculaires  menées  par  le  sommet  du  cône  Aa^  +  Bif^-^Cs' 
=:  o  à  tous  les  plans  tangents. 

—  Si  un  trièdre  trirecumgle  a  son  sommet  au  centre  de  reliipsoîde,  la  somme 
des  carrés  des  inverses  des  segments  déterminés  par  la  surface  sur  les  trois 
arêtes  du  trièdre  est  constante. 

—  Le  cône  formé  par  les  normales  menées  aux  sections  centrales  d'aire  eooâ- 
tante  dans  l'ellipsoïde  n'est  pas  de  révolution  ;  trouver  les  plans  cycliques. 

—  Cônes  du  deuxième  degré  qui  passent  par  la  rencontre  de  la  sphère 
35*  +  y*  +  «*  =  R*  et  du  cylindre  y*  -\-  x'  —  Kx  =  o.  Combien  y  en  a-t-il? 

—  Etant  données  trois  axes  rectangulaires  et  un  point  sur  chacun  d'eux, 
calculer  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit  et  celles  du  centre  du 
cercle  inscrit,  au  triangle  formé  par  les  trois  points. 

—  Etablir  que  si  un  cône  a  pour  sommet  un  point  d*un  byperboloîde  de  révo- 
lution et  équilatëre,  ic>  -j-  y^  —  a'  =  o',  et  pour  base  le  cercle  de  gorge,  les 
sections  anti parallèles  sont  perpendiculaires  au  4)lan  du  cercle  de  gorge. 

—  Par  une  droite  (a?  —  as  -h  p,  y  =.  6a  -\-  q)  mener  les  plans  tangents  à  une 
surface  du  deuxième  oi*dre  et  former  l'équation  qui  représente  le  système  de 
ces  plans  tangents. 

ûC^  4/'  s' 

Appliquer  à  l'ellipsoïde  — -  +  -^  H — j-  =  i . 

—  Former  l'équation  générale  des  surfaces  du  deuxième  ordre  qui  contien- 
nent deux  droites  données,  et  deux  points  donnés. 

Distinguer  entre  le  cas  où  les  deux  droites  données  sont  dans  un  même  plan, 
et  celui  où  elles  ne  se  rencontrent  pas. 

—  Former  l'équation  du  paraboloîde  hyperbolique  contenant  l'axe  des  2,  une 
parallèle  à  Taxe  des  x^  et  un  point  sur  chacun  des  axes  ox  et  oy. 

—  Former  l'équation  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  rapporté  aux  deux  généra- 
trices reclilignes  qui  passent  [jar  un  point  de  la  surtace,  et  au  diamètre  conju- 
gua de  leur  plan. 

Même  question  pour  le  paraboloîde  hyperbolique. 

—  On  donne  la  parabole  (z  =  o,  y'  =  2p)  et  on  demande  le  lieu  des  som- 
mets des  trièdres  triractangles  dont  les  arêtes  rencontrent  le  plan  2:oy  suria 
parabole  donnée. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 

IMPKIUBKIK  CBNTIULI  DES  CIIBMINS  DE  FIM.  —  A.  CHiiX  BT  C<«, 
RUE  BBRGftRE,  30,  À  PAR».  ^  1SS7S-0. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  LIÎYPERBOLE 

DE  LA  PARABOLE 

ET    DE    LEURS    PROPRIÉTÉS 
ParM.Iianiioyj  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis-le-Grand. 

(Suite,  voir  p.  289  etsuiv.) 


LIL  Théorème.  —  MD,  MD',  DD'  (fig.  23)  sont  trois  tan- 
gentes à  une  parabole, 

I  le  point  de  contact  de  j^^ 

DD',  F  te  /bi/er  \  om  a 
FDXFD'  =  FMXFL 

Les  triangles  IDF 
et  DIIF  sont  sem- 
blables, car,  d'après  le 
problème  précédent, 
lesanglesIFDetMFD' 
sont  égaux,  et  il  en 
est  de  même  des  an- 
gles IDF  et  D'MF  qui 
ont  même  mesure  ;  on 
en  conclut  la  propor- 
DF  FI 

^*^^1ïF=dT' 

d'où  la  relation  pro- 
posée. 

LUI.  Théorème.  —  Si  deux  tangentes  (fig.  23)  issues  du 
point  M  et  dont  les  points  de  contact  sont  A  e/  B,  sont  coupées  par 
nne  troisième  tangente  en  D  et  D',  on  a  la  proportion 

MD   _    BD\ 

DA  "^    MD" 

Les  triangles  DFA  et  MFD'  sont  semblables,  car  ils  ont  : 
1<>  les  angles  DAF  et  D'MF  égaux  comme  étant  tous  deux 
égaux  à  l'angle  IDF  (XLYII  et  LI);  2<>  les  angles  DFA  et  MFD' 
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Fig.  i3. 


—  338  — 
égaux  (LI);  on  en  conclut  la  proportion 

DF    ■"   D'F  • 

De  même,  les  triangles  DTB  et  MDF  sont  semblables 
comme  ayant  :  1^  les  angles  DTB  et  MFD  égaux,  puisqu'ils 
ont  pour  mesure  des  arcs  égaux  B'D'  et  MD  (LI);  à»  les 
angles  FBD'  et  DMF  égaux  comme  tous  les  deux  égaux  à 
Tangle  DD'F;  d*oîi  la  proportion 

MD  _  DB 

DF  —  D'F* 
En  divisant  ces  deux  proportions  membre  à  membre,  il 

MD         BD' 


vient  ^j^  -  -gg^, 

c'est-à-dire  la  proportion  donnée. 

Corollaire.  —  Si  Ton  a  MA  =  MB,  c'est-à-dire  si  les 
tangentes  limitées  à  leur  point  de  rencontre  et  à  leurs  poinU 
do  contact  sont  égales,  on  peut,  d*après  une  propriété  connue 
des  proportions,  écrire  la  précédente 

DA  +  MD    _   MD^  +  PB 
MD  ""  DB 

et  comme,  par  hypothèse 

DA  +  MD  =  MD'  +D'B, 
]en  résulte  MD  =  DB 

et  aussi  MD'  =  DA. 

Donc,  si  deux  tangentes  égales  menées  à  une  parabole  sont 
coupées  par  une  troisième^  les  segments  déterminés  sur  ces  tan- 
gentes sont  égauXf  mais  les  segments  égaux  ne  sont  pets  plaça 
de  la  même  manière  sur  les  tangentes, 

LIV.  Théorème  de  Steiner.  —  Le  point  de  concourt 
des  hauteurs  d'un  triangle  circonscrit  à  une  parabole  se  trouit 
sur  la  directrice. 

Lemme.  —  Dans  un  triangle  ABC  (fig.  24)  une  hauteur  AD 
rencontre  la  circonférence  circonscrite  en  un  point  0  symétiHqut 
par  rapport  au  côté  BG,  du  point  de  concours  des  hauteurs. 

En  joignant  BH  et  BO,  on  a  deux  triangles  égaux  BHD 
et  BDO,  car  ils   ont  un   côté   commun  BD;  Tangle  HBC 
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complémentaire  de  l'angle  G  est  égal  à  l'angle  DBO,  complé- 
menlaire  de    l'angle  0,    et  les 
deux  angles   0  et  G  ont  même 
mesure,  donc  DH  =  DO. 

Soient  (fij.  24)  AB,  BG,  AG 
trois  tangentes  à  une  parabole 
de  foyer  F  ;  la  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  A,  B,  G 
passe  aussi  par  le  foyer  F. 
Soient  0  le  point  de  concours  des 
hauleurSy  G  son  symétrique  par 
rapport  à  BG,  I  le  point  symé- 
trique de  F  par  rapport  à  BG, 
les  deux  droites  10  et  FG  vont 

rencontrer  évidemment  la  droite  BG  au  même  point  N!  On 
sait  en  outre  (II,  Remarque  XLIII)  que  le  point  I  appartient 
à  la  directrice. 

D'abord,  il  s'agit  de  déterminer  l'angle  APN;  extérieur 
au  triangle  NBP,  il  est  égal  à  la  somme  des  angles  NBP  et 

PNB  APN  =  PNB  +  NBP; 

mais,  d'après  la  figure, 

PNB  =  GNG  =  GAG  —  FAB; 

d'autre  part,  l'angle  NBP,  extérieur  au  triangle  ABD,  a  pour 


Fig.  U. 


t: 


NBP  =  —  +  BAG 

2       ' 


valeur 

et  par  suite 

APN  =  -^  +  BAG  —  FAB  +  GAG  =  — +  CAF. 

2  2 

Si  donc,  laissant  fixes  l'angle  A  et  le  point  F,  on  donne  à 
BG  toutes  les  positious  pour  lesquelles  l'angle  BFG  est  sup^ 
plémentaire  de  l'angle  A,  cette  droite  BG,  comme  on  Ta  vu 
(XLIX),  enveloppera  une  parabole  de  foyer  F  et  tangente  aux 
côtés  de  l'angle  A.  Dans  ce  mouvement  la  droite  NPO  restera 
ûxBy  puisque  l'angle  APN  a  une  valeur  indépendante  de  la 
position  de  BG  ;  cette  droite  contenant  tous  les  points  symé- 
triques du  foyer  par  rapport  à  toutes  les  positions  de  la  tan- 
gente BG  est  la  directrice  de  la  parabole  ;  elle  contiendra 
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également  tous  les  points  de  concours  des  hauteurs  de  tous 
les  triangles  obtenus  dans  le  mouvement  de  BC. 

Corollaire  I.  —  De  ce  qui  précède,  on  déduit  comme 
cas  parliculier:  les  centres  de  tous  les  triangles  équilatiraux 
circonscrits  à  une  même  parabole  sont  situés  sur  la  directrice 
de  celte  parabole,  et  :  les  directrices  de  toutes  les  paraboles  ins- 
crites à  un  même  triangle  équilatéral  donné  passent  toutes  par 
le  centre  de  ce  triangle. 

Corollaire  II.  —  Si  l'on  remarque  que  quatre  droites 
données  sur  un  plan  peuvent  être  touchées  par  une  même 
parabole  (XLYin,  Corollaire  II),  on  dira  :  dans  les  quatre 
triangles  que  forment  trois  à  trois  quatre  droites  tracées  sur  un 
même  plan,  les  points  de  concours  des  hauteurs  appartiennent 
tous  quatre  à  une  même  droite,  (Steiner.) 

LV.  Tliéorème.  —  Si  par  le  point  A  (fi g.  25)  de  con- 


Fig.  25, 

cours  de  deux  tangentes  on  mène  une  parallèle  à  Vaxe,  l'angle 
LAC  que  fait  cette  parallèle  avec  l'une  des  tangentes  est  égal  à 
FAB  que  fait  avec  Vautre  la  ligne  qui  joint  le  foyer  au  point  k. 

D'après  le  théorème  précédent,  la  ligne  NPO  est  la  direc- 
trice de  la  parabole  définie  par  le  foyer  F  et  les  tau  génies 
AB  et  AC;  la  parallèle  AL  à  Taxe  est  perpendiculaire  à  celte 
directrice.  Soit  Q  le  point  oh  MP  rencontre  AC,  l'angle  LAC 
a  pour  complément  l'angle  AQP;  or  l'angle  APN  extérieur 
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au  triangle  PÂQ  a  pour  valeur 

APN  =  AQP  +  A, 
d'où  AQP  =  APN  —  A, 

ou  à  cause  de  la  valeur  de  APN  (LIV), 


TZ 


AQP  =  —  —  BAF 
et  par  suite  LAC  =  BAF. 

Corollaire  I.  —  Dans  le  cas  oh  le  point  F  occupe  le 
milieu  de  l'arc  BFC,  il  est  évident  que  la  ligne  ALcoïocide 
avec  AF  ;  AL  est  Taxe  lui-même  de  la  parabole. 

Corollaire  II.  —  Déterminer  Vangle  des  axes  de  deux  para- 
bolex  inscrites  dans  le  même  angle  et  de  foyers  donnés* 

Soient  (fig.  26)  A  le  point  de  concours  des  deux  tangentes 


Fig.  26. 

communes  ;  F  et  F'  les  foyers  ;  AL,  AL'  les  parallèles  aux 
axes  menés  par  le  point  A  :  il  est  facile  de  voir  que  Tangle 
LAL'  est  égal  à  l'angle  FAF'. 

LVI.  Problème.  —  Étant  donnée  une  parabole  par  son 
foyer  et  un  angle  circonsant^  construire  une  autre  parabole  ins- 
crite dans  le  même  angle  dont  Vaxe  fait  avec  celui  de  la  première 
un  angle  donnée  et  connaissant  :  4^  ou  son  point  de  contact  sur 
une  des  tangentes  données  ;  V  ou  une  troisième  tangente. 

Soieni  (fig.  26)  A  le  sommet  deTangle  circonscrit  commun, 
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F  le  foyer  de  la  première  parabole  ;  dans  les  deux  cas  on 
mènera  la  ligne  AF'  faisant  avec  AF  Tangle  donné  (LV, 
Corollaire  II);  cette  droite  contiendra  le  foyer  de  la  parabole 
cbercbée  ;  cela  fait,  dans  le  premier  cas,  on  mènera  la  ligne 
AL'  faisant  avec  Tune  des  tangentes,  AM  par  exemple,  un 
angle  L'AM  égal  à  Tangle  FAN;  AL'  sera  la  direction  de 
l'axe  de  la  deuxième  parabole  (LV)  ;  par  le  point  donné  M, 
on  mènera  une  parallèle  à  AL'  et  par  le  même  point  une 
droite  MF'  faisant  avec  AM  le  même  angle  que  fait  a?ec 
cette  droite  la  parallèle  précédente;  MF'  contiendra  le 
foyer  F'  (XLII)  ;  dans  le  second  cas,  le  foyer  sera  au  point 
de  rencontre  de  AF'  et  du  cercle  circonscrit  aux  trois  tan- 
gentes. Connaissant  le  foyer  et  deux  tangentes,  la  parabole 
est  déterminée.  Dans  les  deux  cas,  le  problème  n'admet 
qu'une  solution. 

VI 

PROPRIÉTÉS  DES  NORMALES 

LVII.  Théorème.  —  La  normale  en  un  point  d'une  para- 
bole est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  du  point  de 
contact  et  par  la  parallèle  à  Vaxe  menée  par  ce  point. 

Cette  propriété  est  une  conséquence  directe  du  théorème 
VIL 

Soient  (fig.  27)  MDla  normale  en  un  point  M  d'une  parabole, 

MF  le  rayon  vecteur;  le  triangle 
MFD  est  évidemment  isoscële 
et  r  le  milieu  de  MD  est  la 
projection  du  point  F  sur  la 
normale  ;  I  étant  la  projection 
du  foyer  sur  la  tangente,  le 
quadrilatère  MIFI'  est  un  carré 
et  MI'  =  FI  ;  par  suite  MD 
=  2FI  ;  si  ToA  désigne  par  1 
l'angle  FMD,  le  triangle  ISF 

IF  =  — H— 
2  cos  a 

_       P 


donne 


Fig.  S7. 


et  alors    MD  = , 

cos  a 


—  343  -- 

et  si  Ton  remarque  que  MD  cos  a  représente  la  projection 
de  MD  sur  Taxe,  projection  que  Ton  appelle  sous-normale^  on 
dira  que  dans  la  parabole  la  sottë-^normale  est  constante  et  égale 
au  paramètre.  Cette  projection  est  aussi  celle  de  MD  sur  le 
rayon  vecteur  ;  elle  est  donc  constante,  quel  que  soit  le  point 
considéré. 

LVIII.  Théorôme.  —  Par  un  point  pris  dans  le  plan  d^une 
parabole  on  peut,  en  généraly  mener  trois  normales  à  la  courbe. 

Soient  (fig.  27)  P,  le  point  considéré,  PR  sa  distance  à  Taxe, 
positive  si  P  est  au-dessus  de  Taxe  ;  la  position  de  ce  point 
sera  déterminée  par  la  longueur  FR  =  l  et  par  PR  =  d.  Le 

d 


triangle  PRD  donne     tg  a  = 


RD 


on  en  tire  facilement 

sin  a  cos  a 


RD» 


d'où  cos  a'  ^  „  . 

d«+RÎ5* 

De  plus,  le  triangle  isoscèle  FMD  donne 

FD=      ^^      -        P 


2  COS  a  2  cos*  a 

et  il  est  à  remarquer  que  cette  expression  n'est  autre  que 
celle  du  rayon  vecteur  FM. 

En  outre  FD  =  I  +  RD  ; 

égalant  ces  deux  expressions  de  FD  et  résolvant  par  rapport 

à  cos*  a,  il  vient       cos*  a  =  — rrT"^57Tr* 

2{i  -j-  RD) 

Égalant  aussi  les  deux  expressions  trouvées  de  cos*  a  et 

ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  RD, 

on  a  2RÎ?  +  (2i  —  p)  Rî?  —  pd*  =  o.      (1) 

Cette  équation  est  du  troisième  degré,  par  rapport  à  RD  ; 
elle  a  donc  trois  racines  ;  à  chacune  de  ces  racines  corres- 
pond une  normale  issue  du  point  P  ;  donc  de  ce  point  partent 
trois  normales. 

Remarque.  —  Si  Von  porte  sur  taxe  Sune  parabole,  à  partir 
du  sommet,  une  longueur  égale  au  rayon  vecteur  d*un  point^quel- 
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conque  de  la  courbe^  et  sur  la  perpendiculaire  à  Vaxe  menée  du 
point  obtenu  une  longueur  égale  à  la  normale  au  point  choisi 
sur  la  courbe,  lextrémité  de  cette  longueur  est  un  point  de  la 
parabole. 

Il  suffit  de  remarquer  qu'en  vertu  des  expressions  trouYées 
pour  MF  et  pour  MD,  on  a 

MÏ?  =  2p  X  MF  (*); 
d*ou  la  propriété  énoncée,  en  vertu  du  théorème  XLI. 

LIX.  Théorème.  —  Pour  *  tous  les  points  d'où  partent 
deux  normales  rectangulaires,  la  troisième  normale  se  projette 
sur  Vaxe  suivant  une  longueur  constante. 

Soit  (fig.  28)  P  un   point  d'où  partent  les  normales  PM, 

PM',  PM',  les  deux  premières 
étant  rectangulaires;  D, D', 
D'  sont  les  points  oh  ces 
normales  rencontrent  Taxe; 
d'après  l'équation  (1)  du 
théorème  précédent,  le  pro- 
duit des  distances  du  point 
R  aux  trois  points  D,  D',  D' 
a  pour  expression  : 

i'  —  jL; 

2 

or,  le  triangle  DPD'  est  rec- 
tangle en  P,  donc 

RP  ou  d«  =  RD  X  RD' 

et  la  considération  des  deux 


RD  X  RD'  X  RD'  = 


Fig.  iW. 
relations  précédentes  donne 

RD'  = 


P. 

2 


De  plus,  la  sous-normale  D'Q'  étant  égale  à  p,  on  a 

RQ'  =  ^, 

2 

ce  qui  démontre  le  théorème. 


(*)  Cette  propriété  a  été  démontrée  et  utilisée  par  M.  d'Ocagoe;  yoy.  Journal 
de  Math,  élém.,  3*  année. 
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LX.  Théorème.  —  Le  lieu  du  point  d'où  partent  deux 
normales  rectangulaires  est  une  parabole. 

Il  est  évident,  d'après  le  théorème  précédent,  que  si  le 
point  P  (fig.  28)  est  tel  que  la  normale  PM'  a  une  projection 

sur  Taxe  éi^ale  à  — ^,  les  deux  autres  normales  issues  du 

même  point  sont  rectangulaires.  A  la  valeur  de  RD'  égale  à 
-^  correspondent  pour  Z  et  d  des  valeurs  liées  par  une  rela- 
tion que  Ton  obtiendra  en  substituant  à  RD  cette  valeur—, 

2 

dans  l'équation  (1)  (XXIII);  cette  relation  est 

Si  Ton  prend  à  partir  du  point  F  un  point  S^  tel  que 
FS|=p,  la  distance  du  point  R  à  ce  point  sera  précisément 
l — p  et  la  relation  précédente  appliquée  au  point  P  s'écrira 

RD«  =  -^  RS,, 

2 

ce  qui  prouve  que,  dans  ces  conditions,  le  point  P  se  trouve 
sur  une  parabole  de  paramètre  égal  à  la  moitié  de  celui  de 
la  parabole  primitive  (XL). 

LXI.  Théorôme.  —  Le  centre  de  gravité  du  triangle 
formé  par  les  pieds  des  trois  normales  issues  d'un  même  point  se 
trouve  sur  l'axe. 

Soient  (fig.  29)  D|,  D„  D,  les  points  où  les  trois  normales 
issues  d'un  point  P  rencontrent 
l'axe;  on  sait  (LVIII)  que  ces 
points  sont  déterminés  par  l'é- 
quation^^ 

2RD*+  (2/  —  p) 
RD»  —  pd*  =  o       (1) 
M^  étant  le  pied  d'une  de  ces 
normales,  MiQi  son  ordonnée, 
les  triangles  semblables  M^DiQ^ 
et  RPD|  donnent  la  proportion 
PR   _  M<Qt 
RD,  -  Q,D,   ' 


Fij.  S9. 
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d'ofa,  en  Torta  des  notations  employées, 

Si  dans  Téqualion  (1)  on  remplace  RD  par  l'expression 

-^^,  y  désignant  l'une  quelconque  des  ordonnées  des  pieds 

des  trois  normales  issues  de  P,  puis  multipliant  tous  les 
termes  par  y*  et  réduisant,  on  arrive  à  la  nouvelle  équation 

t/«  —p  (2l  —  p}y  —  2p*d  =  G.  (2) 

Cette  équation  est  privée  de  termes  en  y*,  donc  la  somme 
de  ses  racines  est  nulle;  en  les  désignant  par  y^,  y^y  y,,  on  a 

yi  +  y.  +  tfs  =  o. 
Pour  que  cette  relation  soit  satisfaite,  il  faut  que  l'une  de 
ces  valeurs  soit  d'un  signe  contraire  à  celui  des  deux  autres  ; 
dans  le  cas  de  la  figure  y,  est  négative,  et  alors 

yi  +  yi  =  yi- 

Gela  étant,  soit  I  le  milieu  de  M|M,;  dans  le  trapèze 
MiQiQtM,,  ir  joint  le  milieu  des  côtés  non  parallèles,  donc 

ir  =  y*  +  y«  =  ii-  =  ^>Q' 

2  2  2 

Soit  G  le  point  oh  la  droite  IM3  rencontre  Taxe  et  IF  l'or- 
donnée du  point  I;  les  triangles  semblables  irO  et  M|Q,6 
montrent  que,  en  vertu  des  dernières  égalités, 

2 

et  par  suite  que  le  poin-t  G  partage  la  médiane  IM,  en  deux 
parties,  dont  Tune  est  le  tiers  de  la  ligne  totale,  c'est-à-dire 
que  ce  point  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  MiM^M,. 

LXII.  Théorème.  —  M4,  M„  M3  (fig.  29)  sont  les  pieds 
des  normales  menées  d'un  point  P  à  une  parabole  :  4^  la  corde 
MjM,  qui  joint  les  deux  points  situés  d'un  même  côté  de  Vaxe  et 
^a  droite  qui  joint  le  troisième  point  M,  au  sommet  sont  également 
inclinées  sur  Vaxe;  2®  la  corde  qui  joint  deux  points  situés  de 
part  et  d'autre  de  Vaxe  fait  avec  lai  un  angle  supplémentaire 
de  celui  que  fait  avec  cet  axe  la  droite  qui  joint  le  sommet  au 
troisième  point. 

1<^  On  a  vu,  en  effet  (XLI),  que  si  6  désigne  l'angle  de  M|M, 
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avec  l'axe,  on  a  tge  =        . 

Vt  +  Vt 
ou  en  vertu  de  la  relation 

yi  +  y.  =  Va 

Le  point  M  appartenant  à  la  parabole,  on  a  aussi 

y,«  =  20X.  ou  -^^  =  — ^ 

et  par  suite  tg  0  =  -^  =  tg  6'. 

a?, 

0'  désignant  l'angle  de  SM,   avec  l'axe,  c'est-à-dire  que 

e  =  e'. 

2^  Soit  Oi  l'angle  de  M^M,  avec  l'axe  ;  la  relation  du  théo- 
rème YI  donne  dans  ce  cas 

2p 

puisque  y,  est  négative;  or  on  sait  que 

yi  —  Va  =  —  y%f 

2p 

de  sorte  que  tg  6.  =  —  — ^--. 

Le  point  M,  appartenant  à  la  parabole,  on  a,  comme  dans 
le  premier  cas,  en  désignant  par  0'^  l'angle  de  SM,  ayec  l'axe 

tgô'i  =  -^  =  iL  =  _  tg  6i, 
a?,  y, 

c'est-à-dire  que  ô'j  =  w  —  ôj . 

Corollaire.  —  Le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  des  trois 
normales  issues  d'un  point  et  menées  à  une  parabole^  passe  par 
le  sommet. 

Par  le  point  M|,  soit  M^X  parallèle  à  l'axe  ;  l'angle  M,M,M| 
est  partagé  par  cette  droite  en  deux  parties;  d'après  ce  qu'on 
vient  de  démontrer,  l'angle 

M,M^X=0  =  Ô'=M,SR; 
de  même  l'angle  MsM^X  supplémentaire  de  M,M,  avec  l'axe 
est  égal  à  e'i  ou  à  M,SR;  donc  l'angle  total  M^M^Ma  est  égal 
à  l'angle  M3SM,  et  par  suite  le  cercle  qui  passe  par  les  (rois 
points  Ml,  M),  M|  passe  aussi  par  le  point  S. 
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LXIII.  Théorème.  —  le  produit  des  ordonnées  et  celui 
des  abscisses  de  detix  points  dont  les  normales  se  coupent  sur  la 
courbe  est  constant. 

Le  produit  des  racines  de  l'équaiion  (2)  (LXI)  est  donné 
par  la  relation  yi2/tys  =  ^P*d 

et  si  Ton  suppose  que  le  point  P  (fig.  29)  d'où  partent  les 
normales  vient  coïncider  avec  M,,  on  a  d  =  y^  et  la  relation 
précédente  devient  y, y,  =  2p'* 

Gomme  les  deux  points  M^  et  M,  appartiennent  à  la  para- 
bole, on  a  j/i*  =  2^X1  et  t/,"  =  2px^ 

et  par  suite  y.y,  =  fipxi  x  ^2^X2  =  2pYxiX^; 

d'où,  en  vertu  de  la  valeur  du  produit  j/ij,  qu'on  vient  de 

trouver  x^x^  =  p*, 

ce  qui  justifie  l'énoncé. 

LXIV.  Théorème.  —  Les  normales  issues  (fun  point  pris 
sur  une  parabole  font  avec  les  rayons  vecteurs  correspondants 
des  angles  a,  a,  a'  tels  que 

a  -j-  a'  -f-  a'  =  Tc. 

En  eflet,  si  Ton  divise  par  p  les  deux  membres  des  deux 
expressions  suivantes  obtenues,  théorèmes  LXI  et  LXIII, 
savoir  !/i  +  Va  +  !/•  =  o 

ViVt  =  2p* 
auxquelles  satisfont  les  ordonnées  des  pieds  de  ces  normales, 
on  voit  facilement  qu'elles  donnent  lieu  aux  deux  suivantes 

tg  a  +  tg  a  +  tg  a'  =  0 
tg  a  tg  a  =  2. 
En  vertu  de  la  seconde,  on  a 

OU,  à  cause  de  la  première, 

t.g(a  +  a)  =  — tga'; 
égalité  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si 

a  -f-  a'  -|-  a'  =  X. 

Corollaire.  —  Vangle  que  fait  une  normale  issue  dV» 
point  d'une  parabole  avec  la  normale  en  ce  point  est  supplém&ir 
taire  de  Vangle  que  fait  avec  Vaxe  la  seconde  normale  issue  du 
même  point. 
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Soient  [fig,  45)  P  le  point  d'oh  parlent  les  normales  PM,,  PM j, 
A  et  B  les  points  où  elles  rencontrent  Taxe,  C  le  point  oîi 
la  normale  en  P  rencontre  cet  axe.  Le  triangle  PBG  renfer- 
mant les  angles  PBG  =  a,  PCB  =  a',  il  faut,  en  vertu  de 
la  relation  que  Ton  vient  d'obtenir,  que  l'angle  BPG  soit 
égal  à  a;  de  même  Tangle  APG  est  égal  à  a. 

LXV.  Théorème.  —  Si  sur  chacune  des  deux  normales 
issues  d^un  point  P  d'une  parabolCy  autres  que  celle  qui  est  nor- 
male en  ce  points  on  porte,  à  partir  du  point  P  une  longueur 
égale  à  la  portion  interceptée  entre  Vaxe  et  la  courbe,  les  deux 
points  obtenus  sont  sur  un  cercle  tangent  en  V  à  la  parabole. 

Soient  (fig.  30)  A!  et  B'  les  points  ainsi  obtenus,  c'est-à- 
dire  tels  que 

PB'  =  M.B,  PA'  =  MiA; 
on  sait  (LVII)  que  les  lon- 
gueurs MjA  et  M,B  ont  pour 
expressions 

M^A  ou  PA' 

=  —^—  M,A  ou  PB'=--£-r 

cos  a  cos  a 

L'angle   A'PC  est  d'après 
le    corollaire    du    théorème 
précédent  égal  à  a;  donc  la 
portion  de  la  normale  PC  qui 
*^*    ^'  se   projette    suivant    PA'   a 

poar  expression 


'  y 


cos  a  COS  a 

or  de  ce  que  l'angle  GPB'  est  égal  à  a,  la  portion  de  PC  qui 
se  projette  suivant  PB'  a  la  même  valeur;  donc  les  perpendi- 
culaires élevées  en  A'  et  B'  à  PA  et  PB  coupent  PC  au  même 
point,  et  par  suite  les  points  P,  A',  B'  sont  sur  un  cercle 
dont  le  diamètre  est  la  normale  en  P,  c'est-à-dire  tangent 
en  P  à  la  courbe. 

Remarque.  —  L'expression  obtenue  dans  le  théorème  LXIV, 
savoir  tg  a  tg  a  =:  2, 
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peut  s'écrire       sin  a  sin  a  =  2  cos  a  cos  a 

ou 

cos  a  cos  a  =  sin  a  sin  a  —  cos  a  cos  a  =  —  cos  (a  -f"  ot')=cosx' 

en  vertu  de  la  relation 

a  -|-  a'  -f.  a'  =  ir. 
Il  en  résulte  que  le  diamètre  du  cercle  précédent  a  pour 

P  P 

expression r  =  — ^^—r  > 

cos  a  cos  (X  cos  a 

c'est-à-dire  la  longueur  de  la  normale  en  P,  limitée  à  la 

courbe  et  à  Taxe. 

LXVI.  Théorème.  —  y®  la  bissectrice  de  FangU  des  rayom 
vecteurs  de  deux  points  dont  les  normales  se  coupent  en  un  point 
d^une  parabole,  est  parallèle  à  la  normale  en  ce  point  ;  9^  le  litu 
du  point  de  concours  des  tangentes  en  deux  pareils  points  est  une 
droite  perpendiculaire  à  l'axe. 

^^  On  sait  (fig.  30)  que  le  triangle  M^FA  est  isoscële  el  que 
l'angle  M^FA  est  égal  à  ic  —  2a;  de  même  M,FB  =  ^r  —  21; 
si  donc  la  ligne  FM  est  bissectrice  de  l'angle  M^FM,,  l'angle 

-._.  ic  —  2a  +  w  —  2a'  /     I     '\ 

MFA  a  pour  expression  =  tc  —  (*  +  *) 

=  a',  c'est-à-dire  qu'il  est  égal  à  l'angle  PCA  ou  que  les 
droites  FM  et  PC  sont  parallèles. 

3^  Soit  M  le  point  de  concours  des  tangentes  en  M^  et  M,; 
on  sait  que  la  ligne  FM  est  bissectrice  de  l'angle  MiFMj 
(XLIV)  et  de  plus  (XLVI)  que 

FM^  =  FMiXFMj; 
or,  on  sait  (LYIII)»en  employant  les  notations  des  théorèmes 
précédents,  que 

FM,  = 2-^,    FM,  = ^—r 

2  cos'  a  2  cos*  a 

et  comme,  d'après  la  remarque  du  théorème  XXX, 

cos  a  cos  a'  =  cos  a', 

_£!— 

4  cos*  a' 


on  a  FM*  = ^   , , 


d'ob  FM  == ^ 

2  cos  a 
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Cette  longueur  est  précisément  égale  à  la  moitié  de  la 
normale  PC;  or  on  sait  que  celle-ci  se  projette  sur  l'axe 
suivant  une  longueur  constante  p  ;  donc  la  ligne  FM  qui  lui 
est  parallèle,  se  projettera  sur  l'axe  suiyant  une  longueur 

égale  à  —,  c'est-à-dire  que  le  point  M  se  projettera  sur  Taxe 

à  la  distance  —  du  foyer  et,  par  suite  se  trouvera  toujours 

sur  une  perpendiculaire  à  l'axe  menée  à  cette  distance  du 
foyer. 

LXYII.  Problème.  —  Constrwre  les  tangentes  et  les  nor- 
maies  en  deux  points  tels  que  ces  normales  se  coupent  sur  la 
courbe  en  un  point  donné. 

On  sait,  d'après  le  théorème  précédent,  que  le  point  M 
(fig,  80)  de  concours  des  tangentes  est  à  la  fois  sur  une 
parallèle  à  la  normale  en  P,  menée  par  le  foyer,  et  sur  une 

perpendiculaire  à  l'axe,  distante  du  foyer  de  la  longueur  -^  ; 
d'où  les  constructions  suivantes  :  on  construira  à  la  distance 
—  du  foyer  une  perpendiculaire  à  Taxe;  la  normale  au  point 

donné  étant  construite,  on  mènera  par  le  foyer  une  parallèle 
à  cette  normale;  les  deux  droites  ainsi  obtenues  se  couperont 
en  un  point  qui  sera  le  point  de  concours  des  tangentes 
cherchées;  on  construira  ces  tangentes  d'après  le  procédé 
COQUU,  et  il  suffira  de  joindre  leurs  points  de  contact  au  point 
donné  pour  avoir  les  normales  correspondantes. 

LXVIII.  Théorème.  —  Le  cercle  circonscrit  au  triangle 
M^M,P  (fig.  30)  et  qui  passe  par  le  sommet  (LXII,  Corollaire) 
passe  aussi  par  le  pôle  ^  delà  corde  M^M^i. 

En  effet,  dans  le  quadrilatère  MM^MM,  les  angles  PM|M 
et  PM,M  étant  des  angles  droits,  les  deux  angles  M|MM,  et 
M1PM2  sont  supplémentaires,  et  par  suite  le  quadrilatère 
M}PM,M  est  inscriptible  dans  un  cercle,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 
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On  déduit  de  ce  qui  précède  une  autre  solution  du  pro- 
blème XXXII;  le  cercle  déterminé  par  les  points  P,  S,  M|, 
M,,  M  a  évidemment  pour  diamètre  la  droite  PM,  par  con- 
séquent l'angle  MSP*  est  droit ;d'oii  la  construction  suivante: 
la  droite,  lieu  du  point  M  étant  menée,  on  élèvera  en  S  une 
perpendiculaire  à  SP  qui  rencontrera  la  droite  précédente 
au  point  M,  d'oii  partent  les  tangentes  cherchées. 

LXIX.  Problème.  —  Construire  dans  une  parabole  la 
corde  de  longueur  minimum  normale  à  la  courbe  à  une  de  ses 
extrémités. 

Soit  (fig,  SO)  PM|  une  pareille  corde;  en  menant  les  ordon- 
nées des  deux  extrémités,  on  voit  facilement  que  la  longueur 
PMi  a  pour  expression,  d'après  les  notations  employées, 

sin  a 
or,  on  sait  que    î/i  =  p  tg  a,    y,  =  p  tg  a'; 

donc  PM.  =  P(tg»-tgO. 

sm  a 

Mais  en  vertu  des  relations  établies  (LXIY),  on  a 

tg  a'  =  —  tg  (»  +  a  )  =  —  tg  a  —  tg  a  =  —  tg  a • — • 

Ig  X 


de  sorte  que,  finalement,  il  vient 


PM.  = ^ ^±^  = ^ 

sin  a  sin*  a  cos  a 

Cette  expression  montre  que  le  minimum  de  PM^  corres- 
pond au  maximum  du  produit  sin*  a  cos  a,  en  appliquant 
à  ce  produit  le  principe  de  Fermât,  on  trouve  facilement 
que,  pour  le  cas  du  maximum,  l'angle  a  doit  satisfaire  la 

relation  sin*  a  —  2  cos*  a  =  o,     

d'oîi  tg  a  =  dr  \/2- 

A  cette  valeur  double  de  tg  a  correspondent  deux  cordes 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  et  répondant  à  l'énoncé. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  valeur  est  indépendante  du 
paramètre  de  la  parabole;  elle  convient  donc  à  toutes  les 
paraboles. 
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Pour  construire  cette  corde,  il  est  commode  de  déterminer 
la  longueur  du  rayon  vecteur  du  point  oli  elle  est  normale  ; 
pour  cela^  on  a 

sin  a    cos  a    ^_^      i 

d'oîi,  par  le  rayon  vecteur  (LVIII) 

2  cos*  a  2 

On  en  déduit  la  construction  suivante:  Du  foyer  comme 

3p 
centre  avec  — ^  pour  rayon  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui 

coupe  la  courbe  en  deux  points  et  l'axe  en  un  point  ;  en  joi- 
gnant ce  point  à  chacun  des  deux  autres,  on  a  les  deux 
cordes  symétriques  par  rapport  à  Taxe  et  qui  répondent  à  la 
question.  (A  suivre.) 


QUESTION  179. 

SolatioB  par  M.  Longueyillb,  Collège  de  Charleville. 


Construire  géométriquement  un  triangle  connaissant  un  côté, 
le  pied  de  la  hauteur  correspondante  et  sachant  que  les  bissec- 
trices d^un  des  angles  adjacents  à  ce  côté  sont  égales. 

Supposons   le  problème   résolu  et  soit  ABC  le  triangle 


demandé.  On  connaît  le  côté  BC,  le  pied  H  de  la  hauteur 
correspondante  et  Ton  sait  que  les  bissectrices  de  l'angle  B 
sont  égales. 

JOUBNAL  DB  KATH.  1880.  ^ 
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Dans  le  triangle  AHC,  qui  est  rectangle, 

ACH  =  BCF  =  450  +  —  ; 

I  B 

donc       GAH  =  90^  —  45» B  =  45* . 

De  même,  dans  le  triangle  BAF,  BAF =45* ,       donc 

CAH  =  CAB,  Il  résulte  de  là  que  si  sur  AG  comme  dia- 
mètre on  décrit  une  circonférence,  les  cordes  CK  et  CH  seront 
égales.  De  là,  la  construction  suivante  : 

Au  point  H,  on  élèvera  sur  BCH  une  perpendiculaire  ;  puis, 
du  point  G  comme  centre  avec  CH  pour  rayon,  on  décrira  une 
circonférence  ;  par  le  point  B,  on  mènera  une  tangente  à 
cette  circonférence,  et  la  rencontre  de  la  perpendiculaire 
avec  cette  tangente  déterminera  le  point  A,  et  par  suite  le 
triangle. 

Du  point  B,  on  peut  mener  deux  tangentes  à  la  circonfé- 
rence décrite  avec  CH  pour  rayon  ;  on  obtiendra  donc  deux 
triangles  qui  répondront  à  la  question.  Or,  ces  deux  triangles 
étant  égaux,  il  n'y  aura  en  réalité  qu'une  solution  à  ce 
problème. 

Pour  que  le  problème  soit  possible 
on  doit  avoir  CH  <  CB 

ou  comme  CH  =  CK 

CK  <  CB 

c'est-à-dire  que  la  perpendiculaire  CK  est  plus  petite  que 
l'oblique  CB.  Le  problème  est  donc  toujours  possible. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Gindre,  de  Lons-le-Saulnier; 
Arthus  Bertrand,  école  Albert-le-Grand,  Arcueil;  Deslais,  au  Mans;  Mario. i 
Angers;  Chaillet,  à  Montauban. 
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QUESTION  180. 

SolatioB  par  M.  Longubville,  élève  au  Collège  de  Gharleville. 


Sur  les  trois  arêtes  (ïuntrièdre  on  prend  trois  longueurs  égales 
à  Vunité  Ok,  OB,  OC. 
Démontrer  que  si  Von  appelle  V  le  volume  du  tétraèdre,  on  a 


3V 


w 


sm 


(a  +  b  +  c) 


stn 


b  —  c  —  a 


stn 


2  2 

Soit  H  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  sommet 
0  sur  la  base  ABC.  H  coïn- 
cide dans  ce  cas  avec  le 
centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC. 
Soient 

AOB  =  a, 

AOG  =  6, 

BOC  =  a, 

BC  =  /, 

AG  =  m, 

AB  =  n, 

Z  +  m  +  ^  =  2p. 


(c  +  a  -  b) 

2 


Stn 


a  -f  b  —  c 

2 


On  a      3  V  =  aire  ABC  .  OH  =  S   V  i  —  R* 


=  — -  V  i6  S*  —  i«m«n« 
4 


=  — -  V  i6p(p  —  l)(p  —  m)(p  —  n)  —  l*m^n^ 
4 

=  —  V  2Z»m*  +  2mW  +  2/*n*  —  i*  —  m*  —  n*  —  /«mW 
4 

Dans  le  triangle  ABO  abaissons  la  perpendiculaire  OD, 
nous  aurons 

c 


n  c 

—  =  sin  — 

2  2 


n  =  2  sin 


de  même  on  aurait  /  =  2  sin  — 

2 

6 
m  =  2  sin  — 

2 

remplaçons  /,  m,  n  par  leur  valeur  respective,  on  a 
3  V  =  -—  y  4(1  —  cos'a — cos'6  —  cos*  c+a  cosacosftcosc) 
1/  I  —  cos*  a  —  cos*  b  —  cos*  c  +  2  cos  a  cos  6  cos  c 


=Y 


4 
ou  en  remplaçant  cos*  6  par  (i  — sin»  6),  cos»  c  par  i  — sin*^ 

sin»  b  sin»  c 
et  ajoutant  et  retranchant 


5  y *  / — cos*a — I  -|-sin*6-j-sin*c-f  2Cosa 


cos  6cosc-|-sin*6sin*c — sin'ôsinV 


mais 

—  I   +  siû*  *  4"  sin»  c  —  sin»  b  sin»  c  =  —  cos»  6  cos*  c, 

=  —  (i  —  sîn»6)(i  — sin»  c); 

des  lors 

q  y ]/ sin*6sin»c — cos»  6  cos»  c — cos»a-|-2cosacos6cos5 

'  4 

ou 

„y y  sin»  6  sin»  c  —  (cos  a  —  cos  b  cos  c)» 

^  /(sin  6  sin  c — cos  a  -j-  cos  6  cos  c)(sin  6  sin  c  4-  cos  o  —  C03  b  cosc) 


y  cos  (6 


—  c)  —  cos  a       cos  a  —  cos  (6  -f-  c) 


64-c— o\    .      (fl  +  i^— ^ 

SIQ  -^ ■ 


=  Y  sin-^ . sin -^ . sin  I •) 

Nota. —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Lesoille,  Speckel,  à  Sedan; 
Croneau,  à  Versailles. 
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QUESTION  183. 

SolatloM  par  M.  Dbslais^  élève  au  Lycée  da  Mans. 


Prouver  que  (a  —  b)  >/ab  est  divisible  par  24  si  ab  est  un 
carré  parfait  et  que  a  c/  b  soient  de  même  parité. 

Nous  allons  démontrer  que  ce  produit  est  divisible  par  8 
et  par  3. 

1®  Par  8.  Supposons  a  et  6  pairs  ;  a  =  2n,  6  =  211'.  Le  pro- 
duit peut  se  mettre  sous  la  forme 

2(n  —  n)  )/  J^.nn'  =  4(n  —  n')  Y  nn  . 

Si  n  et  n  sont  de  même  parité,  n  —  n  est  divisible  par  2; 
dans  le  cas  contraire  le  facteur  pair  est  divisible  par  4,  puis- 
que nn  est  carré  parfait.  Le  produit  est  donc  divisible  par  8. 
Soient  a  et  6  impairs  ;  a  —  6  est  pair,  ab  =  (2n  +  i)(2n'  -f-  i) 
est  un  carré  parfait,  c'est-à-dire  un  multiple  de  8  augmenté 
de  I  ;  il  en  résulte  que  a  et  6  sont  des  multiples  de  8  aug- 
mentés de  I  et  alors  a  —  b  est  divisible  par  8. 

2®  Par  3.  Si  a  et  6  sont  multiples  de  3,  a  —  6  est  divisible 
par  3.  Il  en  est  de  môme  si  a  et  6  sont  des  multiples  de  3 
plus  I  ou  plus  2.  Si  un  seul  de  ces  facteurs  est  multiple  de 

3,  il  Test  de  9,  puisque  ab  est  un  carré  parfait,  Va6  est  alors 
multiple  de  3. 

Ils  ne  peuvent  être  Tun  m3  -j-  i  et  l'autre  w3  +  2  parce 
qu'un  carré  parfait  n'est  jamais  w3  -|-  2. 

Le  produit  proposé,  étant  toujours  divisible  par  3  et  par  8, 
dans  les  limites  de  Thypothèse,  est  divisible  par  24. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Clouet,  à  Epernay;  Croneau, 
élève  du  lycée  Fontanes  ;  Huet,  À  Orléans. 

QUESTION  187. 

Skiltttloii  par  M.  Breuillâ,  élève  de  l'École  préparatoire  Sainte-Barbe. 


Décrire  un  cercle  ayant  son  centre  sur  une  circonférence 
donnée  et  coupant  sous  des  angles  donnés  deux  droites  données. 
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Soient  0  la  circonférence  donnée,  Aa?,  Ay  les  deux  droiles 


également  données. 

Supposons  que  0'  soit  la  circonférence  répondant  à  la 
question.  Menons  en  B  et  en  F  les  tangentes  BG,  FM. 

GBx  =  a,    MF  y  =  p. 

Or  DBE  =  CBoc  =  a,     O'BD  =  90  —a,     BOT)  =  a. 

On  démontrerait  de  même  que  GO' F  =  p. 

Si  Ton  connaissait  le  rayon  de  la  circonférence  cherchée, 
on  pourrait  construire  les  deux  triangles  O'DB  et  O'FG. 
Joignons  O'A  et  prenons  sur  O'A  un  point  quelconque  Q;  de 
Q  menons  QP  parallèle  à  O'B,  et  de  ce  même  point. Q  comme 
centre  avec  PQ  pour  rayon  décrivons  une  circonférence. 
Gette  circonférence  est  ho  mo  thé  tique  à  0'  par  rapport  à  A. 

Elle  coupe  donc  Ao;  et  Ai/  sous  les  mêmes  angles  que  0' 
et  réciproquement.  Or  nous  connaissons  PQR  =  a  et 
SQT  =  p.  Nous  pouvons  donc  construire  ces  triangles,  en 
nous  donnant  un  rayon  arbitraire  R. 

La  circonférence  obtenue  coupera  Ax  et  ky  sous  des 
angles  donnés  a  et  p,  mais  n'aura  pas  son  centre  sur  0.  Nous 
joindrons  alors  QA;  nous  prolongerons  cette  ligne  en  0'  et 
0";  de  0'  et  0'  nous  mènerons  O'B,  O'K  parallèles  à  PQ.  De 
0'  et  0'  comme  centres  avec  O'B  et  O'K  comme  rayons  on 
décrira  des  circonférences  qui  seront  les  circonférences 
répondant  à  la  question. 

Nota.  —  M.  Daguilion,  du  Lycée  Henri  lY,  a  résolu  la  même  queitioD. 
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QUESTION  195. 

Solatlon  par  M.  Gossibaux,  élève  du  Lycée  de  Saint-Quentin. 


Sur  un  quadrant  de  centre  0  on  prend  un  point  C  ;  déter- 
miner sur  la  tangente  en  Kun  point  D  tel  que  les  surfaces  des 
triangles  ACD,  OGD  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné  E. 

Soit  a  Tangle  AOG,  y  l'angle  inconnu  AOD. 
On  a 


DAG  = 


AOG 


oc 

2 


Il  faut  déterminer  le  point  D  de    ^^// 

façon  que 

surf  AGD 

=  K;  ^ 


surf  OGD 


or, 


surf  AGD  = 
et  comme 


on  a 

de  même 
Or 

donc 


AD  .  AG  .  sin  — 

«2 


AD  =  R  tg  Y 
AG  =  2R  sin  — 

2 

surf  AGD  =  R*  tgY  sin«--^; 
surf  OGD  =    OC>ODsin(a-r) 

2 

0D  =  -^: 


surf  OGD 


COSy 

R*  sin  (a  —  y) 

2  cosy  ' 


des  lors 


K  = 


R«  tgy  sin*  — 
^*  2 


2  tgy  cosy  sin*  — 
sin  («  —  y) 


cos  y 


K  = 


2  sin* —  tgy 

2 

sin  a  —  cosatgy  ' 


d'oli 


t6Y  = 
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E  sina 


2  sin*  —  +  K  cos  a 
2      ' 


Si  a  =  o      siu  a  =  o      sin  —  ==  o      cos  a  =  i  : 

2 


donc 


tgY  =  — =  o. 


La  tangente  étant  nulle,  D  est  en  A;  le  problème  est 
impossible. 

Si  a  augmente  de  o  à  90®  en  restant  plus  petit  que  90*, 
tgY  prend  des  valeurs  positives,  de  même  y* 

Si  a=  Qo,  sina  =  i,  sin  —  = ,  2sin* — =i,cosa=o. 

222 


Dès  lors 


tgY=  -—  =  K. 


Si  a  =  90^,  E  est  la  valeur  maximum  de  Ig y,  puisque  cette 
valeur  est  le  maximum  de  a. 

Nota.—  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Boulogne,  Hoet, de  Saint-^ueo- 
tin  ;  LetellieFf  de  Tarbes  ;  Daguillon,  lycée  Henri  IV,  à  Paris. 


QUESTION  196. 

SolatioB  par  M.  Daguillon,  élève  du  Lycée  Henri  lY. 


Sur  les  trois  côtés  d!un  triangle  quelconque^  comme  diamèlresi 

on  décrit  des  circonfé- 
rences et  on  mène  les  tan- 
gentes communes  à  cti 
circonférences  considé- 
rées deux  à  deuœ.  Démon- 
trer que  le  produit  (fe* 
trois  tangentes  communei 
est  égal  à  la  surface  du 
triangle  multipliée  par  te 
rayon  du  cercle  insent 
dans  ce  triangle. 

Cherchons   la  valeur 
de  la  tangente  DE  en 
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fonction  des  câtés.  On  a  : 

DE  =  KM  =  y/  EX*  —  (DL  —  KE)\ 

Or  KL  =  -1,    DL  =  — ,    KE  =  — ; 

2  2  2 

donc  DE  =  Vc'-(«-fe)'.  =  y(p-a)(p-6). 

2 

De  même  on  trouverait 

FG  =  V(p  —  6)  (p—  c)  et  HI  =  'J(p  —  a)(p—c) 
Dès  lors 

DE  X  FG  X  HI  =  (p  —  o)  (p  —  6)  (p— c  ). 

Or  S  =  /p  (p  —  g)  (p  -  &)  (p  —  c) 

^.t,.^/p  (?-<»)  (P-^)(f>- g)  ^  T/^(p-a)(p-&)(p-c) 

p  '^  P 

donc 

Surf  ABC  X  r  =  (p  —  a)  (p  —  6)  (p  —  c)  ; 

par  suite 

DE  X  FG  X  IH  =  surf  ABC  X  r. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  G.  Loria,  àMantoue;  Lachesnais, 
&  Versailles;  Martin,  école  de  Passy;  Arbez,  école  Saint-Joseph,  à  Thonon; 
Deslais,  au  Mans  ;  Bénard,  à  Chàtéauroux. 


QUESTION  197. 

V    Solation  par  M.  GràaooLT,  élève  de  l'École  préparatoire  Sainte-Barbe. 


Si  par  un  point  0  pris  dans  Vintérieur  iun  triangle  on  mène 
des  parallèles   aux  trois   côtés,  on  a^ 

détermine  sur  chaque  côté  trois  seg- 
ments; le  carré  du  produit  des  trois 
segments  intermédiaires  est  égal  au 
produit  des  six  autres. 

Il  faut  démontrer  que  Ton  a 
(C'C    •   B'B"  .   A'A7  =  AC  .  AB'  .  CB'  .  GA"  .  BA'  .  BC. 

Les  triangles  COC,  BOB',  A'OA"  sont  semblables  en  vertu 
du  parallélisme  des  droites  AB,  A'B";  AC,  A'C;  BC,  BC;  et 
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en  yerlu  du  parallélisme  des  mêmes  droites,  les  figures 
AG'OB',  OB'CA*,  OCBA'  sont  des  parallélogrammes. 

Or  dans  les  triangles  semblables  OG'G',  OA.'Â',  OB'B',  on 
a  les  relations 

ce  OA'         OB'  A'A'        ce 


CO     —    A'A'  '    B'B'    ~    OA* 
ou  en  chassant  les  dénominateurs 

CG"  .  A'A'  =  OA'  . 
B'B'  .  A'A'  =  OB'  . 
CG*  .  B'B'  =  OC  . 


OC 


OB' 
B'F 


multipliant 
(A'A*  .  B'B' 
Mais 


G'O 
OA' 
OB' 

OB'  .  OA'  .  OC  .  OB'. 


CG'j»  =  OA'  .  G'O 
OA'  =  BC      OA'  =  GB' 
OG'  =  BA      OC  =  AB* 
OB'  =  GA'      OB'  =  AC 
Substituant  ces  valeurs  on  trouve  définitivement 
(G  G'  .  B'B'  .  A'A')»  =  AC  .  AB'  .  GB'  .  GA'  .  BA' 


BC. 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  BIH.  Daguillon,  Lesieur,  élères  da 
lycée  Henri  IV;  Prugnet,  de  Cbâteauroux;  Gossiceux,  Boulogne,  Hoet,  àt 
Saint-Quentin;  Montérou,  à  Pau;  Trieon,  à  Marseille;  Hugot,  &  Lyon;  Deslais, 
au  Mans;  Latapie,  à  Saint-PauI-lès-Dax;  Bousquet,  à  Nice. 


QUESTION  200. 

ftolutloM  par  M.  Dupct,  élève  du  Lycée  de  Grenoble. 


On  donne  une  circonférence  ^  un  diamètre  AB  et  les  tangentes  à 


ses  extrémités.  Un  angle  droit  dont  le  sommet  est  en  A  coupe  la 
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tangente  en  B  aux  deux  points  G  et  D.  Par  C  etB  on  mène  des 
tangentes  à  la  circonférence;  ces  tangentes  rencontrent  en  F 
et  en  H  la  tangente  en  A  et  se  coupent  elles-mêmes  au  point  P. 

y®  Les  diagonales  du  trapèze  GDHF  se  coupent  sur  la  diamètre 

AB 
AB  en  un  point  M  tel  que  AM  =  — — -. 

3 

'^  Lieu  du  point  P  quand  V angle  droit  tourne  autour  de  A. 

(Nomy.) 

On  sait  que  dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle 
les  deux  diagonales  et  les  droites  qui  joignent  les  points  de 
contact  des  côtés  opposés  sont  quatre  droites  se  coupant  en 
un  même  point  (Rouché,  Géométrie)  ;  par  conséquent  le 
point  d'intersection  des  droites  CH,  FD  est  sur  AB.  Or  on 

AM         AF 
a  rrrr-  =    t^t^  »  et  AB*  =  BD  .  BG  ;  de  plus  les  triangles 
MA  BD  »         1-  o 

AF  OB 

semblables  OAF,  0GB  donnent    ,^    =   ^^        et      comme 

AO  GB 

AO  =  OB,  on  a  OB^  =  AF  .  BG. 

AF         DB* 


Donc 


De  plus,  AB  =  2OB, 


BD         ÂB^ 
AM  I 


ou  encore 


MB    ""    4 
AM  I 


AB  5 

2^  Le  cercle  et  la  tangente  étant  fixes,  le  produit  CB  .  BD 
r=  "KSf  =  constante.  On  est  donc  ramené  au  lieu  énoncé 
dans  la  question  n?  173  (t.  III,  p.'223). 

Le  lieu  est  une  parallèle  à  GBD  menée  à  une  distance 
g 
égale  à  — r-  R. 

Nota.  —  H.  Deslais,  élèTe  au  Lycée  du  Mans,  a  résolu  la  même  question. 
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QUESTION  201. 

IVolmtloB  par  H.  Yuattoux,  pensionnat  Saint-Joseph,  à  Thonon. 


Soient  0  le  centre  d'un  cercle,  ABC  un  triangle  circonscrit  à  et 
cercle,  A'B'C  les  points  de  contact  des  côtés  BC,  CA,  AB.  Dési- 
gnons par  R  le  rayon  du  cercle,  par  S  et  S' les  aires  des  triangles 
ABC,  A'B'G\  Démontrer  les  relations 

CA'B'  X  BAC  X  ABC 


S«  =  R* 


S  = 


OAB'  X  OB'C  X  0 AC 

4  .  GAB'  X  BA'C  x  AB'C 


Soit  R'  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  Od 
sait  que  AB'  =  AC  =  p  —  a 

BC  =  BA  =  p  —  6 
CA  =  CB'  =  p  —  c 
Les  angles  formés  autour  du  point  C  étant  les  supplémenU 
respectifs  des  angles  A,  B,  G,  on  aura 

Surf.  CA'B'  =  —  (p  _  c)«  sin  C, 
Surf.  BAC  —  ^{f—  h)*  sin  B, 
Surf.  ABC  =  —  (p  —  o)»  sin  A, 
et  Surf.  OA'B'  =  —  R«  sin  G, 

2 

Surf.  OB'C  =  —  R*  sin  A, 

2 

Surf.  OCA'  =  —  R«  sin  B. 

2 

Portant  ces  valeurs  dans  la  première  des  relations  dounées, 
on  a  : 


S»=R*— 


—  (p—a)«  sin  A  X—fp—6)»sinB  X  —  (p—c)*  sin  C 


-i  R«  sin  G.—  R»  sin  B.  —  R*  sin  A 

2  2  2 
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ou  b    _ ^^ . 

Qj.  R,  _  P(P  -  a)(p  —  b)p  —  c) 

P* 
Remplaçant  R*  par  celte  valeur  dans  la  formule  précédente, 
on  a  S*  =  p(p  —  a)  (p  —  6)  (p  —  c) 

qui  est  une  identité.  Donc  la  première  des  relations  est 
vérifiée. 

La  surface  du  triangle  A'B'G'^ R*(sin  A  +  sin  B-{-sinC); 

or  sin  A  =  — =—,     sm  B  =  — =rr,    sin  G  = 


2R"     2R"  2R 

donc  sin  A  +  sin  B  +  sin  C=  -^; 

dès  lors  S'=-i.R.^  =  -P^  =  -§-; 

2  R  2R  2R 

R*S* 
on  en  tire  S"  = 


•  > 


4R«  ' 

En  portant  cette  valeur  ainsi  que  celles  trouvées  précé- 
demment dans  la  seconde  des  relations  trouvées,  on  a 


S'  =  -^ 


1 

L(p_o)î.  JL(p— &)«  J-  (p^t .  sin  A  sin  B  sin  G  X4R'"X4 


R*S* 

_    2R  ^*(p  —  ay(p  —  by(p  —  c)'  sin  A  sin  B  sin  G 

""  R*S* 

ou  S  =  2R"  sin  A  sin  B  sin  G 

en  remplaçant 

R*S«  par  (p  —  a)«  (p  —  6)«  (p  —  c)"; 
or  2R*'  sin  A  sin  B  sin  G  =  S. 

D'où  la  deuxième  relation  devient  une  identité. 

Nota.  —  MM.  Deslais,  da  Mans,  et  Hugot,  pensionnat  Saint-Joseph  à  Thonon, 
ont  résolu  la  même  question. 
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QUESTION  202. 

•olaiion  par  M.  Harel,  élève  de  mathématiques  préparatoires,  Éoole  Albert- 

le-Grand  (Arcueil). 


Résoudre  le  système  d'équations 

x  +  y  +  z  =  (a+b  +  c)(a  +  b  —  c) 
xy  +  xz  —  yz  =  b[(a  +  c)(a  —  c)(2a  —  b)  +  2ab*] 
x«  4-  y«  -^  z«  =  (a«  +  b«  —  c*)«  +  2b*(a«  +  c*) 

(Coinbier.) 
Si  Ton  pose 

!(a  +  6  +  ^)(^  +  fr  —  c)  =  m, 
b[(o  +  c)(a— c)(2a  —  6)  -f  2a6»]  =  p, 
(a'-f  6*  —  c*)*  +  26*(a*  +  c«)  =  g, 

on  a  à  résoudre  œ-{-  y  -{'  z  =  m^ 

xy  -}-  xz  —  yz=Pf 

x*+y^  +  z*  =  q. 

On  obtient  facilement 

m*  —  a 


ûci/  4"  ^^  "f  y^ 


2 


4 
Les  relations  (A)  donnent 

m*  =  (a«  4-  6*  —  c*)»  +  4a6(a«  +  6*  —  c*)  +  40*6* 
ç  =  (a*  +  6»  —  c*)*  +  26*(a«  +  c*) 
—  2p  =  —  406*  —  26(2a  —  6)(a*  —  c»); 

dès  lors  m*  —  g  —  2p  =  46'(a*  —  c*); 

portant  dans  (i)  cette  valeur,  il  vient 

yz  =  b\a^  —  c«).  (2) 

D'autre  part  la  seconde  des  équations  données  peut  s'écrire 

et  la  première  donne 

y^z=m  —  œ; 

dès  lors  x{m  —  x)  =  p  -{■•  yz  =z  ^   '     ^  , 

4 
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-  a  —  m*  —  20 

ou  (c*  —  mx  =  -2 L- 

4 

m  ±  v/^  —  20. 
el         a;  = 2 £_. 

2 

Or    g  =  (a«  —  c«)*  +  6*  +  4a*6* 

—  2p  =  —  406*  —  26(20  —  6)  (a*  —  c*) 
etg  —  2p=  (a*  +  ^*  — c*  —  206)* 
par  suite 

(a«  +  6«  _  c«  +  206)  dr  (a*  +  6«  —  c«  —  206) 
a?  =  '  — ■■ 

2 

d'où  x'  =  a*  +  6«  —  c* 

oj"  =  2a6 
Par  suite  y  -\-  z=  2ab    •  l    /j\\ 

ou  y  +  ^  =  û'  +  ^'  —  c*       ^  j 

suivant  que  l'on  donnera  à  x  les  valeurs  x    ou  ce'   dans 
réquation  y  -^  z  =  m  —  ce. 

Combinant  successivement  les  équations  (B)  avec  l'équa- 
tion (2) 

on  tire  y  =  b(a  +  c)  )     ^ 

z  =  b{a  —  c)  \    ^^^ 

ou  y  =  6» 

j5  =  a«  — c2  1    (^J 

On  a  donc  pour  ce,  1/,  z  les  deux  systèmes  de  valeurs 

X  =  a*  +  6*  —  c* 
y  =  6(a  +  c) 
j5  =  6(a  —  c) 
et  £c  =  2a6 

y  =  6« 

z  =  a*  —  c* 
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QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS  A  SAINT-CYR 

[Suitôj  Yoir  p.  312  et  suiv.) 


Équations  à  résoudre. 

I  —  iax 

" =  2  COS  20;. 

I  +  tga 

2  tg  a?  +  tg(a  —  a;)  =  tg(p  +  x). 
iïn2X  =  cos  3x. 

X 

Sln'  ^x  —  sin'  x  =  sin»  — . 

3  -h  cos  4a;  =  4  cos  2 jî  +  2  cos*  X  sin  a;. 

séc  a?  séc  a  +  ig  a;  Ig  a  =  séc  p. 

2 
sin  35  cos  a;  =  — • 

8  sin  a;  =  3  cos'  a?, 

6  tg  a;  +  12  cotg  a?  =  5  \(3  séc  ac. 

25  sin  a;  (sin  x  —  cos  a;)  =  4. 

tg  (S  =  COSéC  2X. 

tg  —  =  coséc  X  —  sin  x. 

2 

4  sin  a;  cos  3a;  =  I . 

X 

tg  a?  +  2  cotg  2a?  =  sin  x[i  +  tg  —  tg  x], 

sin  X  -\-  coséc  x  =  i  ,5. 
cos  05  +  séc  a;  =  2 
tg  a?  +  cotg  a;  =  3. 

cos*  —  —  séc* —  =  2  v/3~cosec'  a?. 
2  2 

tg  2X  cotg  a;  =  2. 

cotg  (tc  —  3a;)  =  tg  (a;  —  ic). 

sin  3x  =  n  sin  x, 

2  sin*  a;  —  3  sin  a?  cos  X  +  cos*  a;  =  o. 

2  sin*  a;  —  3  sin  a?  cos  a;  4-  5  cOs*  a?  =r  2. 

2  sin*  a?  +  3  sin  a?  cos  a;  +  5  cos*  a;  =  5. 

sin  (2a;  -^  fl)  —  sin  (2a?  —  a)  =  sin  (a;  —  a)  —  sin  [x  4-  a). 

sin  2a;  +  sin  3a?  =  sin  x. 

tg*  2a;  —  tg*  a;  =  2  tg  2a;  tg  X, 

a  sin  a;  +  ^  ^8  ^  =^  <^  sin  2a;. 

sin  2a?  =  sin*  x  -\-  cos*  x. 

sin  2a;  =  6  sin*  x  —  S  cos*  x. 

16  tga;  =  z5  cos  a;. 
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tg  a?  —  cotg  X  =  cotg  20?  —  4. 

3  tg  a;  =  tg  2â;  +  ^g  3^- 
Résoudre  les  équations  simultanées 

a?4->/a;  +  y=  12  — y;       a?*  =  41— y*. 

a;                     =y  ^  ;       y                       =z  x  ^  . 
2*  3y  =  56o  ;       5a?  =  yy. 
aw  =  y»  ;       a^  r=zy^, 
xyi-ynz=a;       log  x  +  \og  y  =z  b, 
a:^  +  ^  +  !/+ï=o»       x^+y^  =  x      y      22. 
aï  —  y  =  xo  (\/aj  —  y/y)  ;        v'apy  =  16. 
a;» .-  ya  4-  (a?  —  y)  =  26;       (up*  —  y>)  (a?  —  y)  =  48. 
^  +  y*  +  3a;y  =  79  ;       2a?y  +  a;  +  y  =  38. 
I  I   _       I  I  I    1 

^       y       y  —  a?'       aî*       y*       û* 

a?^  +  a?  =  21  ;       aî<y*  -f  x^  =  333. 

(a?  +  y)  (yJ?  +  I)  =  aa?y;        (2?»  +  y»)  (a;V  +  0  =  ^«^V- 

X  +  y  aj  +  a  y  +  « 

—  Résoudre  (a?  +  y)  (a^  +  y*)  =  i5. 

(a;»  +  y")  (aî<  +  y*)  =  85. 

—  Résoudre  le  système [-  -2-  =:  i . 

ah  c 

y        X  y 

a        0  c 

—  Résoudre  le  système  a?  +  y  =  4 

(a?»  +  y*)  (a?»  +  y=»)  =  280. 

—  Résoudre  le  système  a;  +  y  =  a. 

x^  +  mxy^  +  mx^y  +  y'  =  &^- 

—  Vérifier  que,  quel  que  soit  n,  l'expression 

nx^  +  *  —  (fi  +  i)  a;»  -|-  I 
est  divisible  par  (a?  —  i)'. 

—  Résoudre  le  système 

a;*  +  a;y  +  y*  =  o^;       xy=^  6^ 

—  Résoudre  le  système 

a?  +  y  =s  i3;  %-^u=»  11; 

xy  ^  %u\  a:*  -h  y*  +  ^*  +  w*  =■  ' 7*^- 

—  Résoudre  le  système 

aî  +  ysafi  +  t?;    xyssw)\ 

—  4-  —  =3 :  a;^  +  y*  4-  u»  +  t?*  =  o^ 

y  V  n 

—  Résoudre  le  système  a?*  +  y"  =  52 

ajy  =  12  (x  —  y). 

JOUUUL  DB  HATH*  1880.  34 
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—  Des  équations  x=ihy  -^  ex  +  du 

y  =  aa;+  c«  -f-  du 
z  =  ax  4-  by  -h  du 
u  ^=  ax -\-  by  +  ex 
déduire  la  relation 

a 


a+i    ^    6+1    ^   c+i    ^    d-f  I 

—  Résoudre  les  systèmes  d'équations  simultanées  suivantes  : 

sin  x  =  m  sin  y;    igx  =  xigy, 
sin  a;  +  sin  y  =  a  ;    cos  a;  +  cos  y  =  b. 

sin  x  =  asiny;     2  Xgx=s  {g  — î!— . 

2 

séc  X  —  s^^c  y  coséc  x  —  coséc  y 

— : ; ; «= ; 7 ;  Sin  X  =  Xg  y, 

SOC  X  +  sec  y  cosec  x  +  cosec  y  ^  "^ 

sin  [x  —  y)  =  cos  [x  -\-  y)  =  o,5. 

X  sin  (5  —  y)  =  p;  x  cos  (8  —  y)  =  9. 

sin  X  =:2  cotg  y;    tg  a;  =3  sin  y. 
sin' a?  -f  cos'  y  =  a;    cos'  x  —  sin'  y  =  ft. 

a  sin  a;  =  b  cos  y;    sin'  x  +  sin*  y  =  c. 
9  tg  aï  +  tg  y  =  4;    2  cotg  x  +  4  cotg  y  =  i 
sin  X  cos  y  =  a  ;    cos  x  sin  y  =  b. 
coi  a;  sin  y  +  tg  a;  cotg  y  =  o  ;    cotg  x  cotg  y  —  i  .=  o. 
sin  a;  =  cos  y;    siny  =  tgs;    sin  j8  =  colg  a;. 

tg^  +  tgî/  =  «;    Igy4-tg3  =  6;    cotg  jï  —  cotg  .T  =r  r. 
Etant  donnée*  les  équations  : 

u  =  3v\    tgM  =  a;+  i;    lgt;  =  a? — i; 
X  —  y  =  2  a;    sin'  x  —  sin'  y  =  6  ; 
X  sin  (a  —  y)  =  fl ;    a;  sin  (^  —  y]=b; 
X  +  y  -{■  x=p;    tg  a?  Ig  y  =  m  ;    tg  a;  tg  c  =  w , 
calculer  x. 

—  Trouver  la  condition  pour  que  les  équations 

a  sin  X  -\-  b  co3  x  =^  c 
o'sin  X  -f  b'cos  X  =  c' 
oient  satisfaites  pour  une  même  valeur  de  a. 

—  Trouver  les  valeurs  de  x  et  y,  comprises  entre  o  et  —  qui  satisfont  au\ 

équations  sin  x  =  cos  2y ;   sin  2a;  ^  cos  y. 

—  Eliminer  x  entre  les  équations 

coséc  X  —  sin  a;  =  a;    séc  x  —  cos  x=i  b. 

—  Eliminer  a;  et  y  entre  les  équations 

a  sin'  X  -\-  b  cos'  x  =  m;    b  sin*  y  +  a  cos'  y=n;    a  ig  x  =z  b  ig  y, 

—  On  a  sin  3x  —  2  sin  2X  +  sin'  a?  +  4  sin'  a;  =  o  ; 
on  demande  de  calculer  x. 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  FORMES  QUADRATIQUES 

ET   LEURS  APPLICATIONS  EN  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  E**^.  Boqael. 

[Fin,  voir  p.  318.) 


Théorème.  — Lorsque  VinvaHant  éCune  forme  quadratique 
est  nul,  sa  forme  adjointe  est  un  carré  parfait. 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que^si  Ton  désigne  par  ai*  le 
coefficient  du  terme  aih  dans  Tinvariant  développé  de  la 
forme  f,  la  forme  adjointe  a  pour  expression,  au  signe  près  : 

F  =  S  cLik  Xi  Xjfc 
ou,  ce  qui  revient  au  même 

(/A  d^ 

P   =  -r Xi*  +   •    •  ••    ~\ 1 X,*  Xa    4.    .    .    . 

A  étant  l'invariant  de  la  forme /"(*). 
Multiplions  F  par  an  ;  nous  aurons  : 
a^i  F=aii«Xi*  4"  2*u^A +  •••+•  ^ainXiXw  +  aijajjX,*  +  ••• 
-j- -j-  2aji  an— i,nXn— 1  Xn  -j"  °^li  *»»«  ^»»  ' 

Considérons  le  carré  parfait 

(^uXi  -f-  *i  A  +  •    •    •  +  ^nS^n  Y 

je  dis  que,  si  A  =  o,  ce  carré  est  précisément  égal  à  a^jF. 

En  effet,  le  coefficient  du  terme  en  Xt  X*  dans  le  pro- 
duit ajjF  est  2aii  ^t'A  ;  le  coefficient  du  même  terme  dans 
le  carré  est  2aL^i  o^*;  il  suffit  donc  de  prouver  que  Ton  a 
la  relation  a^^  aiA'  —  a^i  fx\k  =  o. 

Or,  d'après  la  règle  du  produit  de  deux  déterminants, 
on  reconnaît,  en  multipliant  ligne  par  ligne,  que  cette  dif- 
férence est  un  déterminant  contenant  le  déterminant  A  en 
facteur;  A  étant  nul  par  hypothèse,  le  théorème  est  donc 
établi. 

(*)  Les  personnes  qui  ne  seraient  pas  familiarisées  airec  les  notations  diffé- 
rentielles, que  nous  emploierons  désormais,  si  elles  sont  adoptées  cette  année 
]K>ur  la  préparation  à  l'Ecole  polytechnique,  peuvent  écrire  : 
F  =  A'a^,  X,»  4-  ...  +  A'a  ,/fcXiX*  +  .  .  . 
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—  Si  Ton  applique  ce  théorëme  à  la  forme  ternaire 
Ax*  +  A  y*  +  A"%*  +  2By«  +  2B'zx  +  2B"aîy,  dont  la 
forme  adjointe  est 

F  =  X«(A'A"  —  B«)  +  T«(A"A  —  B'*)  +  Z«(AA'  —  F'«) 
+  2YZ(B'B"  —  AB)  +  2ZX(B"B  —  A'B')  +  2XY(BB'  —  AT) 
on  est  conduit  à  conclure  que  si  Ton  a  : 

A     B'     B' 
A  =     B  "    A'     B      =  G, 
B'     B     A" 
la  forme  F  est.  un  carré  parfait. 

Cette  remarque  est  suscdf)tible  de  nombreuses  applications, 
dont  nous  aurons  Toccasion  de  citer  plusieurs  dans  la 
seconde  partie  de  ce  travail. 

—  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  faire  connaître  ici  une 
interprétation  géométrique  que  le  P.  Joubert  a  donnée  de 
la  forme  adjointe  dans  le  cas  des  formes  ternaires. 

Soit  une  surface  à  centre  représentée  par  l'équalioQ  (i) 
f(x,  y,  »)  =  Aa)«  +  A'y*  +  A"s«  +  2Byz  +  2B'sa: 
-\-  2B"xy  =  H.  Considérons  le  plan  tangent  en  un  poinl 
quelconque  de  cette  surface,  et  menons  du  centre  une  per- 
pendiculaire sur  laquelle  nous  prendrons  un  point  M  tel 
qu'en  appelant  0  le  centre  de  la  surface  et  I  le  pied  de  la 
perpendiculaire  sur  le  plan  tangent,  on  ait  01  .  OM  =  K'. 
Je  dis  que  la  forme  adjointe  de  f(x,  y,  z)  esi  le  premier  w^»»- 
bre  de  Véquation  des  points  M. 

Le  plan  tangent  au  point  (x,  y,  z)  de  la  surface  (1)  a 
pour  équation 

X(Aa:  +  B'y  +  B'z)  +  Y(B"a;  +  A  y  +  Bz) 
+  Z(B'a;  +  By  +  A"«)  =  H. 

Les  équations  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
sur  ce  plan  sont 

X Y Z 

Ax  +  B"y  +  B'z    ""  B"x  +  A'y  +  Bz  ""Bx  +  By  +  A's 

/X'  +  Y»  +  Z' 

~v^(Acc+B"y+B'ij)«+(B"aî-f-Ay+B;5)«+(B'a:+By+A'>r 
On  a  :  0M«  =  X«  +  Y*  +  Z». 
D'autre  part 


—  373  — 
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V(Aa;+B''y+B'j»)»+(B"a>j-A'y+Ba)«+(B'aî+By4-A"a;« 
et  le  rapport  commun  précédent  devient  al«rs  : 

yx«  +  Y*  +  Z»  .  01  K» 


ou 


H  "'H 

Pour  obtenir  l'équation  du  lieu,   il  faut  éliminer  x,  y,  x 

entre  les  équations  de  la  perpendiculaire  et  l'équation  (1). 

Or  les  premières  peuvent  s'écrire 


sous  la  condition 


X=   3 


X  =  (Aœ  +  B'y  +  B'a)  X 
(2)  Y  =  (B-cc  +  A'y  +  Ba  )  X 

Z  =  (B'œ  +  By  +  A.'z)  X 
L'équation  (1),  en  vertu  des  précédentes,  prend  d'ailleurs 

laforme      ^  +  JL  +  1L  =  E  =  IL 

X      ^      X     ^      X  X 

c'esirà-dire  Xcc  +  Yy  -f  Z;?  =  K*  (3) 

et  l'élimination  de  x,  y,  z  entre  les  équations  (â)  et  (3)   est 

précisément  le  calcul  qui  sert  à  former  la  forme  adjointe. 

— Nous  avons  dit,  dans  un  de  nos  précédents  articles,  qu'une 
forme  quadratique  n'a  d'autre  invariant  que  son  discrimi- 
nant, et  c'est  pour  ce  motif  que  nous  avons  employé  indiffé- 
remment dans  le  langage  les  mots  d'invariant  et  de  discri- 
minant. Mais  il  faut  justifier  ce  fait,  qui  est  bien  loin  d'être 
évident  à  priori. 

Lorsqu'on  considère  une  forme  quelconque,  quel  qu'en 
soit' le  degré,  on  voit  que  cette  forme  contient  un  certain 
nombre  de  coefficients,  a,  6,  6, . . . . 

Si  l'on  y  fait  une  substitution  linéaire,  les  coefficients 
Uy  b,  c  .  .  .  .  seront  remplacés  par  d'autres  a,  b',  c\  ...  et 
nous  appellerons  avec  Cayley  invariant  de  la  forme  consi- 
dérée une  fonction  entière  et  homogène  q>(a,  b,  c,...)  de  ses 
coefficients^  telle  que  Von  ait  identiquement 

<p(a',b',  c',  .  .  .  )  =  R^(p(a,  b,  c,  .  .  .  ) 
R  désignant  le  déterminant  de  la  substitution  linéaire. 

Telle  est  la  définition  générale  d'un  invariant  ;  on  voit  que 
l'invariant  que  nous  avons  donné  pour  les  formes  quadrati- 
ques, satisfait  bien  à  la  définition,  puisque  nous  avons  prouvé 
dès  le  début  que  l'on  a  :      A'  =  AR*. 
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Nous  allons  montrer  maintenant  que  les  formes  quadra- 
tiques n'ont  pas  d'autre  invariant  que  A  ou  ses  puissances. 

Prenons  d'abor^,  comme  exemple,  le  cas  d'une  forme  bi- 
naire ax"  -|-  2bxy  +  cj/*,  dont  l'invariant  est  ac —  6*.  Admet- 
tons pour  un  instant  qu'il  y  ait  un  autre  invariant  9(0,  &,  c); 
on  devrait  avoir 

(p(a,  b',  c)  =  R^cp(a,  6,  c), 
en  vertu  de  la  définition  générale. 

La  substitution  linéaire  x  ==  ou»'  +  f^y 

y  =yx  +  Zy' 

a  pour  déterminant  a8  —  p^.  Or  a,  h\  c\  sont  des  fonctions 

du  second  degré  de  a,  p,  y,  3  ;  si  donc  n  est  le  degré  de  9, 

la  fonction  <p(a'  Vc)  sera  du  degré  2n  par  rapport  à  a,  p,  y,  o- 

R  est  du  second  degré  en  a,  p,  y»  ^>  R^  ©st  donc  du  degré 
2X,  et  (p(a',  6',  c)  étant  du  degré  2n,  on  doit  avoir  2n  =  2a, 
c'est-à-dire  n  =  X,  ce  qui  donne  9(0',  6',  c')  =  R"9(a,  6,  c). 

Mais    a'c'  —  6'«  =  (ao  —  6»)  R«. 

Admettons  que  n  soit  pair,  n  :=■  2m.  On  aurait 

(p(a,  6',  c)  =R*»cp(a,  6,  c) 
et  aussi  {ac  —  ft'*)"»  =  R«'»(ao  —  6«)°» 

c'est-à-dire  T^^?^^  =  T^^^^^  • 

(ac  —  ^^)'»         {ac—  6*)" 

Or  deux  formes  quadratiques  sont  toujours  telles  qu'on 
puisse  passer  de  l'une  à  l'autre  par  une  substitution  li- 
néaire (*)  ;  on  peut  donc  supposer  a,  6,  c  fixes  et  a',  6',  c 

©(a'ft'c) 

quelconques.  Il  faut  alors  que  le  quotient    ,  ,  , 77- — soit 

*  ^  ^  {ac  —  6*)*" 

une  constante,  et  l'on  a  : 

<p(a'6'c')  =  K(aV  —  6'»)»°  c.  q.  f.  d. 

Si  n  est  impair,  on  forme  le  carrS  de  la  première  égalité, 
et  il  vient  :  (p«(a'6'c')  =  R«°  cp»(a,6,c) 

et  {ac  —  6'»)"  =  R*»»  (ac  —  6*)" 

Le  raisonnement  se  fait  alors  comme  dans  le  cas  de  n  pair, 

et  1  on  a  ---t— — —r^r-  =  K,  c.  q.  f.  d. 

{ac  —  b^y 


(*)  Deux  polynômes  homogènes  du  même  degré  renfermant  le  même  nombre 
de  variables,  sont  dits  algébriquement  équivalents  quand  ils  jouissent  de  cette 
propriété. 


—  375  — 

Ce  mode  de  raisonnement  est  général.  Soit,  en  effet,  la 
forme  ternaire 

f=Ax*-\-  Ay  +  A''5*  +  2BJ/J5  +  2B'zx  +  2B"xy. 

L'invariant  AA'A"  +  2BB'B"  —  AB»  —  A'B'«  —  A"B"», 
multiplié  par  R"  est  égal  au  nouvel  invariant  A^A^A'i  +  ••• 

Supposons  qu'il  y  ait  une  autre  fonction  entière  et  homo- 
gène (p(A,A',...)  telle  que  l'on  ait 

RX(p(A,  A',...)  =  cp(A<,AV..) 

Soit  n  le  degré  de  9;  Ai,AV. .  sont  toujours  des  fonctions 
du  deuxième  degré  des  coefficients  do  la  substitution 
linéaire,  et  le  premier  membre  de  l'égalité  étant  du  degré 
3A,  puisque  R  est  un  déterminant  du  troisième  ordre,  il  en 
résulte  qu'on  doit  avoir    2n  :=  3X, 

Cette  relation  exige  que  n  soit  multiple  de  3, 

n  =  3[x;        alors  X  =  2îx. 

Par  suite  R*»*(p(A,  A, . , . )  =  ^{K  A'i . . . )  • 

D'autre  part  on  a  :       AR'  =  ^i. 

Donc  A^R>:^  =  ^^^. 

Il  en  résulte  par  division  : 

y  (A,  A^  ...)    __    y  (Aj,  k\  ...) 

à^  ■"  A/ 

Or,  les  deux  formes  étant  algébriquement  équivalentes,  on 
peut  supposer  que  A,  A',  ...  sont  fixes,  et  Ai,  A'<  ...  quel- 
conques. Il  faut  donc  que  le  quotient  précédent  soit  cons- 
tant. 

Donc  A  et  ses  puissances  sont  les  seules  quantités  jouis- 
sant de  la  propriété  invariantive.  C'est  ce  que  nous  voulions 
établir. 

—  Jebornerailàpour  le  moment  ces  considérations  sommai- 
res sur  les  formes  quadratiques  ;  les  principes  fondamentaux 
sont  posés  ;  mais  il  reste  encore  beaucoup  à  dire ,  et 
d'ailleurs  je  n'ai  donné  jusqu'ici  que  les  applications  stric- 
tement indispensables  à  Tintelligence  des  théorèmes.  A  la 
rentrée  prochaine  et  pendant  l'année  scolaire  qui  va  s'ouvrir, 
je  publierai  une  seconde  partie  de  ce  travail  ;  elle  compren- 
dra surtout  des  applications  des  théorèmes  démontrés  dans 
la  première  partie  ;  mais  j'y  ajouterai  cependant  quelques 
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propriétés  nouvelles  que  je  regarde  comme  vraiment  fécondes. 
Les  articles  que  je  me  propose  de  donner  à  nos  lecteurs 
deviendront  d'autant  plus  intéressants  que  la  théorie  des 
formes  quadratiques  binaires,  ternaires  et  quaternaires 
entre  dès  cette  année  dans  le  programme  d'admission  à 
l'École  polytechnique»  et  j'en  proposerai  des  applications 
aussi  nombreuses  que  possible  dans  les  questions  à  résoudre. 
A  mon  grand  regret,  les  développements  que  j'ai  donnés 
cette  année  ont  été  parfois  trop  succincts,  ce  qui  a  dû  nuire 
à  leur  clarté.  Mais  le  mal  sera  vraisemblablement  réparé 
cette  année  par  les  professeurs  de  spéciales,  qui,  ayant  à 
exposer  dans  leurs  cours  la  théorie  élémentaire  des  formes, 
insisteront  nécessairement  sur  les  points  que  je  n'ai  pu 
qu'effleurer.  E.-J.  B. 


CONCOURS  GÉNÉRAX  DE  1879 

SolnlloB  da  problème  des  mathématiques  spéciales  par  H.  Kcenigs,  cièTe 

de  l'École  normale  supérieure. 


On  donne  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  un  point  P  efa'w 
le  plan  de  Vellipse  de  gorge,  par  ce  point  on  mène  une  parallèle 
PH  à  une  génératrice  G  quelconque  de  la  surface;  la  cwrbt 
d* intersection  de  V hyperholo'ide  avec  un  cylindre  de  révohum 
autour  de  PH  et  passant  par  G,  se  projette  stur  le  plan  (k 
l'ellipse  de  gorge  suivant  une  courbe  du  troisième  degré  (J^on^ 
un  point  double:  on  demande  le  lieu  de  ce  point  double  lorsque 
la  droite  G  décrit  la  surface. 

L'hyperboloïde  et  le  cylindre  ayant  la  génératrice  G  com- 
mune se  coupent  suivant  une  courbe  gauche  du  troisième 
degré.  Cette  courbe  se  projettera  sur  le  plan  de  l'ellipse  de 
gorge  suivant  une  courbe  du  troisième  ordre.  Or  si  on 
remarque  que  la  droite  G  se  projette  suivant  une  tangente  T 
à  l'ellipse  de  gorge,  et  la  droite  PH  suivant  une  parallèle  à 
T,  on  verra  que  les  cordes  parallèles  à  l'axe  oz  de  l'hyper- 
boloïde ont  pour  plans  diamétraux  conjugués  : 
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1<*  Dans  rhyperboloïde  le  plan  de  Tellipse  de  gorge; 

i?  Dans  le  cylindre  le  plan  mené  par  PH  et  par  la  perpen^ 
diculaire  PQ  à  la  droite  T. 

Le  plan  mené  par  cette  droite  PQ  et  par  la  parallèle  PE 
à  oz  coupera  Thyperboloïde  suivant  une  hyperbole  U  dont 
un  axe  coïncidera  avec  PQ,  le  second  étant  parallèle  à  PE  ; 
et  le  cylindre  suivant  une  ellipse  E  dont  PQ  et  PE  sont  les 
deux  axes. 

Ces  deux  coniques  se  couperont  en  quatre  points,  Tun 
d'eux  M  sera  Tintersection  de  la  droite  G  et  du  plan  QPE  : 
les  trois  autres  N,  N'  et  N'  seront  les  traces  de  la  courbe  de 
gauche  sur  le  même  plan  ;  mais  il  résulte  de  la  position  des 
axes  de  ces  coniques  que  les  cordes  communes  MN  et  N'N' 
sont  parallèles  à  PE  ou  à  oz.  La  corde  MN  percera  le  plan 
de  Tellipse  de  gorge  au  pied  Q  de  la  perpendiculaire  PQ 
abaissée  sur  P,  car  cette  corde  projette  sur  ce  plan  le  point 
M  qui  appartient  à  G. 

Enfin  le  point  R  où  la  droite  N'N' perce  le  plan  de  Tell ipse 
de  gorge  est  la  projection  sur  ce  plan  de  deux  points  de  la 
courbe  gauche  :  ce  sera  le  point  double  de  la  projection  de 
cette  courbe. 

Nous  allons  traduire  analytiquement  ce  que  nous  venons 
de  dire,  pour  en  tirer  le  lieu  du  point  R. 

Soit  i^  +  ^_Jl_,=o  (1) 

a*  6*  c* 

réqualion  de  Thyperboloïde. 

Soit  X  cos  9  -)-  j/  sin  <p  —  p=  o  (2) 

l'équation  de  la  droite  T,  on  a 

p  =  Va*  cos*  <p  +  6'  sin"  <p  (3) 

Soit  -2^1-1  =  Itz!  =  p  (4) 

cos  <p  sm  <p 

l'équation  de  la  droite  PQ  (a,  p  étant  les  coordonnées  du 

point  P),  p  désigne  la  distance  au  point  P  du  point  de  la 

droite  PQ  dont  (£c,  y)  sont  les  coordonnées. 

Enfin,  appelons  R  le  rayon  du  cylindre  et  0  l'angle  de  la 
génératrice  G  avec  oz. 

Les  axes  de  l'ellipse  E  dirigés,  comme  nous  l'avons  vu, 
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'>R 

suivant  PQ  et  PK  ont  pour  longueur  2R  et  — : ,  réqualion 

^  sin8         ^ 

de  l'ellipse  E  dans  le  plan  QPK  est  donc 

R»    ^ 


\sin  6/ 


ou  s*  =  — ^ 


sin*  ô 

Nous  aurons  Téquation  de  Thyperbole  U  daas  le  même 
plan,  et  rapportée  aux  mêmes  axes  en  remplaçant  dans 
réquation  (l)les  variables  a?  et  y  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (4),  soit 

(a  +  p  cos  6)2  (?  +  P  sin  6)*  z* 

? +  P —  -'=0. 

En  éliminant  z^  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on 
trouve 

(g  +  p  cos  6)»  (P+  9  sin  Q)«  R'  —  p*  _ 

a*  "^  6*  .  ""  c«  sin  ô  ^  ~  °' 

Cette  équation,  du  second  degré  en  p,  définit  les  points  Q 
et  R  sur  la  droite  PQ. 

Désignons  par  pi  la  longueur  PQ,  nous  avons 
(x  +  p,  cos  e)«  (fi  +  p,  sin  Q)«  R«  —  p,»  _ 

a«  "*"  6»  c*sin«0  '   7"  ^" 

Retranchons  cette  équation  delà  précédente,  où  p  désigne 
la  longueur  PR  :  on  trouve  après  division  par  p  —  p^  qui  n'est 
pas  nul  : 

(.  4. ,  )(.22£±  j-  ^'''"  ^  JL       '     \ ,    2x  cos  0 

vi^  ^  ^^\    r/«       ^       6*       ^    c*  sin*  0  ^^         a» 

2g  sin  6   _ 

+  — j;î —  =  o-        0>; 

L'angle  ô  est  celui  que  forme  avec  la  droite  or- la  parallèle 
à  G  menée  par  l'origine,  laquelle  a  pour  équations  : 

^     __.      y      _  -• 

sin  9  cos  9  ^  t/  sin'  9  cos' 9 

1^  ""ô^        '         b 
On  en  tire  : 
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cos*  0  = 


.t  /  sin'  <p  cos*  y  ^ 


el  on  en  déduit  sans  peine  par  substitution  que  le  coefficient 
de  (p  +  Pi)  s©  réduit  à 

I  I  I     _   g'b'  -f  6'c»  +  c'a» 

"ô^    ■"    6*    "^    c«    ""  a»6»c« 

D'autre  part  pi  est  connu  et  égale  p  —  a  cos  «p  —  p  sin  <p  ; 
car  c'est  la  dislance  du  point  P  à  la  droite  T  ;  l'équation  (o) 
devient  donc  : 

p+p-acosy-psiny  |  „,^._^^.,._^^.„,  I  a»6'+6V+c»«'=° 
OU  : 

Appelons  un  instant  a  et  p'  les  coefficients  de  cos  <p  et  sin  cp 
dans  cette  équation  :  on  a,  en  tirant  p  de  l'équalion  (3)  : 

p  —  a  cos  9  —  P'  sin  cp  =  —  /a*  cos*  <p+  6*  sin*  cp; 
multiplions  par  p  et  tenons  compte  des  relations  (4)  il  vient  : 


On  peut  mettre  l'équation  de  ce  lieu  sous  une  forme  plus 
commode  : 

Posons  a,  =  a  +  a  =     ff^^l'^^\l 

El  considérons  les  coniques 

a*  ~  6* 

qui  est  l'ellipse  de  gorge  transportée  parallèlement  à  elle- 
môme . 

Cherchons  la  podaire  du  point  P  dans  cette  conique,  c'est- 
h-dirc  le  lieu  de  projection  du  point  P  sur  les  tangentes  à 
cette  conique. 

(ce  —  a^)  cos  <p  +  (j/  —  pi)  sin  (p  —  /a*  cos*  <p  +  6*  sin»  cp  =  o 
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est  une  tangente  quelconque  à  la  conique 


^  — «  _  y  — p  _ 


cos  f  sm  7 

la  perpendiculaire  issue  du  point  P. 

On  en  tire  en  remplaçant  p  cos  ^  et  p  sin  cp  par  (x  — x)  el 
(y  —  fj  dans  l'équation  de  la  tangente  : 

—  (X  —  ttO(ag  —  g)  +  (y  —  p,)(y  —  p) 

V^a«(x  —  a)»  +  6»(y  —  p)«    =  o 
ou  encore  : 

(x  —  a)«  -  (g,  —  a)(a;  -  a)  -  (p,  —  p)(y  -  f) 

^  >/a«(aî  —  a)*  +  6«(y  —  p)*    =  o 
c'est-à-dire   (ce  —  a)*  —  a'(x  —  a)  —  f{y  —  p) 

_  )/a^(x  —  a)«  4-  6«(y  —  p)«    =  o . 

C'est  précisément  l'équation  touvée  pour  le  lieu. 

Donc  : 

Le  lieu  du  point  R  est  la  podaire  du  point  P  relativement 
à  une  ellipse  qui  n'est  autre  que  l'ellipse  de  gorge  Irau^ 
portée  parallèlement  à  elle-même,  de  sorte  que  son  ceulre 
Tienne  en  un  point  (a^,  pj. 

Ou  voit  aussi  que  le  point  Q  décrit  la  podaire  du  point  P 
par  rapport  à  Tellipse  de  gorge  elle-même. 

La  discussion  des  podaires  des  coniques  est  des  pl^*^ 
faciles,  et  il  est  inutile  de  la  donner  ici. 


QUESTION  219. 

SolsUoB  par  M.  V.-M.  Arnaud,  élève  aa  Lycée  de  Nice. 


Démontrer  la  règle  de  Leibnitz  pour  trouver  la  dérivée  n 
d*un  produit  u  v  de  deux  fonctions  de  x 

y(n)  =  VU{n)  +  Cjv'U(n  -  1)  +  CÎ/U(n  -  î)  +  •  •  • 

en  démontrant  que^  si  cette  règle  est  vraie  pour  la  dérivée  iom 
n  —  i),  elle  est  encore  vraie  pour  la  dérivée  d* ordre  n. 

Appliquer  ce  théorème  à  la  recherche  de  la  dét  ivée  n""  »  '^ 
onction  y  =  e^^cos  (mx  +  p)- 
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La  règle  de  Leibnilz  est  facile  à  vérifier  pour  les  dérivées 
des  premiers  ordres,  car  on  a 

j/'  =  vu   +  uv 

y"  =  vu"  +  2wV  +  wi?' 


Supposons  donc  la  loi  vraie  pour  la  dérivée  d'ordre  (n  — jj 

j/(n  -1)  =  VU[n  -1)  +  Cy  "^  *VU[n  -2)  +  Oj  ~  ^t?'U(n  -  a)    +  •  •  • 

je  dis  qu'elle  estyraie  pour  la  dérivée  d'ordre  n. 
.  En  effet,  prenons  la  dérivée  de  y(n  -  4],  en  écrivant  sur  une 
première  ligne  horizontale  les  termes  de  la  forme  vu'  et  sur 
une  deuxième  les  termes  de  la  forme  tet;'  ;  nous  aurons 


Vin)  =  VU[n)  +  C? 


—  \ 


Or  d'après  les  propriétés  des  coefficients  du  binôme 
Gî  -  ^  +  I  =  CJ,    CJ  "  '  +  CJ  "  '  =  CÇ. 

Cn  —  i     I     /"in  —  4  pn 
9             -p   Lif             —  v««  •  •  • 


v'^Un^  , 

+  ... 


'3  ~r   ^2  "^3 

Donc  j/(«)  =  tn/(«)  +  C"y't((„  -  i)  +  CjV"'U{n  -  2)  +  .  •  • 
et  la  règle  est  démontrée. 
Appliquons  cette  règle  à  la  fonction 

en  observant  que  (e«*)(n)  =  a»»  e^  et  que  les  dérivées  de  ces 
{mx  +  p)  sont  périodiquement  —  m  sin  (mec  +  p),  —  m*  cos 
(«103  -f-  p),  m*  sin  (ma;  +  p),  m*  cos  (ma?  +  p);  nous  aurons 

j/(„)  =:  cos  (ma?  -(-  p)  û**  ^^  —  mCJsin  {mx  +  p)  o*  "  ^  «^ 

—  m*  C^  cos  {fiuïi  -f-  p)  a»  -  »  e<«» 

+  m»  C;  sin  (ma?  +  p)  a»  -  »  e««  +  m*  C4 

cos  (ma?  +  p)  a»  -  *  c^. . . 
ou  bien 

y[t)  =  e*»  cos  {mx-\-  'p)[a}^  —  m«  C;  a»  -  *  +  m*  Cî  a»  -  *...] 
—  6^  sin  (ma?  +  p)[mC"  a»  -  «  —  m»  CJ  a»  -  ^ 

+  m»  C;  a»-5  —  ...]• 

Nota,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Louis  Godard,  élère  du 
Lycée  de  Saint-Etienne  (classe  des  mineurs). 
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QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 

A  l'École  polytechnique 

[Suite,  voir  p.  333  et  sniv.) 


Algèbre. 

3 

—  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  h  l'équation  x^  —  nx  —  i  -| =  o. 

—  Prendre  la  dérivée  de  la  fonction  y  =  arc  sin  ■     .    ^'   et    expliquer  k 

1    "i"  %jU 


résultat  obtenu . 
—  Même  question  pour  la  fonction  y  arc  eos 


I  —  x^ 


I  4-  ^' 

/  I  *"■  X 

—  Même  question  pour  la  fonction  y  =  arc  tg  V/  — . 

—  Prendre  la  dérivée  de  la  fonction  implicite 

x^  +  y'  =  a'e^'"^  *«^  T 

—  La  fonction  e*  +  e—  »  +  2  cos  a?  est-elle  susceptible  de  maximum  ou  de 
minimum  ? 

—  Étant  donnée  l'équation  x*  —  x^  -|-  ix  — a  =  o,  déterminer  a  de  mani^n^ 
que  le  produit  de  deux  des  racines  soit  égal  à  la  somme  de  ces  mémos  racinev 
et  résoudre  l'équation  dans  ce  cas. 

—  f(x)  étant  du  degré  m  —  2  au  plus,  et  ^(x)  du  degré  m.   si  a.  6,  c / 

sont  les  racines  supposées  distinctes  de  cp  [x]  =  o^  établir  l'identité 

fia)         m     ,  .     fit) 


(p'(a)        9(6)  (p'(/) 

Démontrer  qu'il  y  a  une  seconde  identité  quand  f[x)  est  du  degré  «1»  —  3.  e: 
la  trouver. 

—  Décomposer   en   facteurs  réels  du  deuxième  degré  en  x  le  polynôim' 

.T*  —  2rx  -fa'-}"  P^- 

—  Calculer  la  sixième  dérivée  de  la  fonction. 

x^ 

y-   (i-a;  Y(i  +xY  ' 

—  Ayant  une  relation  entière  entre  sincp  et  coscp,  on  peut  toujours  la  mettn* 
sous  la  forme  /Isinçp,  cosîp)  =  f{  sinç)  4-  cosç  /l  (sincp);  établir  qu'on  ne  i>eiit 
le  faire  que  d'une  seule  manière. 

Mathématiques  élémentaires. 

—  Lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  droites  fixes  sont  dans  un  rapport 
constant. 

7-  Trouver  des  nombres  entiers  0, 6,  c,  tels  que  l'on  ait  \/â'+  y/b^  c. 

—  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  nombre  Â  en  facteurs  pre- 
miers entre  eux  deux  à  deux? 

I  —  COS  X 

— Trou  ver  la  limite  vers  laquelle  tend ,  '       quand  x  tend  vers  rèrc. 

x^ 

•^Combien  de  fois  le  nombre  7  est-il  facteur  dans  le  produit  1.2.3.4 

99  .  100? 
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•  Construire  un  triangle,  eonnaissant  deux  côtés  et  une  médiane. 

—  Résoudre l'équation V  a  H-  ^  +V  o  —  >/^=  &• 

m        n        p 

—Trouver  le  maximum  de  a?  y  s  quand  x  -\-  y  -{-  z  est  une 
constante. 

—  Trouver  les  nombres  dont  le  carré  divisé  par  le  produit  pq  donne  pour 
reste  i,  p  et  q  étant  deux  nombres  premiers. 

—  On  inscrit  un  triangle  dans  une  circonférence  ;  on  mène  deux  hauteurs  qui 
se  coupent  en  H  ;  on  prolonge  l'une  des  hauteurs  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
circonlérencc  en  M.  Cette  hauteur  coupe  la  base  correspondante  du  triangle 
en  P;  faire  voir  que  PH  =  PM. 

—  Etant  donnés  deux  cercles  sur  la  sphère,  trouver  sur  la  même  sphère  les 
cercles  qui  coupent  orlhogonalement  les  deux  cercles  donnes. 

—  Etant  donnés  un  cercle  0  et  un  point  P  dans  son  plan,  trouver  sur  la  droite 
OP  un  point  Q  tel  que  OP  x  OQ  =  R^;  démontrer  que  toutes  les  circonfé- 
rences passant  par  les  points  P  et  Q  coupent  le  cercle  0  orlhogonalement. 

—  a  et  6  étant  deux  nombres  entiers,  on  demande  comment  il  faut  choisir  ces 
nombres  pour  que  a?  +  ^^  soit  de  la  forme  4m  —  i . 

—  Résoudre  par  des  procédés  élémentaires  l'équation  x^  —  i  =  o  en  présentant 
les  racines  dans  les  formules  finales  sous  la  forme  a  -\-  b  \J  —  i. 

—  On  donne  un  triangle  ABC,  et  sur  le  prolongement  deBC  un  point  D.  On 
demande  de  mener  par  ce  point  une  transversale  telle  que  l'aire  du  triangle 
AEF  soit  égale  à  une  surface  donnée.  On  trouve  deux  solutions;  devait-on  s'y 
attendre?  —  Quelle  est  l'enveloppe  des  droites  telles  que  EFD? 

—  a,  &,  c,  (/,  /*  pouvant  prendre  des  valeurs  absolument  quelconques,  quelles 
sont  dans  tous  les  cas  les  condition?  pour  que  le  polynôme  ax*  -f-  46a?*  -f  6cx^ 
4-  4da;  +  f  soit  un  carré  parfait? 

—  Etant  donné  un  tétraèdre,  on  mènele]>lan  bissecteur  d'un  dièdre.  Démon- 
trer que  ce  plan  divise  l'arèteopposée  en  segments  proportionnels  aux  aires  des 
faces  du  dièdre  considéré. 

—  P  et  R  étant  deux  nombres  premiers,  trouver  les  nombres  qui  sont  pre- 
miers avec  le  produit  PR  et  inférieurs  à  ce  produit. 

—  Les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre 
sont  concourantes. 

—  Etant  donné  un  nombre  quelconque  a  premier  avec  un  nombre  p,  trouver 
un  nombre  x  tel  que  la  division  du  produit  ax  par  p  donne  pour  reste  l'unité. 

—  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  nombre  donné  en  facteurs 
de  môme  parité? 

—  Chercher  quelle  est  la  plus  haute  puissance  de  p  (p  <  n)  qui  divise  le 
produit  I  .  2  .  3  .  .  .  n. 

—  n'  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  le  quotient etn"étantde  même 

n' 
le  plus  grand  entier  contenu  dans  le  quotient ,  faire  voir  que  n"  est  le  plus 

P 
n 
grand  entier  contenu  dans  le  quotient  — j-. 

—  Mener  par  un  point  donné  : 

1*»  Une  circonférence  tangente  à  une  droite  et  à  un  cercle  donnés; 
2*  Une  circonférence  tangente  à  deux  circonférences  données. 
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ERRATA  DU  NUMERO  DE  JUIN. 

Un  certain  nombre  de  fautes  d'impression  se  sont  glissées  dans  le  nmiiéro 
de  juin.  Nous  nous  empressons  de  les  signaler  parce  qu'elles  modifient  la 
solution  de  deux  questions. 

Page  S50,  Ugne  90:  ati  lieu  de ^  i^  Bh  =z -j-  '^ (^  +  ^)'(4  —  ^) 

il  favt  -L  «  RïA  =-i-  «  (R  +  aj)»(fc  —  x). 

Page  fb%  ligne  7  :  au  Heu  de  sin  20;  =  cos  9  =  -^^ — 

il  faut  sin  20;  =  cos  f  =7  -= 
Lignes  11  et  sulyanles,  it  faut  lire  r— — 

U  carré  du  cdté  DK  est  DE»  =  R»sin»  a?  =    ^'t^^^JT'^   =   ^*<^  ~  ^^ 

2  >/5  10 

de  même  CD*  =  RMcos  «  -  sln  x]^  ==  R>(i  -  sin  2x)  =  .^'^^  — ^  v^ 

Enfin 
DC» 


Infin  __ 

L.  =    'o--4v^  _    (\^+  5)(io-4>/r)   _  3->/r  _    6— ay'D 
^'  5  —  v^  *o  2  4 


et 


CE» 

DC         v/T— I 


CE    ""        2 


Page  280  :  ou  lieu  de    c»af>X  —  a^fjy  +  6»  a  =  o 
i7  faut         c^oip  —  a*pX  +  6*aY  =  o. 

Page  282,  ligne  15  :  au  lieu  de      »  yy,       il  faut  —  Yy. 

ligne  il:  au  lieu  de     —  b^ay,     «i  /aut  —  &>aY. 

ligne  19,  dans  la  parenthèse  : 

,,     ^            Xx                                   -t ,    ,  ^ 

au  Iteu  de         — --.                                tl  faut  — —-• 

a*  o* 

ligne  21  :  omImu  da        ■  .,    .               il  faut 


a» 
fin. 


— L.  —  etc..  jusqu'à  la 
U  faut 

car  les  termes  entre  crochets  s'annulent  ainsi  que  les  autres. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KGEHLER. 
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DE  L'ELLIPSE,  DE  L'HYPERBOLE 

DE  LA  PARABOLE 

ET   DE    LEURS    PROPRIÉTÉS 

Par  M.  liAunoy,  maître  répétiteur  au  Lycée  Louis-le-Grand. 

[Suite, et  fin  voir  p.  337  et  suiv.} 


LXX.  Théorème.  —  MM'  (fig.  ;^1)  est  une  corde  nor- 
male en  M  à  une  parabole, 
I  son  milieu,  D  le  point  où  elle 
rencontre  Vaxe  ;  la  parallèle  à 
Vaxe  menée  par  le  point  I 
rencontre  VordonnéedupointM 
en  un  point  A  tel  que  la  ligne 
AD  est  perpendiculaire  à  MM. 

De  la  valeur  trouvée  pour 
MM'  dans  le  théorème  précé- 
dent, on  déduit 


MI  = 


sin'  a  cos  a 
et  à  cause  du  triangle  rectangle  lAM 


Fig  3L 


AM  =  IM  sin  a  = 


Or,  on  sait  que  MD  = 


sm  a  cos  a 
P 


cos  a 


donc,  en  vertu  des  relations  précédentes, 

MD  =  AM  sin  a 
c'est-à-dire  que  le  triangle  ADM  est  rectangle  en  D- 

LXXI.  Théorème.  —  a  et  (î  étant  les  angles  que  foni 
avec  les  rayons  vecteurs  correspondants  deux  normales  égales 
issues  d'un  point  du  plan  d'une  parabole^  ces  normales  étant 
comptées  de  ce  point  à  la  courbe,  on  a 

.         /  a  +  a'\  d 

d  étant  la  distance  de  ce  point  à  l'axe. 

JOURNAL  DB  MATB.  1880.  25 
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Si  Ton  remarque  que  la  longueur  d'une  normale  comptée 
comme  il  est  dit  dans  renoncé,  a  pour  expression 

P        ,        d 
cos  a  sin  a  ' 

un  calcul  analogue  à  celui  qui  a  été  fait  pour  l'ellipse  con- 
duit à  la  relation  donnée. 

LXXIL  —  Valeur  du  rayon  du  cercle  osculateur  en  unpo\ni 
d!une  parabole.  Sa  construction. 

Il  suffit  de  se  reporter  à  la  pareille  détermination  faite  par 

l'ellipse  pour  voir  que,  si  R 
désigne  le  rayon  du  cercle 
osculateur  en  un  point  d'uce 
parabole,  on  a 

cos'  a 

Pour  le  construire,  on  re- 
marque que  le  rayon  veclrj 
du  point  considéré  a  po- 
expression 


FM  = 
do  sorte  que 


2  cos'  a 


R  = 


2FM 


cos  a 
Cette  expression  meut: 
que  la   perpendiculaire  a: 
rayon  FM  (fig,  3S)  menée  pa: 
le  foyer  rencontre  la  nonuaiC 
^^9'  ^-'  en  M  en  un  point  G'  tel  q 

CM  =  i. 

2 

Pour  avoir  la  valeur  de  R  en  un  point  donné,  la  normal' 
étant  menée,  on  élèvera  la  perpendiculaire  FC  à  FM,  <?'" 
prendra  GC  =  C'M;  GM  sera  le  point  cherché  et  C  le  centra 
du  cercle  osculateur  en  M. 

LXXIII.  Théorème.  —  La  portion  d*une  normale  en  ""^ 
point  d^une  parabole,  comprise  entre  la  courbe  et  la  directrice- 
est  égale  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle  osculateur  en  ce  point. 
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Soil  (fig.  32)  M  un  point  d'une  parabole,  MN  la  portion  de 
la  normale  en  M  comprise  entre  la  courbe  et  la  directrice  ; 
on  sait  comment  a  été  construit  le  triangle  MFC.  Les  deux 
triangles  NMP  et  MFC  sont  égaux  comme  ayant  un  côté 
égal  MP  =  MF  et  comme  étant  semblables,  FMC  =  PMN, 

donc  MN  =  MC  =  — . 

2 

Cette  propriété  permet  de  construire  plus  simplement  le 
rayon  du  cercle  osculateur  en  un  point  d'une  parabole,  puis- 
qu'il suffit,  la  normale  étant  menée,  de  porter,  à  partir  du  point 
considéré  et  dans  le  sens  voulu,  une  longueur  égale  au 
double  de  la  portion  de  la  normale  comprise  entre  la  courbe 
et  la  directrice. 

LXXIV.  Théorème.  —  En  un  point  d'une  parabole  la  corde 
du  cercle  osculateur  qui  est  menée  parallèlement  à  Vaœe  de  la 
courbe  est  égal  à  quatre  fois  le  rayon  vecteur  du  point. 

Soit  (fig.  32)  M  le  point  considéré,  C  le  centre  du  cercle 
osculateur  en  ce  point,  PM  parallèle  à  l'axe,  Q'  et  Q  les 
projections  des  points  G  et  C  sur  PM;  C  étant  le  milieu 
de  MG,  Q'  sera  le  milieu  de  MQ,  et  comme  les  triangles  GTM 
et  CMQ'  sont  égaux,  on  en  conclut  que  MQ'  =  MF  et  par- 
tant MQ  =  2MF;  or  MQ  n'est  que  la  demi-corde  du  cercle 
osculateur  :  la  corde  entière  vaudra  donc  4MF. 

LXXV.  Théorème. —  Le  lieu  du  point  symétrique  du  foyer 
par  rapport  aux  normales  à  une  parabole  eut  une  parabole. 

En  remarquant  que  (fig.  32)  un  point  Q'  du  lieu  a  môme 
ordonnée  que  le  point  M  et  que  son  abscisse  SA  a  pour 
expression 

SA  =  PQ  —  DS  ==  2MF ^  =  — ^^ ^, 

2  COS«  a  2 

on  en  déduit 

SA— -^  =  — ^ p  =  p  tg«a; 

2  cos»  a         ^       x-    D 

donc  QÂ*  =  p(SA  —  -2.)  ; 

2 

donc,  en  vertu  du  théorème  V,  le  lieu  cherché  est  une  para- 
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bole  de  même  axe  que  la  première  et  dont  la  tangente  au 
sommet  passe  au  foyer  de  la  première. 

Corollaire.  —  La  projection  du  foyer  sur  les  normales  se 
trouve  également  sur  une  parabole, 

VII 

PROPRIÉTÉS  DES  CORDES  FOCALES 

LXXVI.  Théorème.  —  Le  produit  des  ordonnées  des  extré- 
mités d'une  corde  focale  est  constant  et  égal  à  —  p*. 

Les  tangentes  aux  extrémités  d*une  oorde  focale  étant 
rectangulaires  (LUI),  il  en  est  de  même  des  normales,  de 
sorte  que  si  a  est  l'angle  que  fait  Tune  d'elles  avec  le  rayon 

vecteur  correspondant, a  sera  l'angle  que  fait  l'autre 

avec  son  rayon  vecteur.  Si  l'on  désigne  par  y^  et  «/,  les 
ordonnées  des  extrémités  de  la  corde,  on  a,  en  remarquant 
que  ces  ordonnées  sont  toujours  de  signes  contraires, 

î/i  =  P  tg  a 

y%  =  —  p  cotg  a 
et  par  suite  î/i  !/»  =  —  P*- 

Corollaire.  —  Le  produit  des  abscisses  des  extrémités  d'unt 

p« 
corde  focale  est  constant  et  égal  à  -i— . 

LXXVII.  Théorème.  — Par  le  point  où  se  coupent  les  nor- 
males aux  extrémités  d'une  corde  focale^  on  peut  mener  une  troi- 
sième normale  ;  l'ordonnée  du  pied  de  cette  normale  est  double  de 
celle  du  point  de  concours  des  deux  premières;  mais  les  signes 
sont  différents. 

On  a  vu  (LXIII)  qu'en  désignant  par  t/^,  y,,  y,  les  ordon- 
nées de  trois  normales  menées  à  une  parabole  d'un  point 
distant  de  l'axe  d'une  longueur  d,  on  a 

ViViVê  =  ^P^d) 
or,  on  a  obtenu  dans  le  théorème  précédent 

2/iî/a  =  P*  : 
on  en  conclut  y,  =  2rf, 

ce  qu'il  fallait  démontrer.  On  a  ainsi  un  moyen  assez  simple 

de  construire  cette  troisième  normale,  la  courbe  étant  tracée 
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LXXVIII.  Théorème.  —  La  normale  à  une  extrémité 
d'une  corde  focale  rencontre  la  courbe  en  un  point  d'où  'part  une 
seconde  normale;  l  ordonnée  du  pied  de  cette  dernière  est  double 
de  l'ordonnée  de  Vautre  extrémité  de  la  corde. 

On  a  obtenu  en  effet  (LXIII),  en  désignant  par  y^  et  y\ 
les  ordonnées  des  pieds  des  deux  normales  qui  se  coupent 
sur  la  courbe.  j/jy',  =  2p«. 

Mais  on  vient  d'obtenir  (LXXVI)  pour  les  extrémités  d'une 
corde  focale  dont  l'une  coïncide  avec  l'un  de  ces  points 

r 

il  en  résulte  que  yi  =  —  ■        , 

ce  qu'il  fallait  démontrer.  Les  deux  points  considérés  sont 
éyidemment  situés  de  part  et  d'autre  de  l'axe. 

LXXIX.  Théorème.  —  La  somme  des  inverses  des  segments 
déterminés  par  le  foyer  sur  une  corde  focale  est  constante. 

En  effet,  les  angles  que  font  les  normales  aux  extrémités 
d'une  corde  focale  étant  complémentaires»  les  rayons  vec- 
teurs qui  forment  cette  corde  ont  pour  expression  (XXIII) 

P         et        ?        - 


2  cos*  a  2  sin'  a 

d'où  en  prenant  les  inverses 

2  cos*  g  2  sin*  g    2 

P  P  'p"* 

Remarque.  —  La  longueur  d'une  corde  focale  est  alors 

P  i  P         —  P  —         ^P 


2  cos"  g  2  sin'  g  2  sin*  g  cos*  g  sin^   2a 

Elle  aura  sa  valeur  minimum  lorsque  sin  2g  aura  sa  plus 

grande  valeur,   c'est-à-dire    — ;  alors  g  =  —  et  sin  a 

2  4 

=  cos  g  ='  -Tts  et  la  longueur  de  la  corde  est  2p.  Il  est 

facile  de  voir  que  cette  corde  est  perpendiculaire  à  l'axe. 

Une  corde  focale  perpendiculaire  à  la  première  aurait 

2p 

pour  expression  î— — 

'^  cos"  2  g 
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cos"  2a      ,      sin'  2* 
et  comme 1- 


2p  2p  2p 

on  en  conclut  que  la  somme  des  inverses  de  deux  cordes  focales 
rectangulaires  est  constante. 

LXXX.  Théorème.  —  Si  l'on  prolonge  les  normales  aux 
exlrémités  d'une  corde  focale^  la  corde  qui  joint  leurs  points 
d* intersection  avec  la  courbe  est  parallèle  à  la  première  et  égaie 
à  trvts  fois  cette  pranière. 

Soit  (fig.  33)  P  le  point  de  concours  des  normales  menées 


aux  extrémités  de  la  corde  focale  AB  ;  a  étant  l'angle  BÂP, 
le  triangle  rectangle  BAP  donne 

AP  =  AB  cos  a  =  ^ 


2  sin*  a  cos  x 

Si  Ton  se  reporte  au    problème  LXIX,  on  trouve  pour  la 
longueur  d'une  corde  normale  à  la  parabole 

kK=-^ — . 

sm*  a  cos  x 
On  en  conclut  immédiatement 

AA  =  4AP. 
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Il  est  évident  que  pareillement  on  a 

BB'  =  4BP, 
de  sorte  que  les  deux  triangles  APB  et  A'PB'  qui  ont  un 
angle  égal  et  les  côtés  qui  le  comprennent  proportionnels» 
sont  semblables  ;    il  en  résulte  évidemment  l'égalité    des 

angles  PTb  et  PA'B',  PBA  et  PFA',  c'est-à-dire  le  parallé- 
lisme des  cordes  ÂB  et  A'B'  et  en  outre  la  relation  annoncée 

A'B'  =  3AB. 

Corollaire  I.  —  La  parallèle  à  l'axe  menée  par  Vune  des 
extrémités  d*une  corde  focale  coupe  la  corde  formée  par  la  nor- 
maie  à  l'autre  en  son  milieu. 

Soit  I  le  point  où  la  parallèle  à  Taxe  menée  par  le  point 
B  rencontre  AA',  le  triangle  ABI  est  isoscèle  et  PI  =  AP  ; 

AA' 
donc  AI  =  — — ..  Soit  T  le  point  oîi  la  tangente  en  A  ren- 
contre BI  ou  son  prolongement,  il  est  évident  que  les  trois 
points  I,  A,  T  sont  sur  un  cercle  dont  le  centre  est  B. 

Corollaire  II.  —  Le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points 
A  et  l  et  le  pied  de  la  troisième  normale  issue  du  point  P  a  son 
centre  de  gravité  sur  Vaxe. 

On  a  vu,  en  effet  (LXXVII),  que,  PR  étant  l'ordonnée  du 
point  P  et  ce  celle  du  pied  G  de  la  troisième  normale  issue  du 
point  P,  ce  =  2PR,  et  alors  le  point  E  où  PC  coupe  l'axe 
est  tel  que  2PE  =  CE;  la  ligne  GP  étant  médiane  du 
triangle  GAI,  le  point  E  est  le  centre  de  gravité  de  ce 
triangle.  Il  est  également  le  centre  de  gravité  du  triangle 
l'CB,  r  étant  le  milieu  de  BB'. 

LXXXI.  Théorème.  —  La  corde  focale  passant  par  le  foyer 
et  parallèle  à  une  tangente  est  égak  à  qv>atre  fois  le  rayon  vec- 
teur du  point  de  contact. 

Soit  (fig,  33)  M  le  point  de  contact  d'une  tangente  paral- 
lèle à  la  corde  focale  AB  ;  la  normale  en  ce  point  est  per- 
pendiculaire à  AB,  et  il  est  facile  de  voir  que  l'angle  qu'ell 

fait  avec  le  rayon  vecteur  FM  est  égal  à   2a ;  d 

sorte  que  la  valeur  de  ce  rayon  est 
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n 

FM  = 


2  sin*  2a 
2  cos'^ 


En  comparant  cette  valeur  à  celle  que  l'on  a  obtenue 
(LXIXX,  Remarque)  pour  la  corde  focale  AB,  on  trouve 

AB  =  4FM. 

Remarque.  —  Une  solution  purement  géométrique  de  cette 
propriété  a  été  donnée  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques^ année  1877. 

LXXXII.  Théorème.  —  Une  corde  normale  en  un  point  d'une 
parabole  se  projette  sur  la  corde  focale  de  ce  point  ou  sur  Caxe 
suivant  une  longueur  égale  à  quatre  fois  le  rayon  vecteur  de  l'auti  e 
extrémité  de  la  corde. 

Soit  (fig.  33)  kk!  une  corde  normale  en  A;  sa  longueur  a 
pour  expression  (XLIV) 

AA'=— ^2_ 
sin'^a  cos  a 

et  l'angle  FAA'  étant  a,  la  projection  de  AA'  sur  FA  a  pour 

valeur  — r~ — , 

sm*  a 

P 
or  la  valeur  de  FB  est        :  . — ,  dont  la  projection  de  AA' 

2  sin"  a 

sur  AB  vaut  4FB. 

LXXXIII.  Problème.  —  Déterminer  le  paramètre  d^une  pa- 
rabole connaissant  les  bngueurs  de  deux  tangentes  rectangulaires. 

Soient  a  et  6  les  longueurs  des  tangentes  données;  AB 
(fig.  33)  étant  la  polaire  de  leur  point  de  concours,  on  a 

AB*  =  a«  +  6«. 
Si  M  est  le  pôle  de  la  corde  AB,  on  a,  à  cause  du  triangle 

rectangle  MAB,    —^  4-  — î-  =     '     ; 

0»  6*         MF* 

or  MF*  ==  BF  X  AF 

et,  en  vertu  du  théorème  XLIV, 

BFXAF  =  ^XAB=  J^/a«  +  6«  =  ÎÏF*. 


cos*  a  sin*  a 
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On  en  déduit  facilement,  en  vertu  de  la  seconde  relation, 

20}   b* 

^  3 

(a*  +  6«)  « 

LXXXIV.  Théorôme.  —  R  ef  R'  étant  les  rayons  des 
cercles  osculateurs  aux  extrémités  d'une  corde  focale^  on  a 

R^         Rî  p^ 

Les  angles  que  font  les  normales  aux  extrémités  d'une 
corde  focale  avec  cette  corde  étant  complémentaires,  R  et  R' 
ont  pour  expressions  (LXXII) 

co 
II  est  facile  d'en  déduire 

et  par  addition 

■ = œ* + m 

expression  qui  conduit  à  celle  de  l'énoncé. 

LXXXV.  Théorôme.  —  Les  extrémités  A,  B  d'une  corde 
focale  et  les  milieux  des  cordes  normales  enketB  sont  les  sommets 
d'un  losange  dont  la  surface  est  égale  à  celle  du  quadrilatère 
dont  les  sommets  sont  A  et  B  et  les  centres  des  cercles  oscula- 
teurs en  ces  extrémités. 

Soient  (fig.  33)  I  et  Y  les  milieux  des  cordes  normales  en  À 
et  B,  on  a  vu  (LXXX)  que 

AP  =  PI,    BP  =  Pr.    AB  =  BI 
et  par  suite  la  figure  ABU'  est  un  losange  dont  la  surface  S 
est  évidemment  égale  à  quatre  fois  celle  du  triangle  APB, 

AP  V  RP 
c'est  à-dire     S  =  4  ^^  ^  ^^    =  2AP  X  BP, 

et  en  vertu  des  expressions  trouvées  pour  AP  et  BP 

S  = 

2sin*  a  cos'  a  ' 

soient  C^  et  C'^  les  centres  des  cercles  osculateurs  en  A  et  B , 
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le  quadrilatère  ABc^c^,  dont  les   diagonales  sont  rectangu- 
laires, a  pour  surface 

ActXBc/   _    RXR'  _  p^ 

2  2  3sin'acos*i 

donc  S  =  S'. 


QUESTION  185. 

SolntloB  par  M.  Sigwarth,  Pensionnat  Saint-Joseph,  à  Thonon. 


On  considère  l'égalité 

^  {x«  4- 1  y 

et  on  propose  d^ étudier  les  variations  de  y  quand  x  varie  de  —  * 
à  +  00  .  En  supposant  a  —  b,  on  propose  de  démontrer 

^^  Que  a  est  le  maximum  de  y  ; 

2**  Que  b  est  le  minimum  de  y; 

3®  Que  si  Von  donne  à  y  une  valeur  comprise  entre  a  et  b, 
récitation  bicarrée  qui  donne  x  a  ses  quatt'e  racines  réelUfs,  (l 
que  si  Von  désigne  par  x^  Vune  dea  racines,  les  trois  autres  soni 
données  par  les  égalités     x^  +  ^s  =  o 

X^Xj  +  I  =  o 
X1X4  —   1   =  0 

(De  Longchamps.) 
De  l'expression  donnée  on  tire 

x^{y^  —  6*)  +  x^(2y^  +  26*  -  4a^)  -j-  t/^  —  6«  =  0 
d'où 

^  __    2a*  —  6'  —  y'  db  v/46^^/'  —  40^/  —  40*6'  +  4(^2  ,  W 

ce*  doit  être  réel  ;  il  faut  donc  que  Ton  ait 

^h^tf  —  4rt*y*  —  4aV;*  +  4a*  >.  o 
ou  i/*(a'^  —  6^)  —  a*;«*  —  //j  <  o. 

divisant  par  a^  —  6^  ;      y^  la^    et  y  f.  a. 

On  voit  que  a  est  le  maximum  de  y  et  par  suite  que  pour 
y  =  a,      a;  =  I . 

Cette  manière  de  procéder  ne  fait  pas  voir  clairement  les 
variations  de  la  fonction. 


6* 

1 

0?» 

26* 

•  + 

6« 

X' 

t 

+ 

2 

I 

I 

X* 
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ac  yariant  de  —  00  à  +  00 1  cherchons  les  valeurs  de  la 
fonction  pour  un  certain  nombre  de  valeurs  de  la  variable  x. 

1^  Le  dénominateur  nVst  jamais  nul;  donc  y  ne  passe  pas 
par  rinfini; 

2^  Le  numérateur  n'est  jamais  nul,  donc  y  ne  passe 
pas  par  o; 

3°  Pour  X  =  0,  y  =  b; 

i^  Pour  0?  =  dz  00  ,  on  a,  en  divisant  préalablement  tous 
les  termes  de  la  fraction  proposée  par  a:*, 


y*  = 


et  pour  X  =  00 ,     y  z=.  b. 

On  peut,  en  outre,  remarquer  que  cette  fonction  prend  les 

n)êmes  valeurs  pour  x  =  4-  2  et  +  —  ;  a?  =  +  3  et  +  -r- .  .  . 

2  ~~    3 

Ce  résultat  est  facile  à  comprendre  pour  les  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires;  car  l'expression  donnée,  ne  renfermant 
que  des  puissances  paires  de  x,  reste  la  même  quand  on 
change  x  en  —  x.  Pour  les  inverses  de  ces  mêmes  valeurs, 
on  remarque  que  le  coefficient  de  x^  et  le  terme  connu  sont 
égaux;  on  sait  que  dans  ce  cas  les  l'acines  se  présentent 
sous  cette  forme. 

En   faisant    successivement   dans    l'expression    donnée 

a?  =  4-  1,05  =  +  20U  +  — ,  fic  +  3  ou  +  ---  ...  ce  =  +  00 
—  —  —    2         —  —    3  — 

ou  +  ,  ou  a  • 

—   00 


\/  i6a»-f  q/>*               \/ 36a* +  646» 
y  =  a,       y^l y-^—^    y  =  ' ^  >  !/  =  &- 

On  peut  vérifier  facilement  que  les  expressions  irration- 
nelles de  y  sont  plus  petites  que  a  et  plus  grandes  que  b  et 
qu'elles  vont  en  diminuant  d'une  manière  continue  de  a  à  6. 

Donc,  si  X  varie  de  i  à  +  00 ,  j/  varie  de  a  à  6  en  passant 
par  toutes  les  valeurs  intermédiaires; 

Donc      1^  a  est  le  maximum  de  y  ; 
S''  b  est  le  minimum  de  y. 
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La  courbe  construite  pour  a  =  lo  et  6  =  2,  fait  voirie? 
variations  de  la  fonction.  On  voit  que  cette  fonction  altehi 
deux  fois  le  maximum  pour  a?  =  +  i  ;  trois  fois  le  minimui 
pour  ir  =  oeta?=  +  oo. 

Tirons  de  l'équation  (\)  la  valeur  de  a;,  on  a 


X 


^ 


on  sait  que r — ^ —  trouvée  ci-dessus  pour  y  est  coi- 

pris  entre  a  et  6. 
Si  on  remplace  y  par  cette  valeur  dans  la  relation  (î .  : 


vient 


t/1 


^  <•■  -  »'> 


Simplifiant  et  séparant  les  racines,  il  vient  x^  =  2,  J; 

II  1    ' 

=  —  2,    a?,  = ,  X4  =  — ,  valeurs  qui  vérifient  les  ep 

2  2 

lités  proposées. 

QUESTION  203. 

Aolntlon  par  M.  Retmondier,  Pensionnat  Saint-Louis,  à  Saint-Ëtieone 


Démontrer  que  la  surface  <fun  triangle  en  fonction  des  bis^'^ 
trices  1,  Y  intérieure  et  extérieure  d'un  angle  et  du  rapport  ^ 
des  côtés  formant  cet  angle  est  donnée  par  la  formule 

Soient  le  triangle  ABC  ;  AI,  AT  les  bissectrices  donnée  \ 

Désignons  par  t  le  trian^ 
AGI ,  par  r  le  triangle  AGI  •^'' 
donne 
AB  IB         jg.^E 

*<'        "Âc"  "^  IcT  ~  rc  '^ 

\.  Le  triangle  AU'  recUinf 

»         1      ^  *'  en  A  a  pour  surface  -^ 
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=  t  -\-  l'.  Les  triangles  ABC,  ÂCI  ayant  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases.  Donc 

_S BG_  _    IB  +  IC 

t    ~    IG     ~        IC        ' 

IB        ^   ,,  ,    IB  +  IC        ^    , 
or  -j(j  =  K,  d'oîi ^ =  K  +  I  ; 

par  suite  <  =  S  .  : 

a.  -f-  I 

De  même  les  triangles  ABC,  ACI'  donnent 

S       BG       IB  —  rc 


f  IC    ~         IC 

I 


=  K—  I 


et  t'  =  S  . 


d'oîi  enfin 


K—  1  ' 

dès  lors  t  4- 1'  = =  S  -rrr ;  ' 

2  K'  —  I 

_  W     /K»  —  i\ 

-XV  K  ;• 

Nota.  —  Ont  résolu  la  môme  question  :  MM.  Deslais,  au  Mans;  Gino  Laria, 
à  Mantoue;  Huet,  à  Orléans;  Daguillon,  lycée  Henri  lY;  Nou,  à  Perpignan; 
Abry,  à  Thonon;  Legrain,  Gossieaux,  Boulogne,  à  Saint-Quentin;  Bousquet,  à 
Nice;  Dupuy,  à  Grenoble;  Blessel,  à  Paris. 


QUESTION  204. 

Solation  par  M.  Renaud,  élèye  du  Lycée  de  Bordeaux. 


Du  pied  A!  d'une  des  hauteurs  AA'  (f  un  triangle  ABC  on  mène 
les  perpendiculaires  A'D,  A'E,  A'K,  A'L  respectivement  sur  les 
côtés  AB,  AG  et  des  deux  autres  hauteursBB\  GC  du  triangle  ABC. 

!•  Démontrer  que  les  quatre  points  D,  K,  L,  E  sont  en  ligne 
droite  ; 

2"  Qu*en  appelant  S  la  surface  du  ij^iangle  ABG,  la  surface  du 
triangle  A'DE  a  pour  expression  S  sin  B  sin  G  cos  B  cos  G; 

3**  Que  la  hauteur  AT  du  triangle  A'DE  a  pour  expression 
2R  sin  B  sin  G  cos  B  eos  G,  R  étant  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  ABG.  (Perrin.) 

lo  0  étant  le  point  de  concours  des  hauteurs,  le  quadri- 
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lalère  OB'CA'  est  înscriptiblc  ;  donc  A'  est  un  point  de  k 

circonférence  circonscrite  ^ 
OB'C.  D'après  le  Ihéorèn-e 
de  Simson,  les  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées 
de  ce  point  sur  les  troi? 
côtés  du  triangle  OBCsorl 
en  ligne  droite.  On  démon- 
trerai l  de  même  que  le? 
points  D,  K,  L  sont  en  lign? 
A  "c   droite,  par  suite  D,  K,  LE 

sont  en  ligne  droite. 
2®  Soit  S'  la  surface  du  triangle  DA'E,  on  a. 


^,        AD  .  A'E     .     ^ 
o  =    •  sm  A. 


[DAE  =  i8o  — A], 


or 


AD  =  C  sin  B  cos  B 

A'E  =  6  sin  C  qos  c, 

bc  sin  A 
donc  (1)      S'  = sin  B  sin  C  cos  B  cos  C, 


mais  S  =  —  bc  sin  A, 

2 

donc  S'  =  S  sin  B  sin  G  cos  B  cos  C. 

3«  L'égalité  (1)  peut  s'écrire 

DE  .  A'P  =  bc  sin  A  sin  B  sin  C  cos  B  cos  C, 
mais  DE  =  c  sin  A  sin  B, 

donc  AT  =  6  sin  G  cos  B  cos  G, 

or  2R  sin  B  =  6, 

donc  A'P  =  2R  sin  B  sin  G  cos  B  cos  C. 

Nota.—  Ont  résolu  la  même  question  :  UM.  Nou,  à  Perpignan  :  BupaT.  ^ 
Grenoble. 


QUESTION  205. 

flolstloH  par  M.  Dkslais,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Trouvet'  2n  -|-  i  nombres  entiers  consécutifs  tels  que  U 
somme  des  carrés  des  n  -{  i  premiers  de  ces  nombres  soit  égal( 
à  la  somme  des  carrés  des  n  nombres  suivants. 
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Soit  œ  le  nombre  moyen,  on  doit  avoir 

(x  —  7iy  +  (a?  — n4-  i)«+  ...  +(a;  — 2)*  +  (a;— i)»  +  a;« 
=  (x+  i)«  +  (0^  +  2)«  +  ...  {x+n)\ 
.Développant  et  simplifiant,  il  vient 
X*  —  2nx  —  2(n  —  î)x  —  4£c  —  2a;  =  2a;  +  4^  +  •  •  •  +  2nac 
ou        a;«  — 2cc(2  4-4+6  +  ...  +  2(n—  i)  -f-2n)  =  o, 

or  2  +  4  +  6+  ...  +2n=^^ — ! —  =  (n  -|-i)n, 

par  suite  as"  —  2n(n  +  \)x  =-o 

ou  a:[.T  —  2n(n  +  i)]  =  o, 

équation  satisfaite  pour  ce  =  o  et  a;  =  2n(n  +  i. 

Les  nombres  cherchés  sont  donc 
—  n,  —  (n  —  i),  ...,  —  3,  —  2,  —  I,  o,  +  I,  +  2,+  3, 

-f-  ...,  +  (05  —  i),  +  n 
ou 

[2n(n+  i)  — n],  [2n(n+ i)  —  (n— i)],  ...,[2n(n+  i)  — 2]. 
[2Aî(n  +  0  —  ï]'      2n(n  +  i),     [27i(n  +  i)  +  i],      .  .  ., 

[2n(n  +  i)  +n]. 
Comme  vérification,  faisons  n=  2,  on  aa;  =  oeta;=  12. 
Les  cinq  nombres  consécutifs  seront 

—  2,    —  I,    o,    +1,    +2 
ou  10  II       12       i3         14. 

On  a  en  effet 

^2  ^  rr*  +  r?  =  f3'  +  t^\ 

C'est  le  cas  particulier  examiné  tome  II,  page  30. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  môme  question  :  MM.  Gino  Loria,  de  Mantou;  Mal- 
cou,  à  La  Seyne;  Huet,  à  Orléans;  Combier;  Reymondier,  ^jensionnat  Saint- 
Louis,  à  Saint-Etienne. 

QUESTION  206. 

fik>latioB  par  M.  Légat,  élève  du  Lycée  Saint-Louis. 


Dei^iix  mobiles  partent  d'un  point  0  sans  mouvement  initial;  Vun 
A  parcourt  la  droite  OX  d^  un  mouvement  uniforme  ;  F  autre  B 
parcourt  la  droite  OT,  perpendiculaire  à  OX,  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré  ;  démontrer  que  la  droite  gui  les  joint  à 
chaque  instant  est  constamment  tangente  à  une  parabole. 
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Soient  a,  b  deux  constantes,  t  un  instant  quelconque  compté 


à  partir  du  moment  oti  les  mobiles  sont  partis  du  point  0, 
on  a  OA  =  a«,  OB  =  bt*. 

Élevons  en  A  une  perpendiculaire  sur  AB  qui  rencontre 
en  F  la  droite  OY  prolongée  ;  on  a 

OB  6 

La  longueur  OF  est  constante  ;  par  suite,  si  Ton  prolonge 
FA  d'une  longueur  égale  à  AF',  le  point  F'  se  trouve  cons- 
tamment sur  une  parallèle  VD  à  OX  menée  à  une  distance 
de  celle-ci  OD  =  OF. 

Il  en  résulte  que  la  droite  BA  est  constamment  tangente  à 
la  parabole  qui  a  le  point  F  pour  foyer  et  la  droite  FT)  pour 
directrice. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  MM.  Heurteaux,  de  Nantes;  d'Ocagne. 
du  lycée  Fontanes,  qui  a  généralisé  la  question. 


QUESTION  207. 

feUilntioM  par  M.  Lbgrain,  élëre  du  Lycée  de  Saint-Quentin. 


Sur  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB  on  prend  deux 
points  P  et  Q  tels  que  les  droites  ÂQ  e/  BP  se  coupant  en  M,  an 
ait  AM  .  BM  =  2AP  .  BQ. 

Trouver  le  lieu  géométrique  de  M. 

On  a  d'abord      AM  .  MB  =  2AP  .  BQ  (1) 

Les  triangles  semblables  APM  et  BQM  sont  semblables  et 
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donnent 


AP 


AM 


(2) 


BQ    ■"    BM  ' 
d'oli  l'on  tire  AP  .  BM  =  AM  .  BQ; 

divisant  (1)  et  (2)  membre  à 
membre  et  faisant  le  produit  en 
croix,  on  a 

MB*  =  2BQ*  ; 
relation  qui  indique  que  MQB 
est  isoscële. 

L'angle  en  M,  supplément  d'un 
angle  de  45°,  vaut  1 3  5**  et  est  par 
suite  constant.  Donc,  de  M  on 
voit  AB  sous  un  angle  cons- 
tant. Le  lieu  géométrique  de  M  se  compose  alors  des 
deux  segments  capables  de  i35°,  AMB  et  AM'B  symétriques 
par  rapport  à  AB. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  môme  question  :  MM.  Fabry,  collège  Chaptal;  Bou- 
cheaux,  d'Angers;  Dupuy,  de  Grenoble;  Pruget,  Bénard,  de  Châteauroux; 
Lesieur,  Daguillon,  du  lycée  Henri  IV;  Coignard,  Rouché,  Legay,  du  lycée 
Saint-Louis;  Heurteaux,  de  Nantes;  3icard,de  Lyon;  Reymondier,  pensionnat 
Saint-Louis,  à  Siint-Ëtienne;  Potier,  de  Rennes;  Courtal,  à  Blaye;  Alery,  à 
Thonon;  Joly,  deTarbes;  Boulogne,  Gossiaux,  de  Saint-Quentin;  Cayrais,  de 
Toulouse;  Payeux,  de  Verdun  ;  Etchats,  de  Mont-de-Marsan;  Chrétien,  du  Havre. 


QUESTION  217. 

Solution  par  M.  Louis  Godard,  élève  du  Lycée  de  Saint-Étienne, 

classe  des  Mineurs. 


Étant  données  deux  circonférences  G  et  C  tangentes  entre  elles 
et  une  de  leurs  tangentes  extérieures  AB,  on  mène  une  circonfé- 
rence G'  tangente  aux  deux  circonférences  proposées  et  à  AB  ; 
puis  une  circonférence  G"  tangente  à  G.  à  (y  et  à  AB,  et  ainsi  de 
suite.  On  propose  d'étudier  les  séries  formées  par  les  rayons  de 
ces  circonférences  successives  et  par  les  surfaces  des  mêmes  cercles. 
On  donne  AB  —  2a,  AG  =  R. 

Soit  R'  le  rayon  de  G'  on  a 

(R  +  R-)«  =  (R  -  R')«  +  4««, 


d'oU 


R'  = 


o' 


R 


JOUKNAI.  DB  IIATB.  1880. 
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Soient  ri,  r,,  rs  ....  Vn  les  rayons  des  circonférences  suc- 
cessives, on  a      v'rÏ7  +  VrVi   =  a  ~-  /rR',  c'est4-d 


ire 


^  1  '  A'    - 


/r,  /F  ^  /R^ 

RR'  0» 


r.  = 


(/R + /R')*  "''(.+ i-y 


De  même 


I  l  I  2  I 

+  ■77=  =T7^  + 


r» 


»•»  = 


/r   ^  ^T     /r    ^  Kr. 

RR'  o»  I 


à'oh     '    /r  +  2/r^  ~  r  /,  +  ^y 


En  continuant  de  la  sorte  on  trouverait  successivemeiil 


o»  I 


R    /      ,     3a\» 


a» 


(•+xy 


on  a  donc 


^"-  "R"  i   /     ,     ay    +    /     ,    iay-  + 


-I- 


(■  +  x) 


Or,  on  sait  que  la  série 


■;  +  "; 777^  +  '" 


(■+-r)     i'+^ï       i'+r-y 

qui  est  formée  par  la  suite  des  carrés  des  inverses  des  termes 
d'une  procession  arithmétique  est  convergente. 

Pour  la  suite  formée  par  les  surfaces  de  ces  cercles,  on 
aurait 
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et  la  série  entre  parenthèses  sera,  à  plus  forte  raison,  con- 
vergente. 


QUESTION  218. 

solution  par  M.  Haurb,  élève  du  Lycée  Louis-l^-Orand. 


Étudier  la  série 

,    I  X  I  x(x+  i)   ...  (x  +  n) 

x  +  p+i  "^••-  (x  +  p4.i)...(x  +  p  +  n+i)  ■^••• 

Formons  le  rapport     "      ^  •  = ,        ,        . qui  tend 

^  Un  a;+p  +  n  +  2^ 

▼ers  I  pour  n  infini'  et  appliquons  le  théorème  de  Gauss 

Un  +  i     __         n  +  ^  +  ï 
Un  n  -\-  X  -{-  p  -^  2    ' 

Pour  que  la  série  soit  convergente  il  faut  et  il  suffit  que 

(a?  +  p  +  2)  —  (a;  +  i)  >  i 

c.-à-d.  p-{'î>îO\xp>o. 

Si  p  =  o,  la  série  devient 

+        x                                        X 
i h  ••••    H \ i 

On  sait  que  dans  toute  série  convergente  le  produit  nU  n 
tend  vers  o  quand  n  devient  infini. 

Or  nUn   =      ^     . 

Donc  lim  nlJn  =  a; 

donc  si  £C  ^  o  la  série  est  divergente. 

On  peut  déduire  le  théorème  de  Gauss  de  celui  de  Duhamel  ; 
mais  Gauss  Ta  démontré  directement  ;  nous  pouvons  donc 
essayer  de  déduire  le  théorème  de  Duhamel  de  la  condition 
de  convergence  de  pette  série. 
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Soit  — ^^^ —  = j le  rapport  d'un  terme  au  précé- 

dent,  dans  une  série,  a  étant  un  nombre  positif  tendant 
vers  o. 

Je  dis  que  si  na  tend  vers  un  nombre  K  plus  grand  que 
l'unité,  la  série  V  est  convergente. 

Or,  pour  démontrer  que  la  série  est  convergente,  il  suffit  de 
démontrer  que  l'on  a  constamment,  à  partir  d'un  certain 

rang,  — x7^—  < 


V„         ^         Un 

Un  désignant  le  terme  général  de  la  série  étudiée  plus  haut, 
série  dans  laquelle  p  est  quelconque,  pour  le  moment,  mais 
oositif,  et  qui  par  conséquent  est  convergente. 
Il  s'agit  donc  de  démontrer  que 

I  œ-4-n  4-  1 


I  -f"*  (T -I- W  +  p  +  2 


c'est-à-dire         ; —  < 


'  +*  ,+       P+' 


X  -{-n-^-  i 


ou  que  1  on  a        i  +  a  >  — ^-^ — ; [-  i , 


c'est-à-dire  a  > 


ou  n  a  > 


a:  -|-  n  -j-  I 

P+  I 
X'\'n  -\-  i 

n.(p+  i) 


Or^  cette  inégalité  peut  toujours  être  satisfaite  à  partir  d'un 
certain  rang  :  car  on  a     Lim  na  r=  E 

et  Lim    »_;P+')    =p  +  -- 

Prenons  p  +  ^  <  K>  c'est-à-dire  p  <  K —  i,  ce  qui  est  tou- 
jours possible,  puisque  Ton  a  K  >  i .  On  aura,  de  quelque 
manière  que  n  a  tende  vers  K,  à  partir  d'un  certain  rang, 

na  >  p  -|-  I 

et  à  fortiori  not  >  — ^^  "*  , 


c'est-à-dire  na  > 
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1+-^  +  ' 


n 
en  supposant  a;  +  i  >  o,  ce  qui  peut  toujours  être  réalisé. 

n(p+  i) 


Donc  les  inégalités         wa  > 


îi  -f-  X  +    I 


1       .  Vf,  +  1      ^     Un  +  < 

et  en  remontant        — ^^        < 


Vn       ^      U„      ' 
sont  vérifiées,  et  si  lim  na  >  i ,  la  série  V  est  convergente, 
c.  q.  f.  d. 

Note  de  la  Rédaction.  —  M.  Jaubert,  maître  répétiteur  au 
lycée  de  Tarbes,  nous  a  adressé  une  autre  solution  qui  a  sur 
la  précédente  l'avantage  de  fournir  la  sommation  même  de 
la  suite  considérée;  malheureusement,  il  n'en  a  pas  déduit 
la  démonstration  que  nous  demandions  du  théorème  de 
Duhamel,  et,  de  plus,  son  raisonnement  n'est  pas  complet, 
pour  un  motif  qu'il  est  important  de  mettre  en  lumière. 

M.  Jaubert  part  des  identités  suivantes: 

i  =  I 

X  P  +  I 

=  I 


x{x  +  I  )  X 


(x-\-p+  i)(a?  +  j)  +  2)  X+P+  I 

x(p+i) 


{X  +  P+  i){x  +  p  +  2) 

X(X  +    0(''''C+  2) 


(X  +  P  +  i)(a;+p+2)(a5+p+3) 

x{x  +  I  ) 


(X  +  P+   l)(X+p  +  2) 
x{x+  l)(p  -f  l) 

(a,  +  p+i)(a:  +  p  +  2)(a^+P+3) 
et  généralement 

x{x  -{-  i)  ,..  {x  -\-n) 

(^+P+  i)(-c+p+2)  ...  {x-^-p-^n-^  i) 

x{x  +  i)  ■  "  (^-h  ^  —  0 

""     (a;  +  p+ i)(a;  +  p4-2)  ...  (x  +  p-f  n) 
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FM  = 


2  sin*  2a 
2  cos"^  ■ 


En  comparant  cette  valeur  à  celle  que  Ton  a  obtenue 
(LXIXX,  Remarque)  pour  la  corde  focale  AB,  on  trouve 

AB  =  4FM. 

Remarque.  —  Une  solution  ptirement  géométrique  de  cette 
propriété  a  été  donnée  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques, année  1877. 

LXXXII.  Théorème.  —  Une  corde  normale  en  un  point  S  une 
parabole  se  projette  sur  la  corde  focale  de  ce  point  ou  sur  Taxe 
suivant  une  longueur  égale  à  quatre  fois  le  rayon  vecteur  de  r autre 
extrémité  de  la  corde. 

Soit  (Jig.  83)  AA'  une  corde  normale  en  A;  sa  longueur  a 
pour  expression  (XLIY) 

AA'=-.^2 

sm^'a  cos  a 

et  l'angle  FAA'  étant  a,  la  projection  de  AA'  sur  FA  a  pour 

valeur  -—r^^Ç — , 

sin*  a 

or  la  valeur  de  FB  est        f  . — ,  dont  la  projection  de  AA' 

2  sin"  a 

sur  AB  vaut  4FB. 

LXXXIII.  Problôme.  —  Déterminer  le  paramètre  d^une  pa- 
rabole connaissant  les  longueurs  de  deux  tangentes  rectangulaires. 

Soient  a  et  6  les  longueurs  des  tangentes  données;  AB 
{fis*  ^)  étalât  la  polaire  de  leur  point  de  concours,  on  a 

AB*  =  a»  +  6». 
Si  M  est  le  pôle  de  la  corde  AB,  on  a,  à  cause  du  triangle 

recUngle  MAB,    ^  -f  -i-  =     ^ 


a*  6*         MF 

or  HP  =  BF  X  AF 

et,  en  vertu  du  théorème  XLIY, 


BFXAF  =  ^X  AB=  ^J/^a«  +  6»  =  MF*. 
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On  en  déduit  facilement,  en  vertu  de  la  seconde  relation, 

2a*  6« 

^  3 

(û«  -j-  b*)  « 

LXXXIV.  Théorème.  —  R  e/  R'  étant  les  rayons  des 
cercks  osculateurs  aux  extrémités  d'une  corde  focale^  on  a 

R»  R  î  p3 

Les  angles  que  font  les  normales  aux  extrémités  d'une 
corde  focale  avec  cette  corde  étant  complémentaires,  R  et  R' 
ont  pour  expressions  (LXXII) 

XI  —  —      w  —  — .   «  ■  » 

cos'  a  sin'  a 

Il  est  facile  d'en  déduire 
et  par  addition 

■ = m + m 

expression  qui  conduit  à  celle  de  l'énoncé. 

LXXXV.  Théorème.  —  Les  extrémités  A,  B  d^une  corde 
focale  et  les  milieux  des  cordes  normales  enLetB  sont  les  sommets 
d'un  losange  dont  la  surface  est  égale  à  celle  du  quadrilatère 
dont  les  sommets  sont  A  et  B  et  les  centres  des  cercles  oscula- 
teurs en  ces  extrémités. 

Soient  (fig.  83)  I  et  Y  les  milieux  des  cordes  normales  en  A 
et  By  on  a  tu  (LXXX)  que 

AP  =  PI,    BP  =  Pr,    AB  =  BI 
et  par  suite  la  figure  ABir  est  un  losange  dont  la  surface  S 
est  évidemment  égale  à  quatre  fois  celle  du  triangle  APB> 

AP  V  "BP 
c'est-à-dire     S  =  4  ^^  ^  ^^    =  2AP  X  BP, 

^  2 

et  en  vertu  des  expressions  trouvées  pour  AP  et  BP 

S  = 

2sin'  a  cos*  a  * 

soient  G|  et  C\  les  centres  des  cercles  osculateurs  en  A  et  B , 
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C08*  2a     _.      sin'  2a 


et  comme 

2p  2p  2p 

on  en  conclut  que  la  somme  des  inverses  de  deuœ  cordes  focales 

rectangulaires  est  œnstante, 

LXXX.  Théorème.  —  Si  Von  prolonge  les   normales  aux 

iKTlrémités  d*une  corde  focale^  la  corde  qui  joint  leurs  points 
d'intersection  avec  la  courbe  est  parallèle  à  la  première  et  égaie 
à  trots  fois  cette  première. 

Soit  {Jig.  33)  P  le  point  de  concours  des  normales  menées 


¥ig,  ss. 

aux  extrémités  de  la  corde  focale  AB  ;  a  étant  l'angle  BAP, 
le  triangle  rectangle  BAP  donne 


AP  =  AB  cos  a  = 


P 


2  sin*  a  cos  a 

Si  Ton  se  reporte  au    problème  LXIX,  on  trouve  pour  la 
longueur  d'une  corde  normale  à  la  parabole 

20 

AA'  =     ■  ,    ^ . 

sin*  X  cos  X 

Oq  en  conclut  immédiatement 

AA'  =  4AP. 
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Il  est  évident  que  pareillement  on  a 

BB'  =  4BP, 
de  sorte  que  les  deux  triangles  APB  et  ATB'  qui  ont  un 
angle  égal  et  les  côtés  qui  le  comprennent  proportionnels» 
sont  semblables  ;    il   en  résulte  évidemment  l'égalité    des 

angles  PAB  et  PA'B',  PBA  et  PFA',  c'est-à-dire  le  parallé- 
lisme des  cordes  AB  et  A'B'  et  en  outre  la  relation  annoncée 

A'B'  =  3AB. 

Corollaire  I.  —  La  parallèle  à  Vaœe  menée  far  Vune  des 
extrémités  d'une  corde  focale  coupe  la  corde  formée  par  la  nor^ 
maie  à  l'autre  en  son  milieu. 

Soit  I  le  point  où  la  parallèle  h  Taxe  menée  par  le  point 
B  rencontre  AA',  le  triangle  ABI  est  isoscèle  et  PI  =  AP; 

AA' 
donc  AI  =  ».  Soit  T  le  point  o\x  la  tangente  en  A  ren- 

contre BI  ou  son  prolongement,  il  est  évident  que  les  trois 
points  I,  A,  T  sont  sur  un  cercle  dont  le  centre  est  B. 

Corollaire  II.  —  Le  triarigle  qui  a  pour  sommets  les  points 
A  et  l  et  le  pied  de  la  troisième  normale  issue  du  point  P  a  son 
centre  de  gravité  sur  Vaxe. 

On  a  vu,  en  effet  (LXXVII),  que,  PR  étant  l'ordonnée  du 
point  P  et  ce  celle  du  pied  C  de  la  troisième  normale  issue  du 
point  P,  ce  =  2PR,  et  alors  le  point  E  011  PC  coupe  l'axe 
est  tel  que  2PE  =  CE;  la  ligne  CP  étant  médiane  du 
triangle  CAI,  le  point  E  est  le  centre  de  gravité  de  ce 
triangle.  Il  est  également  le  centre  de  gravité  du  triangle 
rCB,  r  étant  le  milieu  de  BB'. 

LXXXI.  Théorème.  —  La  corde  focale  passant  par  le  foyer 
et  parallèle  à  une  tangente  est  égale  à  quatre  fois  le  rayon  vec- 
teur du  point  de  contact. 

Soit  {fig.  33)  M  le  point  de  contact  d'une  tangente  paral- 
lèle à  la  corde  focale  AB  ;  la  normale  en  ce  point  est  per- 
pendiculaire à  AB,  et  il  est  facile  de  voir  que  l'angle  qu'ell 

fait  avec  le  rayon  vecteur  FM  est  égal  à   2a ;  d 

sorte  que  la  valeur  de  ce  rayon  est 
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cos*  2%  sin*  2(t 

-  H — 


et  comme 

2p  2p  2p 

on  en  conclut  que  la  somme  des  inverses  de  detiœ  cordes  focales 

rectangulaires  est  constante. 

LXXX.  Théorème.  —  Si  l'on  prolonge  les  normales  aux 
(extrémités  d'une  corde  focale^  la  corde  qui  joint  leurs  points 
d'intersection  avec  la  courbe  est  paiHillèle  à  la  première  et  égale 
à  trots  fois  cette  première. 

Soit  (/ij.  SS)  P  le  point  de  concours  des  normales  menées 


Fig.  SS. 

aux  extrémités  de  la  corde  focale  AB  ;  a  étant  l'angle  BAP, 
le  triangle  rectangle  BAP  donne 


AP  =  AB  cos  a  = 


2  sin*  a  cos  tt 

Si  l'on  se  reporte  au    problème  LXIX,  on  trouve  pour  la 
longueur  d'une  corde  normale  à  la  parabole 

k^=-^^ — . 

sin*  'X  cos  a 
On  en  conclut  immédiatement 

AA'  =  4AP. 
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Il  est  évident  que  pareillement  on  a 

BB'  =  4BP, 
de  sorte  que  les  deux  triangles  APB  et  A'PB'  qui  ont  un 
angle  égal  et  les  côtés  qui  le  comprennent  proportionnelst 
sont  semblables  ;    il   en  résulte  évidemment  Tégaliié    des 

angles  PTB  et  PA'B',  PBA  et  PFA',  c'est-à-dire  le  parallé- 
lisme des  cordes  AB  et  A'B'  et  en  outre  la  relation  annoncée 

A'B'  ==  3AB. 

Corollaire  I.  —  La  parallèle  h  Vaax  menée  par  Vune  4es 
extrémités  d'une  corde  focale  coupe  la  corde  formée  par  la  nor^ 
maie  à  l autre  en  son  milieu. 

Soit  I  le  point  où  la  parallèle  h  l'axe  menée  par  le  point 
B  rencontre  AA',  le  triangle  ABI  est  isoscèle  et  PI  =  AP; 

AA' 
donc  AI  =  '.  Soit  T  le  point  oh  la  tangente  en  A  ren- 

contre BI  ou  son  prolongement,  il  est  évident  que  les  trois 
points  I,  A,  T  sont  sur  un  cercle  dont  le  centre  est  B. 

Corollaire  II.  —  Le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points 
A.  et  l  et  le  pied  de  la  troisième  normale  issue  du  point  P  a  son 
centre  de  gravité  sur  Vaxe. 

On  a  vu,  en  effet  (LXXVII),  que,  PR  étant  l'ordonnée  du 
point  P  et  ce  celle  du  pied  G  de  la  troisième  normale  issue  du 
point  P,  ce  =  2PR,  et  alors  le  point  E  oh  PC  coupe  l'axe 
est  tel  que  2PE  =  CE;  la  ligne  CP  étant  médiane  du 
triangle  CAI,  le  point  E  est  le  centre  de  gravité  de  ce 
triangle.  Il  est  également  le  centre  de  gravité  du  triangle 
rCB,  r  étant  le  milieu  de  BB'. 

LXXXI.  Théorème.  —  La  corde  focale  passant  par  le  foyer 
et  parallèle  à  une  tangente  est  égale  à  quatre  fois  le  rayon  vec- 
teur du  point  de  contact. 

Soit  (fig.  33)  M  le  point  de  contact  d'une  tangente  paral- 
lèle à  la  corde  focale  AB  ;  la  normale  en  ce  point  est  per- 
pendiculaire à  AB,  et  il  est  facile  de  voir  que  l'angle  qu'ell 

fait  avec  le  rayon  vecteur  FM  est  égal  à   2a ;  d 

2 

sorte  que  la  valeur  de  ce  rayon  est 
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FM  = £ -  =  X—-. 

.  /  it  \  2  sin*  2a 

2  COS"  (  2tt j 

En  comparant  celle  valeur  à  celle  que  l'on  a  obtenue 
(LXIXX,  Remarque)  pour  la  corde  focale  AB,  on  trouve 

AB  =  4FM. 

Remarque.  —  Une  solution  purement  géométrique  de  celle 
propriété  a  été  donnée  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Maiht 
matiqueSf  année  1877. 

LXXXII.  Théorème.  —  Une  corde  normale  en  un  point  iune 
parabole  se  projette  sur  la  corde  focale  de  ce  point  ou  sur  taxe 
suivant  une  longueur  égale  à  quatre  fois  le  rayon  vecteur  de  Fautit 
extrémité  de  la  corde . 

Soit  (fig.  83)  AA'  une  corde  normale  en  A;  sa  longueur  a 
pour  expression  (XLIY) 

sin^a  cos  ft 
et  l'angle  FAA'  étant  a,  la  projection  de  AA'  sur  FA  a  pour 

valeur  — r^^Ç — , 

sm*  a 

or  la  valeur  de  FB  est        .  , — ,  dont  la  projection  de  AA 

2  sin*  a 

sur  AB  vaut  4FB. 

LXXXIII.  Problème.  —  Déterminer  le  paramètre  (Tune pa- 
rabole connaissant  les  longueurs  de  deux  tangentes  rectangulaires* 

Soient  a  et  6  les  longueurs  des  tangenles  données;  AB 
(fig.  88)  étant  la  polaire  de  leur  point  de  concours,  on  a 

AB*  =  a«  +  6». 
Si  M  est  le  pôle  de  la  corde  AB,  on  a,  à  cause  du  triangle 

rectangle  MAB.    ^+    *  ^ 


a»  6*         MF* 

or  ÎÏF*  =  BF  X  AF 

et,  en  vertu  du  théorème  XLIV, 

BFxAF  =  ^X  AB  =  ^}^a«  +  6«  =  MFV 
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On  en  déduit  facilement,  en  vertu  de  la  seconde  relation , 

P  = — 3-. 

(a*  +  b*)  2 

LXXXIV.  Théorôme.  —  R  e^  R'  étant  les  rayons  des 
cercks  osculateurs  aux  extrémités  d'une  corde  focale,  on  a 

_—  -j-  — -.  =      -, 
Rî  R  î  pi 

Les  angles  que  font  les  normales  aux  extrémités  d'une 
corde  focale  avec  cette  corde  étant  complémentaires,  R  et  R' 
ont  pour  expressions  (LXXII) 

R  =  ,      R'  =  — — ; —  , 

cos'  a  sin*  a 

Il  est  facile  d'en  déduire 

et  par  addition 

expression  qui  conduit  à  celle  de  l'énoncé. 

LXXXV.  Théorème.  —  Les  extrémités  A,  B  d'une  corde 
focale  et  les  milieux  des  cordes  normales  enket  B  sont  les  sommets 
d'un  losange  dont  la  surface  est  égale  à  celle  du  quadrilatère 
dont  les  sommets  sont  A  et  B  et  les  centres  des  cercles  oscula- 
teurs  en  ces  extrémités. 

Soient  (fig.  83)  I  et  T  les  milieux  des  cordes  normales  en  A 
et  B,  on  a  TU  (LXXX)  que 

AP  =  PI,    BP  =  Pr,    AB  =  BI 
et  par  suite  la  figure  ABU'  est  un  losange  dont  la  surface  S 
est  évidemment  égale  à  quatre  fois  celle  du  triangle  APB> 

AP  V  RP 

c'est-à-dire     S  =  4  ^^  ^  ^^    =  2AP  X  BP, 

^  2 

et  en  vertu  des  expressions  trouvées  pour  AP  et  BP 

S  = 

2sin*  a  cos*  a  ' 

soient  G^  et  G'i  les  centres  des  cercles  osculateurs  en  A  et  B , 
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V   b  c   d 

U'  b'  c  d 

U"  6"  c"  d' 

U*  b'  c'  d" 

Il  se  réduit  à 

.    k     b     c     d 

N  = 

k'     b-     c     d- 
k'    b'    c'    dr 

k'    b'    c'    d 

=  o, 


quelles  que  soient  les  valeurs  x,  y,  z^  t.  Mais  pour  les  valeur 
de  Xj  y,  Zy  t,  qui  satisfont  aux  trois  équations  U'=o  U'=o 
U'  =  o  (et  il  y  en  a  une  infinité  puisque,  S  étant  différent 
de  zéro,  on  peut  tirer  j/,  z,  t  en  ce),  ce  même  déterminant  de- 


vient 


U 


ou  U8; 


o    •  6'     c      d' 

o       b'     c"     d' 

o  V  c  d' 
donc  US  =  o,  donc  U  =  o.  Donc  toutes  les  valeurs  des  in- 
connues qui  satisfont  aux  trois  équations  U'  =  o,  U'  =  o, 
U'  =:  o  satisfont  aussi  à  Téquation  U  =  o.  Donc  le  système 
se  réduit  aux  équations  U'  =  o,  D'  =  o,  U'  =  o  qui  four 
nissent  i/,  z^  t  en  fonctions  linéaires  de  rc. 
Gela  posé,  formons  les  déterminants  : 

a   6   c   U 

a  b'  c  r 


o   u   c   d 

d  U'  c   d 

d  W  c'  d 

d  U-  c'  d 

o   6  U  d 

d  b'  D'  d 

d  b'  U'  d 

a-  b'  U'  d 

a 


b'  c'  U' 


"    J.lf 


Ces  déterminants  se  réduisent  respectivement,  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  a?,  j/,  z^  ty  à 

N'        N"        N*' 
puisque  D  =  o.  D'ailleurs  ces  mêmes  déterminants  prennent 
une  colonne  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  ce,  y,  ^,  ^  ?^^ 
satisfont  aux  équations  U'  =  o,  U"  =  o,  U*'  =  o,  puisqu'alors 
U  =  0.  Donc  enfin  ; 

N'  =  N"  =  N'"=  o;  c.  q.  f.d. 

Les  démonstrations  que  nous  venons  de  donner  nous 
paraissent  simples  et  plus  directes  peut-être  que  celle  de 
M.  Boquel  (p.  213  du  Journal).  On  voit  qu'elles  résultent  du 
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mode  ingénieux  de  discussion  que  M.  Bouché  a  indiqué 
pour  la  discussion  d'un  système  de  n  équations  à  n  incon- 
nues. 
(V.   mon    Traité   d'Algèbre   élémentaire.  Delagrave ,  1880 , 

p.  222.) 


CONCOURS  D'AGREGATION  1879 

Solution  par  M.  Henrt,  proresseur  au  Lycée  d'Angers. 


On  donne  un  hyperboloide  à  une  nappe  et  un  point  A.  On 
considère  un  parabolo'ide  circonscrit  à  l' hyperboloide  et  tel  que 
le  plan  V  de  la  courbe  de  contact  passe  par  le  point  A.  Soit  M 
le  point  d'intersection  de  ce  parabolo'ide  avec  celui  de  ses  dia- 
mètres qui  passe  par  le  point  A;  soit  Q  le  point  de  rencontre  du 
plan  P  avec  la  droite  qui  joint  le  point  M  au  pôle  du  plan  P, 
par  rapport  à  Vhyperboloide. 

Le  plan  P  tournant  autour  du  point  A,  on  demande  : 

1®  Le  lieu  du  point  M  ; 

2®  Le  lieu  du  point  Q;  ce  second  lieu  est  une  surface  du  second 
degré  S  que  Von  discutera  en  faisant  varier  la  position  du  point 
A  dans  Vespace; 

3^  Le  lieu  des  positions  que  doit  occupei'  le  point  A  pour  que 
la  surface  S  soit  de  révolutio^i. 

Première  partie.  —  Rapportons  Thyperboloïde  à  ses  plans 
principaux,  et  soient  Xq,  j/q,  ss^  les  coordonnées  du  point  A, 
^i>  Vif  ^i  celles  du  pôle  du  plan  P  par  rapport  à  l'hyperbo- 
loïde.  L'équation  de  Thyperboloïde  sera 

ir  +  ir-— -'=0; 

celle  du  plan  P 

xx,      .      1/Vi  ^Sj 


a»       '       6*  c' 

Le  plan  P  passant  par  le  point  A  (cco»  yo,  JSo)»  on  aura  la 
relation  de  condition 


a' 
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et  l'équation  du  plan  P  pourra  s'écrire 

(x  —  a:o)xi     ,      (y  —  yo)i/t (z  -    Zo)z^     

'  L'équation  générale  des  surfaces  circonscrites   à  Thyper- 
boloïde  donné  le  long  de  son  intersection  avec  le  plan  P  est 

a»   "^   6«         C 

(x—x^)x^    ,     {y  —  yo)yi  (z  —   s^jz^  -12 


7      '       M  r*  ^ 


1  J  ( J  —  x,)x,  {y  —  yo)yt  iz  ~    s^jz,  12 

Pour  que  cette  équation  représente  un  paraboloïde,  nons 

allons  déterminer  X  de  telle  sorte  que  le  diamètre  conjugué 

du  plan  P,  qui  passe  par  le  pôle  (x^,  y^,  z^)   de  ce  plan. 

coupe  la  surface  en  un  point  rejeté  à  l'infini.  Or  ce  diamètre^ 

étant  aussi  diamètre  de  l'hyperboloïde,  passe  par  l'origine, 

qui  est  le  centre  de  l'hyperboloïde,   et  a  par   suite  pour 

,.  X  y  z 

équations  —  =  —  =■  — . 

-M  yt  ^i 

Or,  en  posant    —  =  -=^  =  —  =  h 

i^i  î/i         ^1 

réquation  qui  donne  les  pdu  point  de  rencontre  de  la  surface 

et  de  son  diamëtre  est  : 

[-^  +  1;^-—) P  - '  +HV"^  + 1?" - -^/ 

Le  coefficient  du  terme  en  p*  doit  être  nul.  Or,  il  a  pour 
valeur 


et  — -^ 1-  — j—  n'est  pas  nul;  car,  dans  l'équation 

U  {/  o 

précédente,  les  deux  valeurs  de  p  seraient  infinies.  Donc  on  a 

I 


aci'     ,     2/1*  ^i* 


a*  6*  c« 

L'équation  des  paraboloïdes  considérés  est  donc 


—  417  — 

a*    ^   b*         c«  ^   1    ^  _  ill  l-        o* 

a*    ~^    6»   .        c* 

+  — p ^î — J  =  °-       (<) 

Le  diamètre  passant  par  le  point  A  (a?,,  y^,  Zo)  a  pour 
équations       ^  ~  ^^   =  IZJ^  =   ^  ~  ■'»  (2) 

Le  lieu  du  point  M  s'obtiendra  par  l'élimination  des  rapports 

— î-,  — ^  entre  les  équations  (1)  et  (2),  élimination  qui  se 

fera  en  remplaçant  dans  Téquation  (1),  homogène  par  rapport 
aux  quantités  Xi,  j/j,  z^,  ces  quantités  par  les  quantités 
proportionnelles  (x  —  Xq),  (y  —  y^),  z  —  Zq).  On  a  ainsi 
pour  équation  du  premier  lieu  demandé 

^  4-  ^  _  _^  _  I  _  r(^  —  ^o)'   ,    (y  —  yo)' 

a»     '6»  c«  L        6'  "*"  6* 

ou  bien  en  simplifiant 

Le  lieu  du  point  M  est  donc  un  plan  parallèle  au  plan 
polaire  du  point  donné  par  rapport  à  Thyperboloïde. 

Deuxième  partie.  —  Les  coordonnées   d'un  point  M  sont 
déterminées  par  les  trois  équations 

\   a*    ^   b^         c*  J     \  o»   ^  t«        C  y  '    ^  ' 

et  '"~^'  =  y-yo  =  ^-^»,        (2) 

et  les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  Q  sont  déterminées  par 

les  trois  équations 

X  —  X  Y  —  «  Z  —  s 

= i-  = (4 

X  —  xt         y  —  yt  s  —  z\ 

-ir  +  ~6î ^  -  ^  -  °-       (^> 

Le  lieu  demandé  s'obtiendra  en  éliminanto^^y,  z,a;|,t/i,  2i« 

JOURNAL  DE  MATH.  1880.  27 


—  418  — 
entre  les  équations  (2j,  (3),  (4),  (S),  et  Téquation  de  condition 
^0^     .    Joël.  _  Jofi_  _  ,  _  o  (6, 


o*        '  ,    6*  c 

Pour  faire  cette  élimination,  posons 

X  —  Xo  y  —  Vo     _    z   —  Zo 

X  —  ce  Y  —  y  Z  —  s, 


=  P 


=  !^' 


X  —  Xi         y  —  Vi  -  —  ^1 

On  tire  de  là 

a;  =  cCo  +  pa;i  X  —  x  =.  il{x  —  x,) 

y  —  !/o  +  pyi  Y  —  y  =  jx(y  —  y,) 

J3     =   Jïo     +    pSj  Z    3    =    JX(Z    5). 

Portant  dans  les  trois  dernières  les  valeurs  de  x,  y. 
tirées  des  trois  premières,  on  a  : 

X  —  Xq  —  pXi   =   JJLXo    +  p:xXi  uJCi 


d'oii 

X  —  Xo  —  [t^o  Y  —  yo  —  H-y« 

^1  = t: —     y*  = x^ 

z  —  iJo  —  aSo 

Crj.    _    a   -J-    p 

Si  maintenant  dans  Téquation  (3)  on  remplace  Xy  !/' 
par  leurs  valeurs  ,To  +  pj?,,     î/q  +  p^i»    ^o  +  p^i'  ^^  ^ 
^r  (-^0  +  P^i)'^o      I      (yo  +  p2/i)2/o  (So jhjfili 


ou  bien 


_  Z"-,?^  4-    y'o    _  J!jJ\  —1=0. 
\   a*     ^    6«  c*   / 


.  a«     ^    6*  c*  ^  "'^V    a«     ^     6«  ^* 


=  o. 


D'oii  Ton  tire,  en  tenant  compte   de   Téquation  de  c^^^ 
dition  (6)  : 

^ i  r  x\         y\  s\    _    1 

P  2  L  a*    "^    6*  c*  J       , 

Posons  maintenant  les  valeurs  de  x^^  y^,  ;«„  dansUT*^ 
tion  (6).  Il  viendra; 
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Xr 


^(X  ^œ,-  ux,)  +  -^Y  -  yo  -  m) 

^^Z  —  Zo  —    ILZ^j  —  ptx  +  {7.  —  p  =  O. 

ou  bien 

-^(x  -  ..)  +  ^(y  -  ,.)  -  ^(z  -  ^) 

-  V-{-^  +  -ïi ^)  -  Pi*  +  I*  -  P  =  o. 

Ou  bien,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur, 

^(^--)+^(--^«)-^(— ) 

^\  o»     ^    6»  c«  /  ^   2  V  a»   ^    6«  c»  / 

i  /  ac»,  y'o  «'o         \      „ 


Ou  enfin  : 


I   /  ^  0        l_     2/  0  -2  0  \ 

-'<—+-« — ?--')  =  «   (') 

Retranchons  maintenant  les  équations  (5)  et  (6)  membre  à 
membre,  et  remplaçons  dans  le  résultat  Xi,  t/^,  z^  par  leurs 

X  —  Xq  —  [aXo 

valeurs  ...  a?*  =  , , 

Pî*  —  !^  +  P 

Il  viendra  : 
^-^(X-a;.  -  HUTo)  +  -1:=^  (Y  -  y,  -  h^j/.)  - 


a 
Z  — a 


^r-^  (Z  —  «0  —  !*«o)  =  0  ; 

ou  bien 

(X— g;,)'         (Y -y,)»  (Z-z.)»  r  (X  —  x.)a;, 

o»         "^         6«  c«  •*[  a* 

,    (Y  —  y,)y»         (Z  —  g,)z,  -|  _ 
+ fci 3î ^J-o-  («) 
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On  aura  la  surface  S  en  éliminant  n  entre  les  équations 
(7)  et  (8),  ce  qui  donne 
?£!•  4-  J^  _  JjL  _  A  /(X-ap)'  ■  (Y— y,)«     (Z-;/ 

_  ,  r  (X  —  a-.)ig»     ,     (Y  —  y,)y.    _    (Z  —  j.)3.  f 
L  a*  "*"  6*  c»        J 

/a:',         y'.         g',  \r(X  — ic,)x,        (Y -y, y, 

\  a«    "'"    6»  c«  )l         a*  "'"        c» 

(Z  —  go)g,  1 

Ou  bien,  en  transportant  l'origine  au  point  (a*o«  i^oi  ^«^  ' 

"L   a«    "^    6«  c*  J        \  a*    "^    6*  c* 

r  Xxo         Y?/o         Zsq  1 

^L-^+-6ï — —\=°- 

Si  le  point  A  est  donné  sur  l'hyperboloïde,  le  lieu  demandé 

se  réduit  à  deux  plans  confondus  avec  le  plan  — -r"\"^ 

Zz 

^  =  o.  Sinon,  le  cône  asymptote  de  la  surface  a  pour 

équation 

l^i^o   ,    y%_£o_     \/^   .     Y*^_  Zl\  /Xn  , 

6*  c*  / 

C'est  un  cône  tangent  au  cône  asymptote  de  Thyperholonie 

X.r' 
donné  le  long  de  ses  génératrices  d'intersection  aveo  -jr 

H — i^ ^  =  o,  intérieur  à  ce  cône  asymptote  si  If 

point  A  (Xo,  î/o>  ^o)  est  intérieur  à  l'hyperboloïde  donné  ;ext^ 
rieur  dans  le  cas  contraire.  Ce  cône  est  évidemment  toujou/ï 
réel.  Il  ne  se  niduit  pas  à  deux  plans.  En  effet,  si  on  ^^ 
coupe  par  le  plan  Z  =:^  c,  l'intersection  se  projette  sur  /^ 
plan  des  xy  suivant  la  courbe 
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-gr — r)  -^-  ^^> 

Les  équations  du  centre  sont 

(10) 

Multipliant  la  première  par  y©,  la  seconde  par  Xo  et  retran- 
chant membre  à  membre,  on  en  tire 

^oX  —  a-oY  =  o. 

D'oîi  Y  =  -Ï2 — .  Portant  cette  valeur  de  Y  dans  la  pre- 

mière  des  équations  (10),  on  a 


ac 


22/0^0 


et  par  suite  — p  = 


•*'    0  I  «/     0  I  ^    0 


Substituant  ensuite  cqs  valeurs  dans  le  premier  membre 
de  Péquation  (9),  il  vient,  en  multipliant  par 

\   a*      ~     6*       '       c^      ^    /' 

(^'  0    I    y  0 ^*o  \  r  23  0  /  X  0     I     y  0  \ 
a»     "*"     6»            c«  /L   c»     V   a*     "^     6«   / 

-(^  +  ^)"-(4+0*] 

"    c*   L  a«    "^    6*           c«  J 

Or  en  divisant  par  -^  +  -^J ^j i ,  qui  n'est  pas  nul 


—  in  — 

-(i^+4);-(f+')"+^(4-+o 

c'esfr-àHiire    -f-^  +  Jf ^"O- 

Cette  quantité  n*est  pas  nulle.  L'équation  (9)  n'est  pas 
satisfaite  par  les  coordonnées  du  centre.  Donc  la  courbe 
qu'elle  représente  ne  se  réduit  pas  à  deux  droites. 

Le  cône  asymptote  ne  se  réduisant  jamais  à  deux  plans, 
la  surface  S  est  Tun  des  deux  hyperboloïdes  ou  un  cône. 
Le  plan  tangent  à  l'origine  le  coupe  suivant  deux  droites 
représentées  par  les  deux  équations 

De  la  seconde  on  tire 

c    -   ^,\   a^     "^      &•    /• 
Portant  dans  la  première  et  réduisant,  il  vient  : 

a*   \  c*  a*  y  "^    6«    \  c*  6»  /        ab     ab 

Du  signe  de  la  quantité 

^\y\  _  (^  _  ^\  (  z\  _  y\\ 

a}b^  \  c«  a''  )\  c''  6*  / 

dépend  la  réalité  des  droites  d'intersection  de  la  surface  el 
de  son  plan  tangent. 
Si  Ton  développe  la  parenthèse  et  que,  après  réductions, 


o. 


^1 

0 


on  divise  par  — ^  qui  est  positif,  cette  quantité  devient 

G 

^  0    I    y  0  _^__^  ^  0 

a*     "*"     ^*  6*   • 

Si  le  point  A  est  intérieur  au  cône  asymptote  de  Thyper- 
boloïde  donné;  cette  quantité  est  négative.  Les  deux  droites 
sont  imaginaires  :  S  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

Si  au  contraire  le  point  A  est  extérieur  au  cône  asymptote 
de  rhyperboloïde,  cette  quantité  est  positive,  les  deux  droites 
sont  réelles  et  distinctes,  et  la  surface  est  un  hyperboloïde 
h  une  nappe.  Si  A  est  sur  le  cône,  la  surface  S  est  un  cône, 
son  intersection  avec  le  plan  tangent  se  composant  de  deux 
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droites  confondues.  Si  le  point  A  est  dans  le  plan  des  xy, 
c'est-à-dire  si  z^  est  nul,  la  surface  est  encore  un  hyperbo- 
loïde  à  deux  nappes.  Car  les  deux  droites  d'intersection  du 
cône 

a*    ^  6«  c*  ^  a«     ^     6* 

sont  évidemment  réelles. 

Résumé  de  la  discussion  : 
A  est  intérieur  au  cône  asymptote  de  l'hyperboloïde  donné. 

S  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 
A  est  sur  ce  cône  asymptote. 

S  est  un  cône. 
A  est  extérieur  à  ce  cône  asymptote. 

S  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 
A  est  sur  Thyperboloïde  donné. 

S  se  compose  de  deux  plans  confondus. 
Troisièhe  partie.  —  Conditions  de  révolution.  L'équation 
de  la  surface  S  développée  est 

X^  r  y\         z\        x\        -|      Y^rx\       tf^      z\         \ 
ITl  6*  c«  a*         J"^  6*La«         b*        c«        'J 

Zl^  [  co\    4.  ^    I     Jll.  _  il  4-     ^?/o^o      ^^ 

c«    L   a*     "^    6»    "^     c«  J  "^       bc         bc 

2XqZ'q     XZ  Xçiu     XY 

-] 2   7 \-    ...   =0. 

ac        ac  ab       ab 

Supposons  d'abord  qu'aucun  rectangle  n'ait  un  coefficient 
nul.  On  devra  avoir  : 

on.  6*        c*         a«         J  "^  a*        6«  L  a*         6«         c«  J  "^  6* 


c«  L  a»     ^     6«     ~     c*  J  ^     c* 


Ou  bien  : 


'   f  y\ fjL  _  ,1  :=  J_  r^j ^  _    1 

a*   L   6*  c*  J  6«    L  a«  c*  J 

L.  f-^  4-    y*Q    _  il 

""  6«   L   a«     "^6*  J 

Ou  enfin,  en  égalant  successivement  les  deux  premières 
quantités  à  la  troisième  : 
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a^c*  ~\a*  ^  c*  J  b*         a*c*        \  a«   ^    c  V 

Le  lieu  demandé  est  rintersection  des  deux  hyperboloïdes 
à  une  nappe  représentes  par  les  deux  équations  précédentes. 
Leur  intersection  se  projette  sur  le  plan  des  o^  suivant  la 
courbe  ayant  pour  équation 

laquelle  ne  se  réduit  pas  à  deux  droites,  à  moins  que  Iliy- 
pcrboloïde  donné  ne  soit  de  révolution.  Le  lieu  est  donc  en 
général  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  qui  se  décom- 
pose en  deux  hyperboles  égales  et  également  inclinées  sur  les 
plans  ZqX,  ZqJ/,  quand  Thyperboloïde  donné  est  de  révolution. 
Admettons  maintenant  que  le  coefficient  de  l'un  des 
termes  rectangles  soit  nul.  Supposons  par  exemple  x^  =  o. 
Le  point  A  est  dans  Tun  des  plans  principaux  de  l'hyper- 
boloïde  donné.  Deux  rectangles  sont  alors  nuls,  et  Ton  doil 
avoir  : 

6*     V  fc'  c«    "^     /         o»   \  6»  c*  j\ 

Ce  lieu  est  facile  à  discuter.  Dans  le  cas  oîi  l'hyperboloïde 
donné  serait  de  révolution,  c'est-à-dire  si  a  =  6,  ce  lieu  se 
décompose  en  deux  droites  confondues  avec  oz  et  une  courbe 
j  du  second  degré. 

La  condition  t/o  =  ^  donnerait  un  résultat  analogue. 

Supposons  maintenant  j^o  =  o.  On  devra  avoir  en  outre  : 

JL  (yjL  _  ^  _  |\  4_  -i-  /^'o     I     ?A        ,v 

a»  V  6*  a«  /  "^    ai  \  a«     "^    6»  /) 
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Cette  équation  se  discuterait  facilement  aussi.  Elle  ne 
donne  pas  deux  droites  et  une  courbe  du  second  degré, 
comme  les  deux  précédentes,  quand  Thyperboloïde  est  de 
révolution. 


THEOREME  CONCERNANT  UNE  COURBE  ALGÉBRIQUE 

Par  M.  KcDiil|^5  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure. 


Soient  2p  points  Ai  ,  A^  ...  k^p  dans  un  plan  et  A  leur 
centre  de  gravité. 

Désignons  par  A  une  droite  telle  que  le  produit  des  distances 
des  2p  points  à  cette  droite  soit  constant. 

Cette  condition  imposée  à  la  droite  A  fait  qu'elle  enveloppe 
une  certaine  courbe  S,  c'est-à-dire  qu'elle  est  constamment 
tangente  à  cette  courbe. 

Prenons  des  axes  rectangulaires  quelconques,  et  soit 
y  =  Tîix  +  n  l'équation  de  la  droite  A  ;  soient  aussi  (Xj,  j/i), 
(^s>  yù  •••  (^2p»  !/2p)  les  coordonnées  des  points  Aj,  Ag  . . .  k^p  ; 
la  distance  du  point  Aj  à  la  droite  A  est  représentée  par 
la  quantité  iu-^mx,-n^ 

±  y  I  +  m^- 
de  sorte  qu'en  faisant  le  produit  des   2p  expressions  qui 
représentent  les   distances   des   2p  points  à  la  droite  A,  et 
désignant  par  C  une  constante,  nous  aurons  la  condition  : 

(yi  —  ^^1  —  ^)  (y»  —  ^^'-^2  —  ^)  '  -  (yip  —  ^^^^p  —  i^)  __  n 

(  I  +  my 

Si  nous  nous  donnons  la  quantité  n  (ce  qui  revient  à 
chercher  les  tangentes  à  la  courbe  S  qui  passent  par  un 
point  B  de  l'axe  oy),  nous  avons  une  équation  du  degré  2p 
pour  déterminer  la  direction  des  tangentes.  Comme  les  axes 
sont  quelconques,  le  point  B  est  quelconque,  ce  qui  montre 
que  par  un  point  du  plan  on  peut  toujours   mener  à  la 
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courbe  S,  2p  tangentes.  On  dira  donc  que  la  courbe  S  est 
de  la  classe  2p.  Au  contraire  nous  donner  m,  c'est  chercher 
les  tangentes  à  la  courbe  S  parallèles  à  la  droite  y  =  WJ. 
or  ces  tangentes  sont  complètement  déterminées  par  l'or- 
donnée à  l'origine  n,  et  Téquation  est  du  degré  2|)  enn:  ce 
qui  montre  que  Ton  peut  mener  2p  tangentes  à  la  courbe  S 
parallèlement  à  une  direction  donnée. 

En  rapprochant  ce  résultat  du  précédent,  on  pourrait  faci- 
lement prévoir  que  la  courbe  S  n'admet  jamais  de  branche 
parabolique.  Mais,  sans  insister  sur  ce  point,  j'arrive  au 
théorème  qui  fait  l'objet  de  cette  note  : 

Considérons  les  tangentes  parallèles  à  l'axe  ox  ;  3a  direclion 
de  cet  axe  étant  quelconque,  je  le  répète,  par  rapport  à  la 
courbe  S,  nous  ferons  m  =  o  dans  l'équation  (1)  pour  obtenir 
les  valeurs  des  ordonnées  à  l'origine  de  ces  tangentes  :  nous 
trouvons  ainsi  l'équation  de  degré  2p 

(Vi  —  ^0(2/2  —  n) . . .  (?/2p  —  ?i)  =  G  (^i 

Appelons  n^,  îîj  . . .  nip  les  racines  de  cette  équation,  leî 
2p  tangentes  parallèles  à  ox  auront  pour  équation  y  —  n^  =^ 
y  —  71,  =  o  .  .  .  ,  y  —  n^p  =  o.  Gela  posé,  étant  données 
2p  droites  A^,  Aj,  A2p  parallèles,  on  sait  que  si  on  mène  une 
sécante  quelconque  D  les  coupant  aux  points  P^,  Pj  ..•  ^i»- 
le  centre  de  gravité  P  de  ces  2p  points  se  meut,  lorsque  P 
varie  arbitrairement,  sur  une  droite  A'  parallèle  aux  droite? 
Ap  A2,  .  .  .  A22,.  Cette  droite  A'  aura  ici  pour  équation 

n.  +  Tia  -(-...  -|-  7Î2» 

y i-J ! ! i-  =  o; 

mais  la  somme  des  racines  de  l'équation  (2)  est  visiblemcn. 

(2/1  +  !/2  .  .  .  +  V'ip)  ; 

l'équation  de  la  droite  A'  s'écrit  donc: 

?/ —  —  o. 

Ceci  montre  qu'elle  passe  par  le  centre  de  gravité  A  des 
points  Al  . . .  A,;,  . 

De  là  ce  théorème  : 

Toutes  les  tangentes  à  la  courbe  S  parallèles  à  une  d/recl?^'* 
déterminent  sur  une  sécante  quelconque  menée  par  le  point  /î* 
A,  2p  points  dont  le  point  A  est  précisément  le  centre  de  grai^^' 


—  «7  —  ! 

I 

On  démontre  du  reste  qae  toutes  les  tangentes  à  une  courbe  ! 

parallèles  à  une  direction  touchent  la  courbe  en  des  points 
dont  le  centre  de  gravité  G  est  fixe.  Il  est  bien  évident  que 
ce  centre  de  gravité  doit  se  trouver  sur  la  droite  A',  laquelle 
passe  aussi  par  le  point  fixe  A  ;  or  deux  points  déterminent 
une  droite  et  la  droite  A'  peut  avoir  une  direction  quelconque  : 
les  points  A  et  G  coïncident  donc.  De  là  le  théorème  auquel 
je  voulais  arriver  : 

Ayant  mené  à  la  courbe  S  les  2p  tangentes  parallèles  à  une 
direction  arbitraire,  le  centre  de  gravité  des  2p  points  de  contact 
est  le  même  qtte  celui  des  points  fiœes  A^,  A,  . . .  A^p  . 

Ajoutons  que  les  points  A^,  A,  ...  A,p  jouent  dans  la 
courbe  S  un  rôle  analogue  aux  foyers  dans  les  coniques  :  et 
de  fait  dans  le  cas  de  p  =  i ,  on  a  pour  la  courbe  S  une 
conique  dont  A^  et  A,  sont  les  foyers  réels,  et  chacun  sait 
que  le  centre  de  la  conique  est  tout  à  la  fois  centre  de  gra- 
vité des  points  A^  et  A„  et  centre  de  gravité  des  points  de 
contact  de  deux  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée. 


DÉMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE 
d'une  formule  d'abel 

Par  M.  Amaod,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Nice. 


La  formule  qu'il  s'agit  de  démontrer  est  la  suivante  : 

m 
(1)      {x  +  a)'"  =  o:"'  -\ a  (ce  +  6)»»  -  ^ 

+    m  (m  —  I  )       ,  ...      ,      , .        „   , 
^^ ^  aia  —  2b)  (x  +  26)'"  -  2  -^  . . . 
1.2 

,    m  (m  —  i)  . . .  (m  —  n  +  i)      ,         ,,         .     ,     ,.  , 

-A ^ ^^ ■ — i- a (rt  —  w6)'»  -  Ux-\-nb)4-... 

i.2...n 

-^ma[a—  {m—  1)6]'"  -  2  [x  -|-  (m  —  6)6]  +  a  (a  —  mby^  -  < 

Cette   formule   est   facile    à    vérifier   pour  les  premières 

valeurs  de  m,   i,  2,  3,...  Pour  en  démontrer  la  généralité, 

il  suffit  de  prouver  que  si  elle  est  vraie  pour  la  valeur  m  do 

l'exposant,  elle  est  aussi  vraie  pour  la  valeur   m  -^1). 

Écrivons  donc  : 
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(2)         (a;  +  a)"»  +  <  =  as»  +  <  +  "*"*"  '   o  (x  +  6)» 

I 

-^^ — -ï— -^ —  a  (a  —  26)  (x  +  26»»  -<  +  . . . 
1.2 

,    (m+i)m...(m — n  +  2)      ,  .,         ,     .     , 

I      •     2     *  •  «     71 

-f-  (m  +  i)  a  [a  —  m6]"»  -  *  (a?  +  m6)  -i-  a[a  —  (m  +  0  ^1' 
Prenons  les  dérivées  des  deux  membres,  il  vient 

(m+  i)(a;  +  o)"»=  (m  +  i)x^ -{.  J^l^tJj^IL  a{x  +  fej-^ 


-I 


,     (m  +  i)m(m — i)     ,         i\  /     .     ,  x 

I  •  2 

(f»  +  I  )m  . . .  (  iH  —  n  4"  I  )     ,         ,  ^         ,    ,    . .     , 
+  ...  .i — 2—^ i^ ! — i-a(a  — ni)»  -  <(x +»*)"' 

I     •     2    •  •  •    Tl 

+  ...  +  (m  +  0  û  (a  —  rnb)^  -  ■«. 

Si  l'on  met  en  évidence  le  facteur  (m  f-  1),  on  voit  que  k 
second  membre  n'est,  d'après  l'hypothèse   de  l'exactitude 
pour  la  valeur  m  de  l'exposant,  autre  chose  que  (m  -f  ' 
(x  -\-  a)^ . 

Les  deux  membres  de  l'égalité  (2)  ayant  même  dériTée  ne 
peuvent  différer  que  par  une  constante  C. 

Donc  (3)  {x  +  ay^  +  <  =  a?''»  +  <  -f  (m  +  i)  a(x  +  ''  ' 

+  -^^ ■ — ' —  a{a  —  26)  {x  +  26)"»  -  < 

I  «  2 

+  . . .  +  (^  +  I  )  ^  (^  ""  ^^)^  ""  *  (^  +  ^^) 
-fa  [a—  (7n  +  1)6]"»  -f  G. 

Il  faut  montrer  que  cette   quantité  constante  G  est  niiH<? 

Or  la  formule  (3)  étant  vraie,  quel  que  soit  x,  est  vrau' 

pour  X  =  —  (?M  4"  O'^'  -^lors  les  équations  (1)  et  3  dcvicniien! 

[-1                              r                                        lyjnt  , 

a  —  {m-i-  i)  bv^=  {—  i)"»   (m  +  i)'»»  6»» •  ab""  ' 

H —  (m—  O^-^  a(o  — 26)ft'"" 


— ^^ ^  (m  —  2)"»  -  8  a  (a  —  3&)*  6»»  -  »  -f-  .••  | 


[a  — (w+  i)  6]^"  +  <  =  (—  i)'»  +  <[(w  -f  i)"»  +  <  6«-^ 
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I  1.2 

...  +  (m  +  i)a(a  —  m6)«  -  <  6  +  a  [a  —  (m  +  i)6]m  +  C 
multiplions  la  première  équation  par  (m  +  i)  6  et  ajoutons 
le  résultat  à  la  deuxième;  comme  ( —  i)"*  et( —  i)"»  +  «  sont 
de  signes  différents,  tous  les  termes  des  deuxièmes  membres 

se  détruisent,  sauf  a  (a  —  (m  +  i)  6)»*  et  C;  il  vient  donc 

(m  +  i)  6  [a  —  (w  +  i)  bY  +  [a  —  {m  +  i)  6]"»  +  < 

=  a  [a  —  {m-{'  i)  6]"»  +  G  ; 

d'où  a[a  —  (m  +  i)  ft]»»  =  a  (a  —  (m  +  i)  b)^  +  C; 
ou  bien  G  =  o. 

Donc  la  formule  est  générale. 

Si  dans  cette  formule  on  fait  6  ==  o,  on  retombe  sur  la 
formule  du  binôme. 


VARIETES 


UNIVERSITÉ  DE  TOKIO  (JAPON) 

Les  lecteurs  du  Journal  de  mathémaliques  ne  liront  pas  sans  intérêt  les 
questions  d'examen  et  les  sujets  de  composition  proposés  aux  étudiants  de 
l'Université  do  Tokio.  Les  renseignements  suivants  ont  été  pris  dans  l'Annuaire 
de  celte  Université  pour  l'année  classique  2539-40  (1870-80). 

L'Université  de  tokio  se  divise  en  trois  départements:  celui  du  droit, 
celui  des  sciences,  celui  de  la  littérature. 

Le  déparlement  des  sciences  renferme  14  professeurs  : 
Robert-William  Atkinson,  Chimio  analytique  et  appliquée; 
Gustave-Félix  Berson,  agrégé  des  sciences  physiques,  Physique  et  mécanique; 
Frank  Jewbtt,  Chimie  générale  et  analytique; 
Winfleld  Chaplin,  Science  de  l'ingénieur  civil  ; 
Dairoku    Kikuchi,   Mathématiques  pures  et  appliquées; 
R10KICHI    Yatabe,  jBotoni^ue  ; 
CuRT  Nktto,  Mines  et  métallurgie; 
Alexandre  Dtbowski,  agrégé  des  sciences  physiques,   Physique^  mécanique, 

mathématiques; 
James-Alfred  Ewing,  Mécanique  appliquée; 
Thomas  Mbndenhald,  Physique  e(vpérimentale  ; 
IwAWO  Imai,  Métallurgie; 
Kenjiro  Yahagawa,   Physique; 
Charles  Whithan,  Zoologie  et  physiologie; 
David  Brauns,  Géologie^  minéralogie,  paléontologie; 
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Un  professeur  extraordinaire: 
Reisukb  iTOf  Botanique  ; 

Un  lecteur: 
John  Smedlet,  Architecture  ; 

Trois  professeurs  assistants  : 
MoNiTARO  K06A,  Physique; 
GiRO  Yamaoka,  Chimie; 
Atato  Taga,  Machines. 

Le  nombre  des  élèves  qui  fréquentent  les  divers  cours  est  donné  par  le 
tableau  suivant  : 

Chimie i^ 

Mathématiques,  physique  et  astronomie 4 

Biologie ^ 

Science  de  l'ingénieur -'^ 

Géologie,  mines -' 

Première  année  de  sciences ^ 

Physique  (cours  en  français) 9 


'  Questions  d^examens  données  à  l'Université  de  Tokio  (Japon)^  pendant 

Vannée  classique  2539-40  (4S79'4880). 

Calcul  inilnitésimal. 

—  Trouver  les  conditions  pour  qu'une  fonction  d'une  seule  variable  si-j 
maxima  ou  minima.  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction 

u  =  m  sin  [x  —  a)  cos  x. 

—  Déterminer  les  dimensions  du  cylindre  de  moindre  surface  et  de  volanîr 
donné. 

Prouver  que  si  if  -{-  x^  —  3aTy  =  o, 

la  fonction  y  est  maxima  lorsque  a;  =  a'v^et  minima  quand  x  ^=  o. 

—  Trouver  la  valeur  maximum  de 

u  =^  al  -\-  bm  4-  en, 
l,  m,  n  étant  liés  par  l'équation 

i^  -\-  m^  -f  n'  =  I. 

—  Une  courbe  a  pour  équation  y»»  =  a"  —  *x. 

Trouver  l'équation  de  la  tangente  au  point  [x,  y),  la  longueur  delà  sous-tangent? 
de  la  sous-normale  et  celle  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  U 
tangente. 

—  Donner  une  méthode  pour  trouver  les  asymptotes  à  une  courbe  donnée 
Trouver  les  asymptotes  rectilignes  de  la  courbe 

y*  —  X*  ■\-  2bx^  =  o. 

—  Comment  trouve-t-on  les  points  doubles  d'une  courbe  et  les  tangentes  ani 
points  doubles.  Distinguer  les  divers  genres  de  points  doubles. 

—  Trouver  les  points  singuliers  de  la  courbe 

x'  —  2ay^  —  3a*j/  —  ^a^x-  +  o*  =:  o. 

—  Trouver  le  centre  et  le  rayon  de  courbure  pour  un  point  {x,  y)  delà  courbe 
V  =  f[x). 

—  Définir  un  point  d'inflexion  et  dire  comment  on  trouve  le  point  d'inflexion 
d'une  courbe  donnée  en  coordonnées  polaires. 
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Composition  en  oaleul  intégral. 

—  Trouver  toutes  les  solutions  de  l'équation  difTéreotielle 

x^dy  —  x^ydx  -f  yMx  —  xy^dy  =  o. 

—  Intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

I     ^*    ,     I    d^  ^ 

X    dx         y    dy        y^ 

—  Étant  donnés  deux  points  fixes  dans  un  plan,  trouver  dans  ce  plan  une 
courbe  telle  que  le  produit  des  distances  de  ces  deux  points  à  chacune  des  tan- 
gentes à  la  courbe  ait  une  valeur  constante. 

GompoEdtion  en  calonl  différentiel. 

—  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction  suivante 

x 

[x  +  i][x -^  ■zYyx^  ' i-  i)  • 

—  Trouver  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des  racines  de  l'équation  du 
troisième  degi*é  x^  —  3.r  -}-  i  =  o. 

—  Trouver  l'équation  dill'érentielie  des  projections  des  lignes  de  courbure 
d'une  surface  sur  le  plan  des  xy. 

Géométrie  analytique. 

—  Équation  d'une  ligne  droite  passant  par  deux  points.  Coordonnées  du  i>oint 
de  rencontre  de  la  droite  qui  joint  les  points  [a,  o],  [o,  b)  avec  la  droite  qui 
joint  les  points  (6,  o),  (o,  a). 

—  Trouver  l'angle  de  deux  droites 

Arc  +  By  +  C  =  o  \'x  4-  B'j/  +  C  =  o. 

—  Prouver  que  les  diagonales  d'un  losange  se  coupent  à  angle  droit. 

—  Trouver  l'aire  d'un  triangle  connaissant  les  sommets  parleurs  coordonnées; 
en  déduire  la  condition  pour  que  trois  points  donnés  soient  en  ligne  droite. 

—  Quelle  est  la  condition  pour  que  l'équation  générale  du  second  degrè  repré- 
sonte  deux  lignes  droites?  Examiner  si  l'équation 

x^  —  5xy  -f  41/2  -h  a-  -f  21/  —  2  =  o 

remplit  cette  condition. 

—  Trouver  l'équation  du  cercle  rapporté  à  un  système  d'axes  rectangulaires. 

—  Prouver  analytiquement  que  si  deux  cercles  se  coupent,  la  ligne  des  centres 
est  per{)endiculaire  à  la  corde  commune. 

—  Etant  donné  le  cercle  x^  -{'y^  =  r^  discuter  la  nature  de  la  ligne  ico;'  +  yy' 
=  H,  les  coordonnées  x'y'  étant  celles  d'un  point  du  cercle. 

—  Prouver  analytiquement  que  si  par  un  point  extérieur  on  mène  à  un  cercle 
une  tangente  et  une  sécante,  la  tangente  est  moyenne  proportionnelle  entre  la 
sécante  entière  et  sa  partie  extérieure. 

—  Trouver  l'équation  de  la  tangente  et  de  la  normale  à  une  ellipse  au  point 
(x'.y']. 

—  Prouver  analytiquement  que  h  tangente  est  également  inclinée  sur  les 
rayons  vecteurs  focaux. 

—  Prouver  que  la  directrice  est  la  polaire  du  foyer  et  aussi  que  toute  corde 
focale  est  perpendiculaire  à  la  ligne  qui  joint  son  pôle  au  foyer. 

—  Prouver  qu'il  y  a  un  rapport  constant  entre  les  distances  d'un  point  quel- 
conque de  l'ellipse  au  foyer  et  à  la  directrice. 
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—  Trouver  l'équation  d'une  conique  à  centre  en  coordonnées  polaires,  en  pre- 
nant le  foyer  comme  pôle.  Les  demi-axes  d'une  ellipse  sont  5  et  3,  trouTerson 
équation  polaire. 

—  L'équation  d'une  conique  est 

ax^  4-  2hjcy  +  dy'  +  2gx  -f  2/5/  4-  c  =  o. 
Prouver  que  les  deux  lignes  droites 

ax^  -h  2hxy  4-^  =  0 
sont  parallèles  aux  asymptotes. 

—  Trouver  les  conditions  pour  que  l'équation  générale  du  second  degré  repré- 
sente une  ellipse,  une  hyperbole,  une  parabole. 

—  Prouver  que  l'équation 

ar»  2xy         y^         2X         ly   

a*  ab  6*  a  b 

représente  une  parabole  tangente  aux  axes. 

—  L'extrémité  d'un  diamètre  est  (a;',y'),  trouver  les  coordonnées  [x'.y^^  des 
extrémités  du  diamètre  conjugué. 

—  On  mène  les  normales  à  une  ellipse  par  les  extrémités  de  deux  diamètre^ 
conjugués.  Prouver  que  le  lieu  des  points  d'intersection  est  la  courbe 

2(a»x'  4-  bhj'Y  =  (a*  —  «'')(a'a^  —  &V)'. 

—  Trouver  l'équation  d'une  hyperbole  rapportée  à  ses  asy^mptotes  connue 
axes. 

—  Prouver  que  le  rectangle  des  distances  focales  d'un  point  est  égal  au  carré 
du  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui  correspond  à  ce  point. 

—  Prouver  que  le  lieu  des  points  d'intersection  de  deux  tangentes  à  une  pa- 
rabole perpendiculaires  l'une  sur  l'autre  est  la  podaire  du  foyer, 

—  Trouver  la  podaire  du  foyer. 

—  Lieu  des  milieux  d'un  système  de  cordes  parallèles  dans  une  parabole. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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PRINCIPES  ÉLÉMENTAIRES  DE  GEOMETR,IE  CLNEMATIQUE 

Par  M.  Maurice  d'OeAir*® 


Nous  nous  proposons  dans  cet  article  de  présenter  des 
démonstrations  élémentaires  de  quelques  théorèmes  donnés 
par  M.  Mannheim,  dans  son  cours  de  géométrie  descriptive  de 
rÉcole  polytechnique. 

Conventions.  —  Nous  emploierons  les  notations  suivantes 
adoptées  par  M.  Mannheim. 

Un  point  sera  représenté  par  une  lettre  minuscule.. 

Une  courbe  par  une  majuscule. 

La  trajectoire  d'un  point,  c'est-à-dire  la  courbe  que  décrit 
ce  point  dans  son  déplacement,  sera  représentée  par  la  lettre 
qui  désigne  ce  point  mise  entre  parenthèses  ;  le  point  a  se 
meut  sur  la  courbe  (a). 

Enfin  nous  représenterons  par  d(a)  un  déplacement  infini- 
ment petit  du  point  a  sur  sa  trajectoire  (a). 

Ces  conventions  une  fois  faites,  passons  aux  principes. 

Principe  I.  —  Une  droite  mobile  se  déplace  dans  un  plan 
€71  restant  parallèle  à  une  direction 
fiœe  donnée.  Dans  une  de  ses  positions 
elle  rencontre  en  a  ^^  b  deux  courbes 
fixes  (a)  et  (b).  Les  tangentes  à  ces 
courbes  respectivement  en  a  e/  b  se  cou- 
pent en  t.  On  a,  pour  un  déplacement 
infiniment  petit  de  la  droite  mobile^ 
d(a)  at    _      .. 

Considérons  une  position  db'  de 
la  droite  mobile,  infiniment  voisine 
de  ab.  Les  droites  ad  et  66'  se  cou-  ^^9*  '• 

pent  en  s,  ab  et  dV  étant  parallèles,  on  a 

ad  sa 

W~1b" 
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Celte  relation,  toujours  vraie  à  mesure  que  ab'  se  rapproch" 
de  afr,  a  encore  lieu  à  la  limite;  mais,  à  la  limite,  les  corde 
aa  et  bb'  se  confondent  avec  les  arcs  correspondants;  J- 
plus  le  point  s  vient  coïncider  avec  le  point  /  et  on  a 

d{a)    at 

'dîb)    ""  "ôT' 

Principe  II.  —  Une  droite  mobile  se  déplace  dans  un  pli^ 
en  enveloppant  une  courbe  donnée  £.  Dans  une  de  ses  positi"ni, 
eUc  toiu:he  son  enveloppe  en  e  et  rencontre  en  bl  et  h  deux  mirk> 
fixes  (a)  et  (b).  Les  tangentes  à  ces  courbes  respectivement  en  a 
et  h  se  coupent  en  t.  On  a,  pour  un  déplacem&U  infininentftti: 

d(a)    ac  .  at 


de  la  droite  mobile, 


d(b) 


be  .  bt 


(fig-  «;. 


Fig.  «. 

Considérons  une  position  ab'  de  la  droite  mobile,  infini- 
ment* voisine  de  ab.  Les  droites  aa  et  bV  se  coupent  en  ^^ 
ab  et  àb'  en  t.  On  a 

surf,  sab'  sV  .  ab* 


surf,  b'ib 
surf,  sab 

surf,  aia 


bb'  .  ib' 
sa  .  ab 

aa  .  ta 


I 
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Divisant  ces  deux  égalités  membre  à  membre, 

surf,  sdb'  X  surf,  aia  sb'  .  a'b'  .  aa  .  ta 


Mais 


surf,  b'ib  X  surf,  sab  bb'  .  ib  .  sa  .  ab 

surf.  saV  sa'  .  sV 

surf,  sab  "^     sa  .  sb 
surf,  ata  la  .  ta' 


surf.  6/6'  f6  .  ib' 

L'égalité  précédente  se  transforme  donc  en  celle-ci  : 
sa'  .  ^6'  •  ta  .  ta'  sb'  .  a'b'  .  aa   .  fa 


d'oU 


sa  .  $6  •  ib  .  i6'  66'  .  ib'  ,  sa  »  db 

aa  ai  .  as  .  a6 


66'  6/  .  65  .  a'6' 

A  la  limite,  lorsque  les  points  a  et  6'  viennent  coïncider 
avec  les  points  a  et  6,  les  cordes  aa'  et  66'  se  confondent  avec 
les  arcs  correspondants  ;  de  plus,  les  points  i  et  s  viennent 
respectivement  coïncider  avec  les  points  e  et  /  ;  on  a  donc 

d{a)    ae  .  at 

"5(6)"  ""    be  .  bi   ' 
puisque  a6  =  a  6',  à  la  limite* 

\lfiiNCiPE  III.  (Transformai ion  du  théorème  précédent).  — 

Les  mêmes  hypothèses  étant  faites  que  pour  le  principe  II, 

si  la  normale  à  la  courbe  £  au  point  e  coupe  respectivement  en 

y.  et  en  p  les  normales  aux  courbes  (a)  et  (b)  aux  points  a  et  b, 

d(a)  a*    ,£     a, 

On  a,  en  effet,    a^=:a%  .  sin  a«e,  6e  =  6p  .  sin  6^; 

^  œ  ax  .  sin  Ofue 

Donc  -T—  =  ^r; : — rr— 

6e  0^  .  sin  6^e 

Mais  les  angles  aae  et  eat  sont  égaux  comme  ayant  leurs 

côtés  perpendiculaires  ;  de  même  pour  les  angles  6^e  et  e6^ 

^  .,  ae         a%  .  sin  eat 

Par  suite  -r—  =  -tt : 77 

6e  6^  .  sm  e6/ 

sin  eat  bt 

ou,  comme       — : rr-  ^^^  — T"» 

sine6r  at 

ae  a%  ,  bt 
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c  est-ft  dire  b?    -   be  .  bt    ""    d(6)  ' 

Remarque.  —  Ce  qui  vient  d'être  dit  s'applique  au  dépla- 
cement d'une  droite  pivotant  autour  d'un  point  fixe,  en 
remarquant  que  la  normale  è  la  courbe  enveloppe  est  la 
perpendiculaire  à  la  droite  mobile  au  point  oii  elle  louche 
son  enveloppe,  c'est-à-dire,  dans  ce  cas,  au  point  fixe. 

DÉPLACEMENT  d'uNE  FIGURE  DE  FORME  VARIABLE  DANS  UH  PUN 

Les  deux  problèmes  généraux  du  déplacement  d'une  figure 
de  forme  variable  dans  un  plan,  sont  les  suivants  : 

1®  m  points  a^,  a,,  ...  am  -  <,  am  sont  astreints  à  se  moum 
respectivement  sur  m  courbes  (aj,  (a^),  . . .  (am  -  i),  (am)  données 
dans  un  plan,  m  —  i  des  droites  qui  joignent  chacun  de  c6 
points  au  suivant  doivent  envelopper  des  courbes  E^,  E,, ...,  Bœ  -i 
données  dans  ce  plan.  Trouver  Venveloppe  Em  de  to  m®  (fe  c^* 
droites. 

2®  m  droites  sont  astreintes  à  envelopper  respecUveimi 
m  courbes  E^,  E„  ...  Em  données  dans  un  plan»  m  —  i  rf«* 
points  de  rencontre  de  ces  droites  prises  deux  à  deux  (foire»' 
décrire  des  courbes  (a^),  (a,),  ...  (am  -  \)  données  dans  ce  fk^ 
Trouver  la  trajectoire  (am)  du  m**  de  ces  points. 

Le  premier  de  ces  problèmes  consiste  à  trouver,  pour  une 
position  quelconque  de  la  figure  mobile,  le  point  où  la 
m®  droite  toucbe  son  enveloppe,  et  le  second  à  trouver  la  tan- 
gente, ou  ce  qui  revient  au  même  la  normale  à  la  courbe 
que  décrit  le  m®  point. 

La  solution  de  ces  deux  problèmes  nous  sera  fournie  pa^ 
la  relation  que  nous  allons  établir  entre  les  divers  éléments 
de  la  figure  mobile. 

Considérons  une  position  quelconque  de  la  figure  mobile 
(fig.  3).  La  normale  à  la  courbe  E^,  enveloppe  de  aïOi,  a^ 
point  e^  coupe  en  a^  la  normale  à  la  courbe  (aj  au  pointai 
et  en  p,  la  normale  à  la  courbe  (a,)  au  point  o^  ;  la  normale 
à  la  courbe  E,,  enveloppe  de  a^a^^  au  point  e^  coupe  en  ^  1^ 
normale  à  la  courbe  (a,)  au  point  a^  et  en  p^  la  normale  à  la 
courbe  (a^)  au  point  az  ;  et  ainsi  de  suite. 
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Fig.  3, 

En  vertu  du  principe  III,  et,  conformément  aux  conventions 


faites,  nous  avons 


d{a,) 


«4^4 


d{am  -  i) 


dfti  —  i^m  —  i 


d(am)  a^pm 

Faisons  le  produit  de  toutes  ces  égalités,  membre  à  membre; 
il  vient 

Ojp,  .  a'p3  .  a4p4  ...  ampw  .  a^pi 
Dans  le  premier  des  problèmes  énoncés  plus  haut,  Tin- 
connue  est  le  point  em»  De  la  relation  générale  qui  vient 


d'être  établie,  on  tire  la  valeur  de 


en  fonction  de 


quantités  données  immédiatement  par  la  figure.  Soit  —  la 
valeur  de  ce  rapport.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  aux  prin- 
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cipes,  si  /est  le  point  de  rencontre  des  tangentes  aux  conrbes 
(a^)  et  (am)  aux  points  a^  et  Om,  on  a 

ai€m    .    (lit  «iPi  g  ' 

Omem              P    .    fli/ 
ou  =  -i- i— , 

a^em  q  .  «m/ 

d'où  la  détermination  du  point  e. 

Dans  le  second  problème,  l'inconnue  est  la  normale  imÛHv... 
De  la  relation   générale   qui  vient  d'ôtre  établie,  on  tire  la 

valeur  du  rapport en  fonction  de  quantités  oblennes 

immédiatement  sur  la  figure.  On  n'a  plus  alors  qu'à  mener 
par  le  point  Om  une  droite  dont  le  segment  terminé  aux  nor- 
males €m  ~  iOim  -  i  et  emam  soit  divisé  au  point  Om  dans  le 
rapport  déterminé,  problème  bien  simple  et  bien  connu. 
.  Voilà  donc  la  solution  des  deux  cas  du  problème  générai 
du  déplacement  plan  d'une  figure  de  forme  variable. 
"-Dans  les  applications  que  l'on  a  à  faire  de  cette  question 
fondamentale,  la  solution  se  simplifie  par  suite  des  condi- 
tions particulières  oîi  l'on  se  trouve  placé.  D'ailleurs  on  ne 
considère,  en  général,  que  des  déplacements  de  triangit* 
variable. 

Remarque.  —  Considérons  les  droites  ab  et  ac  qui  se  cou- 
pent au  point  a  (*);  soient  (a),  (b)  et  (c)  les  trajectoires  des 
points  a,  b  et  c.  Supposons  que  les  normales  ea  et  h%  û«^ 
enveloppes  de  ab  et  ac  aux  points  e  e(  b  où  ces  droites  touchet^^ 
leurs  enveloppes  se  coupent  en  a  sur  la  no^inQle  ax  à  lacourbe(^^ 
au  point  a.  Soient  de  plus  p  le  point  de  rencontre  de  e%  et  de 
la  normale  6p  à  la  courbe  (6)  au  point  6,  y  le  point  de  ren- 
contre de  h%  et  de  la  normale  cy  à  la  courbe  (c)  an  point  r 

d{b)         6â      ^    rf(o)         ax 

Nous  avons  _,,  '   =  — ^  et     ,,  .    = . 

d(o)         aoL         d{c)         CY 

Multiplions  ces  deux  égalités  membre  à  membre  ;  il  vient 

d(b)   _   fep 
rf(c)  Cy 


Le  lecteur  est  prié  de  fuire  la  figure. 
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ANGLE  PH'OTANT  AUTOUR  DE  SON  SOMMET 

Un  angle  bac  pivote  autour  de  son  sommet  a.  Les  côtés  ab  et 
ac  coupent  respectivement  en  h  et  en  c  les  courbes  fixes  (h)  et 
(c).  Détei'miner  la  relation  qui  lie  les  déplacements  des  points  b  et 
c(*). 

Quoiqu'on  connaisse  les  trajectoires  (6)  et  (c)  des  points  b 
et  c,  la  trajectoire  du  point  a,  puisque  ce  point  est  fixe,  et 
les  enveloppes  de  ab  et  de  aCy  puisque  ces  droites  pivotent 
autour  du  point  a,  il  faut  une  condition  de  plus  (supposer 
par  exemple,  comme  nous  le  faisons,  que  l'angle  bac  a  une 
grandeur  constante)  :  car,  sans  cela,  la  figure,  dans  chacune 
de  ses  positions,  serait  indéterminée. 

Gela  posé,  les  normales  aux  enveloppes  de  ab  et  de  ac  sont 
les  perpendiculaires  ap  et  ay  menées  de  a  respectivement 
à  ab  et  ac.  On  se  trouve  donc  dans  le  cas  de  la  remarque 
précédente  et  on  a,  d'après  cette  remarque, 

d{b)    _    b^ 

d(c)    ~   cy  ' 

Un  exemple  très  simple  va  faire  comprendre  comment  on 
applique  cette  règle. 

Un  triangle  rectangle  variable  abc  se  déplace  dans  un  plan.  Le 
sommet  a  de  Vangle  droit  est  fixe  ;  le  sommet  h  se  meut  sur  une 
circonférence  et  Vhypoténuse  bc  tourne  autour  du  centre  o  de 


<L/ 


Fig.  4. 

cette  circonférence.  Construire  la  normale  à  la  trajectoire  du 
point  c  (fig.  4). 

(*]  Le  lecteur  est  prié  de  &ire  la  fi^re. 


I 
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Soit  p  le  point  où  la  normale  cherchée  rencontre  le  côté  à. 
Le  sommet  a  étant  fixe  et  Tangle  bac  constant,  appliquons  la 
relation  précédente. 

Gomme,  dans  ce  cas,  les  perpendiculaires  à  ai  et  à  oc  an 
point  a  se  <^onfondent  avec  ac  et  a6,  cette  relation  donne 

d{b)    __  ^ 
d{c)  cp  ' 

La  normale  à  la  trajectoire  de  b  étant  &o,  si  nous  éleronsa 
te  la  perpendiculaire  om  qui  coupe  cp  en  m,  nous  a?ûD§, 

'après  le  principe  III,     ,,  !   =  ; 

'^  d(c)  cm 

,  bc  bo 

donc  =  —  ; 

cp  cm 

d'oÎL  la  construction  : 

Je  porte  la  longueur  ci  =  ob  ;  par  le  point  i  je  mène  poralèl^- 
ment  à  ah  im  qui  coupe  en  va  la  perpendiculaire  om  à  bc;  cm  est 
la  normale  cherchée. 

En  effet,  —  =  —  = . 

cp         cm         C7n 

SUR   LES  APPLICATIONS  DES    PRINaPES  PRÉCÉOENTS 

En  se  basant  sur  les  principes  que  nous  venons  d'élufe 
on  voit  que  si  Ton  connaît  les  enveloppes  des  côtés  d'un 
polygone  variable  et  les  trajectoires  de  tous  ses  sommeis 
moins  un,  on  pourra  déterminer  la  normale  et,  par  suite, U 
tangente  à  la  trajectoire  de  ce  dernier  sommet. 

Orj  pour  un  très  grand  nombre  de  courbes,  on  connaildcs 
modes  de  génération  géométrique  simples,  par  le  déplace- 
ment d'un  point  d'une  figure  variable;  il  en  résultera,  par 
application  des  principes  en  question,  des  procédés  de  cons- 
truction des  tangentes  à  ces  courbes. 

On  sait  aussi  que  le  centre  de  courbure  relatif  à  un  poini 
d'une  courbe  quelconque,  est  le  point  oîi  la  normale  à  celw 
courbe  au  point  considéré  touche  son  enveloppe.  Si  donc  on 
a  reconnu  qu'une  certaine  droite  d'une  figure  variable  se 
déplace  en  restant  normale  à  une  courbe  quelconque,  on  e^ 
déduit  un  procédé  de  construction  du  centre  de  courbure  a 
cette  courbe. 
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Pour  plus  de  détails  sur  ce  sujet  je  renverrai  à  mon  article  : 
Applications  de  géométrie  cinématique  plane,  publié  dans  les 
Nouvelles  Annales  de  mathématiques,  où  je  fais  précisément 
nsage  des  principes  auxquels  se  rapporte  le  présent  travail. 

Je  me  contenterai,  pour  terminer,  de  donner  une  démon- 
stration nouvelle  d*un  théorème  que  j'ai  fait  connaître  dans 
mon  Etiule  sur  F  antibissectrice  (*)  : 

Si  une  droite  aa'  se  déplace  en  détachant  sur  une  courbe  quel- 
conque (a)  un  arc  de  grandeur  constante,  le  point  où  cette  droite 
Couche  son  enveloppe  est  le  pied  de  V antibissectrice  relative  à  aa' 
du  triangle  fermé  par  cette  droite  et  par  les  tangentes  à  la  courbe 
(a)  aux  points  a  et  a'. 

Si  ces  tangentes  se  coupent  en  f  et  si  e  est  le  point  oii  aa 
touche  son  enveloppe,  on  a,  d'après  le  principe  II, 

d(a)  ae  .  at 

d(d)         ae  .  at  * 

Mais,  d'après  l'hypothèse  faite, 

d(à)  =  d{d). 

TV  ae  .  at 

Donc,  —. rr  =  I 

ae  .  at 

ou  ae  ,  at  =  de  .  dt, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


INEGALITE  DES  JOURS  ET  DES  NUITS 


Le  soleil  possède  un  mouvement  propre  sur  Técliptique; 
en  outre,  il  participe  au  mouvement  diurne  apparent  de  la 
sphère  céleste.  On  peut  donc  admettre  que  dans  une  journée 
il  décrit  un  des  parallèles  de  celte  sphère. 

Ceci  posé,  nous  dirons  qu'il  fait  jour  quand  le  soleil  est 
au-dessus  de  l'horizon,  qu'il  fait  nuit  quand  il  est  au-des* 
sous.  Nous  nous  proposons  ici  de  chercher  les  conditions 
qui  font  varier  la  durée  du  jour  et  celle  de  la  nuit.  On  sait 

(*)  Journ,  de  Math.  tpéc.  et  élém.  t.  IV  (Mars  1880). 
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que  la  somme  de  ces  deux  périodes  est  constante  et  égale  à 
vingt-quatre  heures  :  il  suffira  donc  de  déterminer  l'une 
d'entre  elles. 
Prenons  pour  plan  du  tableau  le  plan  du  méridien  du  lieu 

considéré.  Soient  HH'  Thori- 

zon,  PP'  la  ligne  des  pôles, 
SS'  le  parallèle  décrit  par  le 
soleil  le  jour  considéré.  0 
cercle  rencontre  le  plan  de 
rhorizon  suivant  une  droite 
qui  se  projette  tout  entière 
en  A. 

Cette  droite  partage  la  cir- 
conférence du  parallôle  décrit 
par  le  soleil  SS'  en  deux  arcs 
qui  se  projettent  Tun  suivant 
AS,  l'autre  suivant  AS';  le  premier  est  au-dessous  de  Thori- 
zon  et  correspond  à  la  nuit  ;  le  second  est  au-dessus  de  Tho- 
rizon  et  correspond  au  jour. 

Le  mouvement  étant  uniforme,  la  durée  de  la  nuit  es. 
proportionnelle  à  l'arc  AS,  celle  du  jour  proportionnelle  a 
Tare  AS'  ;  nous  allons  chercher  à  déterminer  la  valeur  de 
Tare  qui  so  projette  suivant  AS  au  moyen  de  ses  lignes  Iri- 
gonomélriques. 

Remarquons  d'abord  que  tant  que  le  point  A  n'est  pas  au 
centre  du  cercle  SS',  les  deux  arcs  sont  inégaux.  Pour  lU' 
point  situé  dans  l'hémisphère  boréal  le  jour  est  donc  plii> 
grand  que  la  nuit,  tant  que  la  déclinaison  du  soleil  est 
boréale,  c'est-à-dire  dans  l'intervalle  qui  s'écoule  entre  le 
21  mars  et  le  ai  septembre. 

Gela  posé,  rabattons  le  cercle  SS'  autour  de  son  diamètre, 
la  perpendiculaire  au  diamètre  se  rabat  alors  suivant  AL  Si 
on  joint  le  point  D  au  point  L,  l'angle  LDS  a  pour  mesure  le 
demi-arc  nocturne  ;  il  nous  suffira  donc  de  connaître  cet 
angle  pour  en  déduire  la  durée  de  la  nuit. 
Le  triangle  rectangle  LDA  donne  DA  =  DL  cos  ç. 
D'autre  part  l'angle  POH  =  l'angle  X  qui  mesure  la  lati- 
tude du  lieu  ;  du  triangle  rectangle  DOA  on  tire  DA=  DO  tgÀ- 
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On  en  lire  DL  cos  <p  =  DO  tg  A. 

Si  K  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  menée  de  S  sur  le 
diamètre  EE',  on  a  DL  =  DS  ==  OK. 

Mais  Tare  SE  =  déclinaison  du  soleil  =  8,  d'oîi  en  suppo- 
sant le  rayon  de  la  sphère  céleste  égal  à  Tunité,  OK  =  cos5 

DO  =  SK  =  sin  8. 
En  remplaçant  DL  et  DO  par  leurs  valeurs  respectives,  on  a 

cos  8  cos  9  =  sin  8  tg  X 
cos  9  =  tg  S  tg  X 
Ce  qui  nous  montre  que  la  valeur  de  9  dépend  exclusive- 
ment de  la  latitude  du  lieu  et  de  la  déclinaison  du  soleil. 

Discussion  de  la  formule 

cos  9  =  tg  8  tg  X. 
Pour  que  Tangle  9  existe,  il  faut  que  son  cosinus  soit 
moindre  que  l'unité,  ce  qui  exige  tg  S  tg  X  <  i,  et  comme 
les  angles  8  et  X  sont  essentiellement  aigus,  il  faut  que  l'on 
ait  3  4.  X  <  90°. 

Or  8  est  inférieur  à  23®3o',  son  complément  est  supérieur 
à  66^3o. 

Si  donc  on  prend  d'abord  un  lieu  dont  la  latitude  est 
inférieure  à  66°3o',  c'est-à-dire  un  lieu  de  la  zone  tem- 
pérée, on  a  ^  +  ^  <  90**. 

Donc  l'angle  9  existe  toujours,  c'est-à-dire  que  dans  une 
période  de  vingt^quatre  heures  on  est  assuré  que  le  soleil 
descendra  au-dessous  de  l'horizon. 

Si  au  contraire  on  prend  un  point   de   la  zone  glaciale 
dont  la  latitude  est  supérieure  à  66®3o',  il  arrivera  un  moment 
oh  le  soleil  viendra  toucher  l'horizon  lorsque  8  -f-  X  =  90*^. 
Si  à  partir  de  ce  moment  la  déclinaison  du  soleil  augmente 
encore,  l'astre  ne  redescendra  pas  au-dessous  de  l'horizon. 
Dès  lors  depuis  le  moment  ou  il  a  rasé  l'horizon,  jusqu'à 
ce  qu'en  redescendant  vers  l'équateur  il  reprenne  la  même 
déclinaison,  il  se  passera  un  nombre  de  jours  plus  ou  moins 
considérable,  pendant  lequel  le  soleil  ne  disparaît  pas  au- 
lessous  de  l'horizon.  En  particulier  pour  le  pôle,  le  soleil 
restera  six  mois  au-dessus  de  l'horizon. 
Considérons  ce  qui  se  passe  en  un  môme  lieu  de  la  terre, 
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à  Paris  par  exemple.  Lorsque  la  déclinaison  varie,  Tangle  -. 
varie,  et  puisque  d'une  part  un  angle  aigu  et  sa  tangente 
varient  dans  le  même  sens,  que  d'autre  part  un  angle  ai^ 
et  son  cosinus  varient  en  sens  contraire,  on  voit  que  l'angle  * 
est  d'autant  plus  petit  que  B  est  plus  grand. 

Par  conséquent  la  durée  de  la  nuit  décroît,  et  par  suite  j 
durée  du  jour  croît  de  Téquinoze  de  printemps  au  solsfh 
d'été,  dans  nos  climats  du  21  mars  au  31  juin. 

Il  est  à  remarquer  que  si  Ton  prenait  un  point  de  Tliei::-- 
sphère  austral,  ce  que  nous  avons  dit  de  la  nuit,  s'appliquer^ 
au  jour,  c'est-ànlire  que  lorsqu'il  fait  nuit  à  Paris,  il  î^' 
jour  dans  l'autre  hémisphère  et  inversement.  On  verrait  e: 
faisant  un  raisonnement  analogue  lorsque  la  déclinai^: 
devient  australe,  que  si  cette  déclinaison  croit,  le  jourdiD- 
nue  ;  c'est  pourquoi  le  jour,  devenant  inférieur  à  la  nuitdepu: 
le  21  septembre,  décroît  jusqu'au  21  décembre  pourrecroî- 
ensuite  jusqu'au  21  mars.  A.  M. 


EXAMENS  ORAUX  DE  SAINT-GYR  EN  1880 


lorsqu'un    nombre  est  terminé  par  5,  son  carré  est   lerminé  paf  -■' 
carré  peul-il  être  terminé  par  i25?  .       .    .,. 

—  Dans  un  cercle  on  mène  une  corde  égale  au  rayon;  on  joiat  If'*^^' 
mités  de  cette  corde  au  milieu  du  plus  grand  arc  qu'elle  détennin*  *  ' 
circonférence.  Calculer  les  cordes  ainsi  obtenues.  w  j  i? 

—  On  donne  un  triangle  ABC.  Trouver  sur  le  côté  AB  un  point  Mj«"t 
en  menant  MN  parallèle  à  BC,  et  MP  jxîrpendiculaipe  à  BC,  U  surfcff  ^• 
trapèze  rectangle  MNCP  soit  une  fraction  donnée  de  la  surlace  d"  |"^,  ^ 
ABC.  Pour  la  discusision  on  prendra  le  cas  particulier  où  le  triang^  -^ 
isoscèle.  ^, 

—  On  donne  un  angle  A  égala  43  degrés.  On  demande  de  i««^   .' 
I)crpendiculaires  BC  et  DE  au  côté  AE  de  façon  que  le  trapèze  BCED  41 
surface  donnée  et  un  périmètre  aussi  donné.  •  1  rf  ' 

—  On  prend  un  demi-cercle  AB,  on  mène  le  rayon  OD  pe^*"^'^"  V, 
diamètre  AB;   mener  une  sécante  AC  telle  que  le  quadrilatère  OHCB. '^ 
par  le  rayon  OB,  la  corde  BC,  la  sécante  AC  et  le  rayon  OD  soit  circoDSC- 
tible.  .  ■ . 

—  On  a  un  triangle  isoscèle  ABC,  et  la  hauteur  AH.  Au  point  0,  sH"  . 
tiers  de  AH  à  partir  du  sommet,  passe  un  axe  horizontal,  situé  à»os  t^! 
du  triangle.  On  demande  quelle  force  il  faudra  appliquer  au  point  A  p<)|^^ '' 

e  triangle,  sollicité  par  cette  force  et  par  son  poids  P,  reste  horizo"^- 

—  Etant  donné  un  angle  BAC  de  60  degrés,  mener  deux  perpc«li«'*'^ 
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la  bissectrice,  de  façon  que  le  trapèze  formé  par  ces  deux  perpendiculaires  et 
les  côtés  de  l'angle  ait  une  surface  et  un  périmètre  donnés. 

Trouver  les  dénominateurs  des  fractions  irréductibles   donnant  lieu  à  une 

fraction  périodique  mixte  ayant  un  chitri*e  à  la  partie  irrégulière  et  un  chiffre 

à  la  période. 

—  Soit  la  projection  géométrique  à  n  termes 

ah  c  d  ...  f  g  h  l 
on  multiplie  chaque  terme  par  le  suivant.  Trouver  la  somme  des  résultats  ainsi 

obtenus. 

Dans  un  triangle,  on  connaît  A,  et  on  a  la  relation 

tg  B  +  tg  C  =  2; 
calculer  les  angles  B  et  C. 

Dans  un  triangle,  on  connaît  A,  et  l'on  a  la  relation  sin  B  sin  C  =  m; 

calculer  les  deux  angles  B  et  C. 

Inscrire  dans  un  demi-cercle  un  rectangle  de  périmètre  donné. 

On  donne  un  demi-cercle  de  diamètre  AB  et  un  point  P  sur  ce  dia- 
mètre AB;  par  ce  point,  on  mène  une  droite  PD  faisant  un  angle  a  avec  le 
diamètre  et  rencontrant  la  circonférence  en  D;  on  mène  la  tangente  en  D  à  la 
circonférence  jusqu'à  sa  rencontre  en  £  avec  le  diamètre  AB;  calculer  DE  en 
fonction  des  donnéa-î. 

Étant  donnée  la  fraction  — ,  on  demande  de  la  réduire  en  fractions  ayant 

21 

pour  dénominateur  des  puissances  successives  de  1 2  ;  chercher  quelles  particu- 
larités présentera  la  transformation. 

—  On  donne  un  secteur  AOB,  d'angle  a,  et  sa  coi*de  AB;  mener  une  paral- 
lèle à  OX  de  telle  sorte  qu'elle  soit  partagée  en  deux  parties  égales  par  le  rayon 
OB,  la  corde  AB  et  l'arc. 

—  On  donne  un  demi-cercle  AB;  trouver  sur  le  cercle  un  point  C  tel  que,  si 
l'on  mène  CA  et  CB  et  la  ^perpendiculaire  CP  sur  le  diamètre,  on  ait 

AC  4-  BC  =  n  .  CP. 

—  Dans  une  circonférence  on  prend  deux  rayons  rectangulaires  OA  et  OB 
en  A  se  trouve  une  lumière  d'intensité  2  ;  en  B,  une  lumière  d'intensité  i 
trouver  les  points  également  éclairés:  !•  sur  la  circonférence;  2»  sur  chacun 
des  deux  diamètres  A  et  B. 

—  On  donne  un  cercle  0,  de  rayon  R,  et  le  diamètre  AOB  ;  on  mène  par  A 
un  rayon  lumineux  faisant  avec  AB  un  angle  a  ;  ce  rayon  se  rénéchit  en  C  et 
vient  rencontrer  le  diamètre  AOB  au  point  D;  calculei-  OD  et  discuter  lorsque 

et  varie. 

—  Trouver  le  nombre  de  deux  chiffres  qui  admet  le  plus  grand  nombre  de 

diviseurs. 

—  On  a  un  cercle  et  le  carré  circonscrit;  on  construit  un  cercle  tangent  à 
deux  côtés  et  à  la  circonférence;  calculer  à  un  millième  près  le  rapport  de 
n  surface  de  ce  cercle  à  celle  du  cercle  donné. 

—  Dans  un  triangle  on  connaît  l'angle  A,  et  l'on  sait  que  l'on  a  6'  —  c^ 
=  S;  calculer  les  angles  B  et  C. 

—  Maximum  ou  minimum  de  3  tg  a?  +  2  cotg  x, 

—  Dans  la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres,  peut-il  arriver  que, 
en  nmllipliant  l'un  des  nombres  seulement  par  m,  le  p.  g.  c.  d.  soit  multi- 
plié par  m. 

—  Maximum  ou  minimum  de  3  tg>  a?  +  2  cotg'  x.  »  ,    , 

—  Dans  un  triangle  rectangle  on  connaît  le  périmètre  et  la  surface;  calculer 
le>  angles. 
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•—  On  (ionne  un  cerde,  un  point  A  sur  ce  cercle  et  nn  point  B  eiieri*^ 
dans  le  plan  ;  trouver  le  rayon  d'un  cercle  tangent  en  A  au  cercle  donné  et  \m- 
sant  par  le  point  B.  Discuter. 

—  On  donne  un  angle  AOG  =  x;  sur  l'un  des  côtés,  on  prend  OA  =  a. 
AB  =  2a;  trouver  sur  OC  un  point  M  tel  que  de  ce  point  on  voie  les  deu  -^eî^ 
ments  OA  et  AD  sous  des  angles  égaux.  Discuter. 

—  On  donne  un  angle,  et  un  point  P  dans  son  intérieur;  déterminer  sur^ 
e6té  OB  un  point  M  tel  que,  si  l'on  abaisse  la  perpendiculaire  XI  sur  OA,et  qjc 
Ton  nwiïQ  MP.  on  ait  MP  =  2MI. 

—  On  donne  une  demi-circonférence,  et  le  rayon  0£,  perpendiculaire  .^ 
diamètre  ;  mener  par  le  point  A  une  sécante  coupant  en  E  le  rayon,  et  ea  D  1^ 
circonférence,  de  façon  que  ED  ait  une  longueur  donnée  m. 

—  Résoudre  l'équation 

x^  —  lax  cos  a  -|-  o'  tg*  a  =  o. 

—  On  donne  une  demi-circonférence  ;  trouver  sur  la  courbe  un  point  H  .t. 
({ue  SI  Ton  abaisse  de  ce  point  la  perpendiculaire  MI  sur  le  diamètre  AB.  ^i 
ait  MI  =  AI  —  BI. 

—  Un  cercle  est  tangent  à  deux  droites  rectangulaires  fixes;  trourer  ^t  k 
circonférence  un  point  tel  que  la  somme  des  distances  aux  droites  données  lii 
une  valeur  déterminée. 

—  On  donne  un  angle  a,  un  point  P  sur  un  de  ses  côtés  ;  déterminer  -ur 
Tautre  côté  un  point  M  tel  que,  si  on  abaisse  la  perpendiculaire  MQ  sur  > 
premier  côté,  on  ait  MQ>  +  PQ^  =  K.^ 

—  Etant  donnés  les  nombres  12.  20  et  35,  penrent-lls  faire  partie  d'onemèav 
progression  arithmétique  ou  géométrique  ? 

—  On  a  un  triangle  dont  les  angles  sont  en  progression  arithmétique.  Trouver 
une  relation  entre  les  deux  côtés? 

—  Dans  une  ellipse,  on  demande  de  calculer  le  rayon  vecteur  en  fonction  k 
l'angle  %  qu'il  fait  avec  le  grand  axe.  Si  l'on  mène  deux  rayons  vecteurs  reci  a- 
gulaires  par  un  même  foyer,  déterminer  l'angle  a  que  fait  l'un  d*eux  a\ev*  '^t 
grand  axe  de  fa^on  que  le  triangle  rectangle  intercalé  ait  une  surfaee  mxLxiiu. 

—  Conditions  pour  que  le  polynôme  03^  +  bxy  +  C]/*  +  dx  4-  ^  +  />><:{ 
déoomposable  en  un  produit  de  deux  facteuri  du  premier  degré. 


SOLUTION  DE  QUELQUES  QUESTIONS 

POSÉES  AUX  EXAMENS   DE   SAINT-CYR. 


Nous  donnons,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  les 
questions  les  plus  intéressantes  que  nous  avons  entendu 
poser  aux  examens  oraux  de  Saini-Gyr;  mais,  en  outre, 
nous  croyons  utile  d'indiquer  la  solution  de  quelques-unes 
de  ces  questions,  qui  nous  ont  paru  présenter  un  certain 
degré  de  difficulté.  Nous  espérons  rendre  ainsi  service  à 
ceux  de  nos  lecteurs  qui  se  préparent  à  l'École  militaire* 
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i.  —  On  prend  un  demi-cercle  AB;  on  mène  le  rayon  01) 
perpendiculaire  au  diamètre  AB;  mener  une  sécante  AG  rencon- 
trant en  H  le  rayon  OÎ>de  telle  sorte  que  si  Fan  joint  le  point  G 
au  point  B,  le  quadrilatère  OHGB  soit  circonscriptible. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Nous  prendrons  pour  inconnue  l'angle  GAB  que  fait  la  corde 
AG  avec  le  diamètre  AB  ;  nous  rappellerons  x.  On  a  facile- 
ment OH  =  R  tg  0? 

BG  =  2R  sin  X 

HG  =  AG  —  AH  =  2R  cos  x —. 

cosa? 

Par  suite,  la  condition  donnée  se  traduit  par  l'équation 

tff  ce  +  2  sin  a;  ==  I  4-  2  cos  a  —  — — 
^        '  ^  cos  05 

ou  bien,  en  chassant  le  dénominateur, 
sin  x  -|-  2  sin  x  cos  x  =  cos  a?  -}-  2  cos*  x  —  i . 
Cette  équation  se  met  facilement  sous  la  forme 

sin  X  —  cos  X  =  cos  2X  —  sin  2X. 
Pour  la  résoudre  nous  élèverons  les  deux  membres  au  carré  ; 
nous  aurons,  après  réduction 

sin  2X  =  sin  4X 
ou,  puisque  l'angle  x  est  aigu,  et  même   inférieur  à  45*, 
d'après  l'énoncé,  on  aura 

6x  =  i8o<»,  d'oîi  X  =  3o^ 
On  peut  vérifier  à  posteriori  que,  si  langle  x  vaut  So^  le 
quadrilatère  OHGB  est  circonscriptible.  En  effet,  on  a  d'a- 
bord GB  =  BO  =  R- 

D'autre  part,  d'après  une  propriété  connue  du  triangle  rec- 
tangle dans  lequel  un  angle  vaut  3o^  on  a 

AH=  2OH; 
enfin,  si  on  mène  CK  perpendiculaire  au  diamètre  AB,  on 

HG  OK  I 

ÂH  ="ôr=T- 

Donc,  OH  =  HG;  par  suite  CB  +  OH  =  HG  +  OB;  c'est  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  quadrilatère 
soit  circonscriptible. 

2.  —  Trouver  les  dénominateurs  des  fractions  irréductibles 
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qui  donnent  lieu  à  une  fraction  périodique  mixte  ayant  un 
chiffre  à  la  partie  irrégulière  et  un  chiffre  à  la  période. 

On  sait  que,  si  Ton  cherche  la  fraction  génératrice  d'une 
fraction  périodique  mixte  remplissant  les  conditions  requises 
par  renoncé,  on  trouvera  une  fraction  dont  le  dénominateur 
est  90.  Toute  fraction  irréductible  équivalente  à  la  précédente 
aura  pour  dénominateur  un  diviseur  de  90,  et  devra,  pour 
donner  naissance  à  une  fraction  périodique  mixte,  contenir 
les  facteurs  2  ou  5,  avec  d'autres  facteurs;  donc  pour  trouver 
tous  les  dénominateurs,  on  décomposera  90  en  facteurs 
premiers,  et  on  prendra  les  diviseurs  de  90  qui  contiennent 
au  moins  un  des  facteurs  2  ou  5,  avec  d'autres  facteurs. 

On  trouvera  les  diviseurs  6,  i5,  18,  3o,  45,  et  90  répon- 
dant à  la  question. 

Remarque.  —  Si  l'on  avait  dû  avoir  plus  d'un  chiffre  à  la 
partie  irrégulière,  on  sait  qu'il  aurait  fallu  que  Fun  au  moins 
des  facteurs  2  ou  5  eût  un  exposant  égal  au  nombre  des 
chiffres  de  la  partie  irrégulière. 

3.  —  On  donne  un  secteur  AOB,  d'angle  a,  et  sa  corde  AB; 
mener  une  parallèle  à  OA  de  telle  sorte  qu*elle  soit  partagée  en 
deux  parties  égales  par  le  rayon  OB,  la  corde  et  Varc. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figuré). 

Nous  prendrons  pour  inconnues  l'angle  BON  formé  par  le 
rayon  OB  et  le  rayon  qui  passe  au  point  de  rencontre  de  la 
parallèle  demandée  et  de  l'arc  de  cercle,  et  aussi  la  portion 
du  rayon  BO  comprise  entre  le  point  B  et  la  ligne  GN  de- 
mandée ;  le  triangle  OCN  nous  donne,  puisque  CN  =  2CB, 

R      _       R  — y       ^     2y 

sin  a  sin  (a  —  x)  sin  x  ' 

En  retranchant  terme  à  terme  les  deux  premiers  rapports, 

on  trouve,  en  supprimant  la  solution  y  =  o,  l'équation 

2        I 

sin  X  sin  a  —  sin  (a  +  x)  ' 

X 

Ce  qui  donne,  après  réduction,  la  solution =  o  étant 

2 

une  solution  étrangère, 

2  cos (a j  =  cos 


X 

2 
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Pour  résoudre  cette  équation,  nous  développerons  le  pre- 
mier membre  et  nous  obtiendrons 

œ  I  —  2cos  a 

tg = : . 

2  2  sin  a 

CD 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  tg soit 

2 

positif,  et  par  suite  que  le  cosinus  de  a  soit  inférieur  à  — ; 

2 

donc  il  faut  que  Tangle  a  soit  supérieur  à  6o^  ;  c'est  ce  que 
montrera  facilement  la  solution  géométrique  de  la  question. 
Pour  trouver  graphiquement  la  position  de  la  corde,  il  suffira 
en  effet  de  prolonger  le  rayon  OA  d'une  longueur  AK  égale 
au  rayon,  et  de  joindre  le  point  B  au  point  E;  la  ligne  BK 
rencontre  l'arc  de  cercle  au  point  N,  qui  appartient  à  la 
parallèle  demandée.  Or,  puisque  le  triangle  BON  est  isoscèle, 
il  faut  que  les  angles  égaux  soient  aigus;  donc  l'angle  OBE 
doit  être  aigu.  On  sait  que,  lorsqu'un  angle  est  aigu,  dans 
un  triangle,  la  distance  de  son  sommet  au  milieu  du  côté 
opposé  est  plus  grande  que  la  moitié  de  ce  côté  ;  donc  BA 
doit  être  supérieur  au  rayon,  ce  qui  exige  que  l'angle  a  soit 
supérieur  à  6o®. 

4.  —  Dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres  peut-il  amver  que,  si  Von  multiplie  seulement  Vun 
des  nombres  par  m,  le  plus  grand  commun  diviseur  soit  multi- 
plié par  m? 

On  sait  que,  si  l'on  appelle  A  et  B  deux  nombres  entiers, 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  nombre 
entier  D  soit  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B, 
est  qu'il  existe  deux  nombres  entiers  Q  et  Q',  premiers  entre 
eux,  satisfaisant  aux  deux  égalités 

A  =  DQ 
B  =  DQ'. 
Cela  posé,  multiplions  l'un  des  nombres  donnés,  A  par 
exemple,  par  m;  on  aura 

mA  =  DmQ. 
Pour  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  B  et  mA 
puisse  être  Dm,  il  faut  que,  dans  la  valeur  de  B,  on  puisse 
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mettre  en  évidence  le  facteur  Dm;  donc  il  faut  que  m  soit  un 
diviseur  de  Q'.  Il  est  du  reste  évident  que  si  l'on  multiplie  A 
par  un  des  diviseurs,  m,  de  Q',  on  multipliera  le  plus  grand 
commun  diviseur  par  m;  car  si  l'on  a 

Q'  =  fnQ% 
on  aura  B  ==  mDQ" 

et  les  facteurs  Q  et  Q"  seront  premiers  entre  eux,  sans  quoi 
Q  et  Q'  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux  ;  donc  «lA  et  B 
auront  bien  pour  plus  grand  commun  diviseur  wi^D.  — La  con- 
dition indiquée  pour  m  est  donc  nécessaire  et  suffisante. 

ff .  —  Dans  un  triangle  rectangle  on  connaît  le  périmètre  et  la 
surface;  calculer  les  angles. 

Nous  prendrons  comme  inconnue  auxiliaire  le  rayon  du 
cercle  inscrit  au  triangle;  soient  A  l'angle  droit,  B  et  C  les 
deux  autres  angles;  on  a,  Xy  y  et  x  étant  les  deux  côtés  de 
l'angle  droit  et  l'hypoténuse  : 

=  r  (i  +  cotg  -^y 
y=r(^i  +cotg-^j, 

z=  r  ^cotg -—  +  cotg  — j; 

d'oîi  Ton  tire,  en  ajoutant  membre  à  membre,  et   appelant 
2p  le  périmètre      p  =  r  (i  -\-  cotg 1-  cotg )  ; 

\  2  ^    / 

d'autre  part  en  appelant  m*  la  surface  du  triangle 

pr  =fn*; 
d'oh  en  multipliant  membre  à  membre,  et  simplifiant 


X 


(B  P  N 

I  -f  cotg  — f-  cotg  — y 


Mais,  on  a,  puisque  A  =  90%  i  =  colg ;  par  suite,  en 

tenant  compte  de  la  formule  connue 

*^t       *B',       ^G  ,A,B^C 

cotg  —  +  cotg  —  -f  cotg  —  =  cotg  —  cotg  —  cotg  — ,. 

B              G  p» 

on  en  tire       cotg cotg =  -^^ 

2  2  Wr 
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d'oh  l'on  tire  très  facilemenl  en  remplaçant  les  coiangenies 
par  leurs  valeurs,  et  appliquant  les  formules  données  par  la 
théorie  des  proportions, 

B  — C 

2  P*  +  ***' 


B  +  G  »«  —  m" 

cos  ■ '^ 

2 

B  _i    p 
Or,  l'angle  — ^ — est  égal  à  45**;  donc  on  aura  facilement 

B  —  C 

->,  et  par  suite  les  angles  B  et  G  sont  connus. 


2 

B—  C 

Remarque.  —  Il  est  bien  évident  que  la  différence 


2 

est  moindre  que  45°;  donc  le  numérateur  du  premier  membre 

est  supérieur  à  son  dénominateur;  de  plus  le  rapport  devant 
être  positif,  il  faut  que  m*  soit  inférieur  à  p',  ce  qui  se  voit 
du  reste  immédiatement,  puisque  r  est  inférieur  à  p,  d'après 
la  relation  connue       2p  =  2^5  -f-  2r. 

6.  —  On  donne  un  cercle  C,  un  point  A  sur  ce  cercle  et  un 
point  B  dans  le  plan  du  cercle;  trouver  le  rayon  d'un  cercle 
tangent  en  A  au  cercle  donné  et  passant  par  le  point  B. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Nous  supposerons  d'abord  que  le  point  B  est  extérieur  au 
cercle  donné,  et  que  le  cercle  cherché  est  tangent  extérieu- 
rement au  cercle  donné  ;  alors  la  distance  des  centres  est 
égale  à  R  -f-  0?,  en  appelant  x  le  rayon  du  cercle  cherché  ;  si 
d  est  la  distance  du  centre  G  du  cercle  donné  au  point  B, 
a  l'angle  AGB,  on  a  la  relation 

x*  =  (R  +  xY  +  d«  —  2d(R  +  x)  cos  a. 
En  simplifiant  on  trouve 

R«  +  d*  —  2dR  cos  a 

2(d  cos  a  —  R) 
Cherchons  une  interprétation  géométrique  de  cette  valeur 

de  X» 

Si  l'on  joint  le  point  A  au  point  B,  on  a  facilement,  par 

le  triangle  AGB, 

AB*  =  R«  +  d«  —  2dR  cos  x; 
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d*aaire  part,  si  nous  cherchons  à  projeter  la  longueur  CB 
sur  GA,  nous  aurons,  en  appelant  GH  cette  projection, 

GH  =  d  cos  Qt 
et  par  suite  AH  =  d  cos  a  —  R. 

On  retrouve  ainsi  la  propriété  connue  d'un  cercle,  savoir 
qu'une  corde  (la  corde  AB)  est  moyenne  proportionnelle 
entre  le  diamètre  {2x)  et  la  projection  (AH)  de  la  corde  sur 
un  diamètre  passant  par  son  extrémité. 

Ciela  posé,  considérons  les  différents  cas  que  peut  présenter 
la  figure.  Si  la  quantité  d  cos  a  —  R  est  positive,  ao  est  posi- 
tif; en  effet,  dans  ce  cas  le  point  H  est  extérieur  à  la  cir- 
conférence G;  l'angle  BAG  est  obtus,  car  on  aura  cet  angle 

par  la  formule     cos  BAG  =  — 5 rr^ — ; 

K  X  AJc5 

dans  ce  cas  les  deux  circonférences  sont  tangentes  extériea- 
rement. 

Si  le  dénominateur  est  nul,  le  point  B  se  projette  au 
point  A;  d'où  il  résulte  que  la  droite  AB  est  perpendiculaire 
au  rayon  GA  et  par  suite  tangente  au  cercle  C.  Donc  la 
circonférence  cherchée  aura  deux  points,  les  points  A  et  6. 
communs  avec  une  de  ses  tangentes,  la  tangente  en  A,  et 
par  suite  elle  se  réduira  à  la  tangente  AB  ;  en  d'autr  es  termes 
elle  deviendra  un  cercle  de  rayon  infini. 

Si  le  dénominateur  est  négatif,  x  sera  négatif,  c'est-à- 
dire  compté  dans  la  direction  AG.  Nous  allons  subdiviser 
ce  cas  en  deux  : 

1®  Le  point  B  est  extérieur  à  la  circonférence  G.  Dans  ce 
<5as,  on  a  rf  >  R. 

On  en  déduit  facilement  que  l'on  a 

AB«  >  2R(R  —  d  cos  a). 
Donc,  en  valeur  absolue,  x  est  plus  grand  que  R.  En  eifel, 
dans  ce  cas,  le  cercle  cherché  devant  passer  par  un  poini 
extérieur  au  cercle  G,  l'enveloppe,  et  par  suite  a  un  rayon 
plus  grand  que  celui  du  cercle  G. 

2^  Au  contraire,  lorsque  le  point  B  est  intérieur  au  cercle 
•G,  on  a  d  <  B> 

on  en  déduit  AB*  <  2R(R  —  d  cos  a)  ; 

^  est  encore  négatif,  mais  plus  petit  que   R  en    valeiir 
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absolue,  et,  en  effet,  le  cercle  cherché  devra  être  intérieur 
au  cercle  B. 

Dans  le  cas  très  particulier  oU  B  serait  sur  la  circonfé- 
rence G,  on  trouverait  facilement  x  =  R;  et  en  effet,  dans 
ce  cas,  le  cercle  cherché  se  confondrait  avec  le  cercle  donnée 
car  ils  auraient  un  point  commun  et  seraient,  en  outre^ 
tangents  à  la  même  droite  au  même  point  de  celte  droite. 

7.  —  On  a  un  triangle  dont  les  angles  sont  en  progression 
arithmétique.  Trouver  une  relation  simple  entre  les  côtés. 

Soient  A,  B,  G  les  angles  du  triangle  rangés  par  ordre  de 
grandeur;  il  résulte  de  la  condition  indiquée  que  Tangle  F 

est  égal  à  60°  et  que  par  suite  son  cosinus  est  égal  à  -^-; 

donc  on  a,  en  portant  cette  hypothèse  dans  la  valeur  de  6', 

6'  =  a*  -f-  c'  —  ac. 
Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie  entre  les 
trois  côtés,  les  angles  sont  en  progression  arithmétique,  car 
on  en  tire  facilement  B  =  60  ;  et  par  suite  A  -{-  G  =  120 
=  2B;  donc  l'angle  B  est  la  demi-somme  des  deux  autres;: 
par  suite  les  angles  A,  B,  G  sont  bien  en  progression  arith- 
métique. 

8.  —  On  donne  une  ellipse  et  on  demande  de  calculer  Vun  des 
rayons  vecteurs  en  fonction  de  Vangle  qu*il  fait  avec  le  grand 
axe.  On  considère  ensuite  un  angle  droit  gtu  tourne  autour  de 
run  des  foyers;  déterminer  Vangle  a  qu>e  Vun  de  ses  côtés  fait 
avec  le  grand  axe,  de  façon  que^  si  Von  mène  la  corde  qui  joint 
les  points  oii  les  côtés  rencontrent  Vellipse^  le  triangle  ainsi  formé 
soit  maximum, 

Gonsidérons  le  triangle  FMF',  formé  par  la  distance  focale 
2C  et  les  deux  rayons  vecteurs  r  et  r  ;  on  a  d'abord 

r  -{-  r  =^  2a 

et  r*  =  r'  -}■  4^*  —  4^''  ^^s  a. 

En  éliminant  r',  et  réduisant,  on  trouve 

6« 


a  —  c  cos  a 


Si  l'on  change  a  en —  -f"  ^t,  on   sait  que  le  cosinus  se 
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change  en  sinus,  et  change  de  signe  ;  donc  on  aura  poor 

le  second  rayon       r.  = ; . 

•'  a  -\-  c  cos  a 

Donc,  pour  résoudre  la  seconde  partie  de  la  question,  on 

doit  chercher   le   maximum  du   produit  de  rr^^y  ou,  ce  qui 

revient  au  même,  le  minimum  du  produit 

(a  —  c  cos  a)(a  +  ^  sin  a). 

Cette  expression  devient,  lorsqu'on  la  développe, 

a*  4"  ûc(sin  a  —  cos  a)  —  c*  sin  a  cos  a. 

Gomme  il  y  a  une  partie  constante,  il  suffit  de  s'occuper  du 

minimum  de  la  partie  variable,  on  a  donc    à  chercher  le 

minimum  de 

a(sin  a  —  cos  a)  —  c  sin  a  cos  a. 

Posons     o(sin  a  —  cos  a)  —  c  sin  a  cos  a  =  m. 

Faisons  passer  le  dernier  terme  dans  le  second  membre,  et 

élevons  au  carré  ;  il  vient,  après  réduction. 


a*  —  2a*  sin  a  cos  a  =  m*  +  ^*  sin*  a  cos 


s 


1 


-f-  2mc  sin  a  cos  a 
ou,  en  ordonnant,  après  avoir  multiplié  par  4,  pour  afui: 
sin  2x  : 

c*  sin*  2a  +  4(inc  -\-  a*)  sin  2a  +  4(1»*  —  a*)  =  c 

Il  faut,  pour  que  les  valeurs  ainsi  trouvées  pour  sin  21 
conviennent,  qu'elles  soient  d'abord  réelles,  puis  comprises 
entre  -j-  i  et  —  i .  On  trouvera  facilement  que  ces  valeur? 
sont  toujours  réelles  ;  on  peut  reconnaître  aussi  que  la  plus 
grande  racine,  celle  qui  a  le  signe  +  devant  le  radical,  est 
toujours  inférieure  à  i,  car  la  condition  à  remplir  dans  ce 
cas  est  (c*  +  ^w)*  >  o, 

condition  toujours  satisfaite. 

Pour  que  l'autre  racine  soit  supérieure  à  i,  on  trouve. 
après  réduction,  la  condition 

c*  —  2m  <  2a  y  2 

ou  2m  >  c'  —  2a  V2. 

On  trouve  donc  pour  minimum  de  m,  la  valeur  c*  —  2aV2. 
Dans  ce  cas,  on  a  sin  2(x  =  —  i  ;  en  supposant  que  l'on  ne 
prenne  pour  a  que  des  angles  aigus,  positifs  ou  négatifs,  on 
trouve  a  =  —  45®  ; 
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c'est-à-dire  que  les  deux  rayons  sont  symétriques  par  rap- 
port au  grand  axe. 

9.  —  Trouver  la  condition  pour  que  Von  puisse  décomposer  en 
deux  facteurs  du  premier  degré  à  deux  variables  le  polynôme 
complet  ax^  -f-  bxy  -\-  cy^  -\-  dx  ^  ey  -\-  f. 

Nous  prendrons  deux  facteurs  du  premier  degré  de  la 
forme  a;  -|-  wy  +  p 

^  +  ^y  -f  9» 
et  nous  allons  chercher  à  déterminer  m,  n,  p  et  g  de  façon  qu 

l'on  ait  identiquement 

ax*  +  hxy  -{-  cy^  '\-  dx  -{-  ey  -{-  f 

=  a(x  +  my  -^^  p){x  +  ny  +  g). 
Il  suffira  pour  cela  que  les  coefficients  des  mômes  puis- 
sances des  variables  soient  égaux,  ce  qui  donnera  entre  m,  n, 
/),  q  et  les  coefficients  du  polynôme  donné  les  relations  sui- 
vantes a[m  -(-  n)  =  6 

amn  =  c 

«(P  +  î)  =  <^ 
apq  =  f 

a{mq  -}-  np)  =  e. 

En  éliminant  m,  n,  j>,  q  entre  ces  cinq  équations,  on  aura 
la  relation  cherchée. 

Or,  les  deux  premières  nous  permettent  de  déterminer  m 
•et  n  ;  ce  sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

aZ»  —  6Z  +  c  =  G  ; 
de  même  p  et  g  sont  racines  de  l'équation 

aT«  — dT-f  f=o. 
On  sait  que  l'on  peut  prendre,  pour  représenter  l'une  des 
variables,  Tune  quelconque  des  racines  de  l'équation  cor- 
respondante. Si  donc  nous  désignons,  pour  abréger,  par  R 
le  radical  correspondant  à  la  première,  par  S  le  radical 
•correspondant  à  la  seconde,  nous  aurons  les  deux  systèmes: 

m=- ! ,         p= ! 

2a  2a 

_6_R  _d—  S 

n=: ,         g  = 


2a  2a 
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—  6  +  R 
20 

d         S 

—  6  —  R 
20 

d  -h  S 

OU  bien  m  = 


car  il  est  bien  évident  que  les  deux  autres  systèmes  retom- 
beraient dans  les  précédents. 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  dernière  équalioDy  nous 
trouvons  après  réduction  par  le  premier  système 

ftd  — RS 

=  e 

2a 

et  par  le  second.  ^ =  e. 

^  2a 

Gomme  il  faut  élever  au  carré,  nous  trouverons  dans  tons 
les  cas  R«S«  =  (bd  —  20^)*. 

Remplaçons  R'  par  sa  valeur  6*  —  400,  S*  par  sa  valeur 
d*  —  40/;  elTecluons,  nous  trouverons  facilement  après  sim- 
plification, pour  la  condition  cherchée, 

ae*  +  <?d*  —  6(fe  -f-  /*(6*  —  400)  =  o. 

A.  M. 


QUESTION  189 

SolatloB  par  M.  Boulogne.  élèv«  du  Lycée  de  Saint-Quentin. 


Montrer  que  si,  par  un  même  point  de  l'arête  d^un  dièdre^  on 
mène  dans  chaque  face  une  droite  formant  un  même  angle  a  arec 
Taréte,  Vangle  de  ces  deux  droites  ne  varie  pas  proportionnelle- 
ment à  l'angle  dièdre,  à  moins  que  Vangle  a  ne  soit  droit. 

Si  a  est  droit,  l'angle  des  deux  droites  est  le  rectiligne  du 
dièdre,  et  on  sait  que  le  dièdre  est  mesuré  par  son  recti- 
ligne,  c'est-à-dire  qu'ils  varient  proportionnellement.  Dans 
la  démonstration  suivante  nous  considérerons  le  rectiligne 
du  dièdre  au  lieu  du  dièdre  lui-môme. 

Soit  le  dièdre  SO.  Goupons-le  par  un  plan  perpendiculaire 
à  l'arèle.  L'angle  GOE  =  (o  sera  le  rectiligne  du  dièdre. 

Par  un  point  A  de  l'arête,  menons  des  droites  AC,  AB 
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.  faisant  chacune  avec  rareté  un  angle  a,  et  soit  cp  Tangle 
'  GAE  de  ces  deux  droites.  Soit  de  plus  {  la  longueur  cons- 
.  tante  GA. 

Le  triangle  rectangle  CAO  donne 
GO  =  l  sin  a  et  le  triangle  GOD  donne 

anssi  GD  =  GO  sin      ;  donc 

2 


CD  =  /  sin  a  sin 


(i> 


Si  Ton  joint  A  à  D,  le  triangle  AGD 
donne  GD  =  l  sin  — . 

2 

Égalant  les  deux  valeurs  de  GD,  on 
a  après  simplification 


sin  a  sin  —  =  sm  -^ 

2  2 


d'où 


sin 


1. 

2 


=  sin  a  =  constante. 


(0 


sin 


Or  les  angles  ne  variant  pas  proportionnellement  à  leurs 
sinus,  il  en  résulte  que  -^  ne  varie  pas  proportionnellement 


(i> 


à  — ,  ou  <p  proportionnellement  à  cd;  et- comme  (»  mesure  le 
dièdre,  <p  ne  varie  pas  proporliounellement  au  dièdre. 


QUESTION  194 

Solution  par  M.  La  Gbesnais,  élève  du  Lycée  de  Versailles. 


On  donne  une  circonférence  0  et  un  diamètre  AB.  Trouver  le 
lieu  des  points  M  tels  que  le  caiTé  construit  sur  la  tangente  MT 
soit  équivalent  à  quatre  fois  le  triangle  MOP,  P  étant  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  AB. 
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Soit  R  le  rayon  du  cercle,  on  doit  avoir 

MT»  =  2MP  .  OP. 
Or  MO*  =  ÔP*  +  MP* 

donc  MT*  =  ÔP^  +  MP*  —  R*  =  2MP  .  0? 

Par  suite  (MP  —  OP)*  =  R*. 

Le  lieu  est  le  mèmcijue  celui  des  points  tels  que  la  di:V 
rcnce  de  leur  distance  à  des  droites  soit  constante. 

Or  on  sait  que  pour  un  point  pris  sur  le  prolongement  èi  '.: 
base  d'un  triangle  isoscèle,  la  différence  des  distances  aux  (/<  ■ 
autres  côtés  eU  constante  et  égale  à  Vune  des  hauteurs  égaUi  à 
tnangle. 

Donc  le  lieu  géométrique  cherché  est  le  prolongemen* 
des  côtés  du  carré  inscrit. 

Nota  :  Ont  résolu  la  même  question  :  HM.  Bernard,  Pninget.  deChâteaorivji. 
Latappy.  à  Saint-Paul-lès-Dax  ;  Yazou,  collège  KoUin  à  Paris. 


QUESTION  228 

violation  par  M.  Montérou  du  Lycée  de  Pau. 


Lieu  du  centre  d'un  triangle  équilaléral  dont  les  côtés  pa^sit  1 
par  trots  points  donnés. 

Soit  ABC  un  des  triangles  équilatéraux  dont  les  côles 

passent  par  trois  points  dtu- 
nés  P,  Q,  R.  Les  sommets  A. 
B,  G  de  ce  triangle  se  trouTea*. 
évidemment  sur  les  segments 
capables  de  6o®  décrits  su: 
les  droites  PR,  PQ,  QR. 

Les  bissectrices  des  angles 
A  et  B  se  coupent  en  O.  centre 
du  triangle  équilatéral  ABC. 
et  passent  par  les  points  M. 
N,  milieux  des  arcs  opposés. 
Ces  deux  points  M  et  N  sont 
donc  fixes.  Joignons  M  S. 
L'angle  MON  est  égal  à  Tangle  AOB,  qui  lui-m6me  est  égal 


—  4S9  — 

à  120®.  Le  lieu  est  donc  le  segment  du  cercle  décrit  sur  MN 
et  capable  de  120®.  Si  Ton  considérait  les  deux  autres  groupes 
de  bissectrices,  on  prouverait  de  môme  que  ce  lieu  n'est 
autre  chose  que  les  segments  de  cercle  passant  par  M  et  L, 
L  et  N,  capables  de  120^ 

Le  lieu  cherché  est  donc  le  cercle  passant  par  les  milieux 
des  arcs  capables  de  1 20°  décrits  sur  PR,  PR,  QR. 

Remarque.  —  Le  problème  précédent  n'est  qu'un  cas  par- 
iiculier  du  problème  suivant. 

On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  0  dans  son  plan.  Le 
Inangle  se  meut  en  restant  constamment  semblable  à  lui-même  et 
de  telle  sorte  que  chacun  de  ses  côtés  passe  par  un  point  fixe.  A 
chaque  position  du  triangle  correspond  un  point  homologue  à 
O.  Lieu  de  ce  point. 

Les  sommets  A  et  B  ont  pour  lieu  les  segments  capables 
de  A  et  B  décrits  sur  PR  et  PQ.  Il  résulte  en  outre  de  la 
construction  du  point  0  que  les  triangles  AOB  et  CAO  restent 
constamment  semblables  à  eux-mêmes  ;  les  angles  BAO  et 
OBC  sont  par  suite  constants.  Les  points  M  el  N  sont  donc 
fixes  et  l'angle  MON  étant  constant,  le  lieu  est  le  segment 
capable  de  MON  décrit  sur  MN. 

Nota.  —  M.  Berrut,  élève  de  mathématiques  élémentaires 
au  lycée  de  Marseille,  a  résolu  la  même  question.  En  outre, 
il  fait  remarquer  : 

1®  Que  les  arcs  NOM,  NDL,  LIN  étant,  chacun,  capables  de 
i20^  le  triangle  MLN  est  équilatéral.  D'oU  le  théorème: 

Jjes  milieux  des  segments  de  cercle  capables  de  1 20**  décrits  sur 
les  côtés  iun  triangle  sont  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral. 

2®  Le  cercle  lieu  du  point  0  passe  par  le  point  I  commun 
aux  trois  segments  de  cercle. 

En  effet,  joignons  IM,  IL,  IR. 

L'angle  RIM  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  RAM,  c'est- 
à-dire  i5o'*.  L'angle  RIL  vaut  aussi  i5o®;  leur  somme  égale 
3oo®.  Donc  MIL  =  60®.  Donc  le  point  I  communaux  trois  seg- 
ments de  cercle  bien  sur  la  circonférence  est  lieu  du  point  0« 

Nota.  —  M.  Comandré,  du  lycée  Saint-Louis,  a  résolu  la  même  question. 


I 
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NOTE   SUR   UNE   APPLICATION 

DU  CALCUL   DES   DÉTERMINANTS 

A   CERTAINES   QUESTIONS   DE    BIAXIMA  ET   DE    HINIXA 

Par  M.  E.  J.  Bo^oel. 


1®  Soit  une  foncliou  ¥{x)  d'une  seule  variable  indépen- 
dante, et  telle  qu'on  puisse  la  mettre  sous  la  forme  de  la 
somme  de  deux  carrés  de  deux  fonctions  linéaires  de  la 
Tariable  x,  comme  il  suit: 

F(x)  =  {ax  +  6)«  +  [ax  +  6')» 
en  supposant  les  deux  fonctions  linéaires  aa?  -f-  6  el  aœ  +  ^ 

distinctes,  c'est-à-dire  ab'  —  ba  ^  o. 

Proposons-nous   de  trouver  le  minimum  d'une    pareille 

I» 
, ,      formé 
a      b 

avec  les  coefficients  des  deux  fonctions  linéaires  qui  entrent 
dans  la  composition  de  F(a;);  déterminant  que  nous  sup- 
posons différent  de  zéro 

a  et  a  étant  des  constantes,  le  minimum  de  F(x)  a  évi- 
demment lieu  pour  la  même  valeur  de  x  que  le  minimum  de 
(a"  -J-  a'*)¥(x).  Mais  on  a  identiquement,  en  représentant 
par  A  et  A'  les  deux  fonctions  linéaires  ax  -f-  6  et  ax  -f-  6'  : 
(a*  -I-  a'*)(A«  -h  A'«)  —  (A  a  —  Aa')*  =  a«A«  -|-  a  *A'»  -}-  2aa'A A 

=  (aA  -f-  aA')\ 

Donc    (a«  4-  a'«)  F(a?)  =  (Aa  —  Aa')»  +  (aA  +  a'Ay. 

Mais  Aa  —  Aa  est  précisément  le  déterminant  A  ;  car  on 
a  :  a(a'£D  +  6)  —  à{ax  +  b)  =  aV  —  ba\ 

Donc  (a«  +  a*)F{x)  =  A«  -|-  (aA  +  a'A')«. 

L'expression  dont  il  s'agit  de   trouver  le   minimum  est 

donc  égale  à  la  somme  de  deux  carrés  dont  le  premier  est 

une  constante  ;   son   minimum   aura   donc  lieu  quand  le 

second  carré  sera  nul,  c'est-à-dire  pour  la  valeur  de  x  satis- 

A              A' 
faisant  à  l'équation  Aa  -}-  A  a'  =  o,  ou  — r  = >    q^i» 
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développée,  devient  ; 

{ax  +  b)a  -\-  {ax  +  V)a  =  o 
et  qui  conduit  à  la  solution 

a6  -}-  b'a 

a*  -{-  a* 
Pour  cette  valeur  de  x,  l'expression  se  réduit  à  A»  qui  est 
sa  valeur  minimum,  et  par  conséquent  le  minimum  de  F(x)  est 

— - — ; — r--  =  -^^ — r— i — TT^—f  qui  a  licu  quand  on  donne  à  x 
a*  +  ^  a*  4"^ 

la  valeur  —  ■    .    . — :--.    Ce   sont    d'ailleurs    les    résultats 

a*  -{-  a* 

qu'on  obtient  par  les  procédés  élémentaires  connus. 

Pour  bien  faire  sentir  l'avantage  de  la  formule  précédente, 
oli  le  minimum  de  F(«x)  est  exprimé  en  fonction  de  A,  prenons 
une  application  très  simple,  par  exemple  la  distance  d'un 
point  (x*^  j/'),  à  une  droite  kx  -\-  By  -{-  G  =  o  (coordonnées 
rectangulaires). 

La  distance  chercbée  est  le  minimum  de  l'expression 

8«  =  {y'  -  yy  +  {X  -  xy 
oh  x,  y  désignent  les  coordonnées  d'un  point  de  la  droite 
considérée,   c'est-à-dire   des   quantités   telles  que  l'on   ait 
identiquement  Ax  -f-  By'  -j-  G  =  o.    Remplaçons   y    par 

^-,  dans  8*  ;  il  vient  : 


B  B 


C'est  là  une  fonction  F(a?')  de  la  variable  x\  présentant 
précisément  la  forme  étudiée  plus  haut,  et  l'on  a  : 

^  ^      ■      ■  Ao^      .      G 


A  =: 


B  B    +Î'' 


=  -(-B-  +  -B-+4 


I  —  X 

Le  minimum  de  F{x')  est  donc  immédiatement,  en  vertu 
de  la  formule  établie, 

A»     ,  ~"  A»-f  B»         • 
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On  reconnaît  bien  la  formule  usitée  en  géométrie  analy- 
iique,  quand  la  droite  est  sous  la  forme  Ax  -j-  By  4"  ^  =  o- 

2^  Soit  maintenant  une  fonction  ¥{x,  y)  de  deux  yariables 
indépendantes  et  telle  qu'on  puisse  la  mettre  sous  la  forme 
de  la  somme  de  trois  carrés  de  trois  fonctions  linéaires  des 
deux  variables  x  et  y,  comme  il  suit  : 
F(x,  y)  =  {ax  +by  +  c)»  +  {ax  +  b'y  +  c  )•+ (a'cc+ô'i/ + c)\ 

Considérons  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients  des 
trois   fonctions  linéaires   qui  entrent  dans  la  composition 

abc 
de  ¥{Xj  y)  :  A  =     a    5'   c 

abc 
et  supposons  ce  déterminant  différent  de  zéro. 

Ordonnons-le  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
colonne  ;  il  prendra  la  forme  A  =  Ce  -|-  ^^  +  GV.  C,  C, 
C  étant  des  constantes,  le  minimum  de  F(x,  y)  a  évidem- 
ment lieu  pour  les  mêmes  valeurs  de  x  et  de  y  que  le  mini- 
mum de  l'expression  (G*  -|-  G*  +  G'*)F(a-,  y). 

Désignons  par  A,  A',  A'  les  trois  fonctions  linéaires 
ax  +  fty  +  (?,      dx-\-  b'y  +  c,      ax  -f-  Vy  -f-  C  ; 
on  a  identiquement  : 

(Ci  +  G'»  +  G"»)(A»  +  A'«  +  A'*)  —  (AC  +  A'C'  +  A'C^ 
=  (C'A'  —  G'A')*  +  (G^A  —  Gk'Y  +  (GA'  —  C'A)«. 

Observons  que  AG  -f-  A'G'  4"  ^'^^  ^st  précisément  le 
déterminant  A  ;  car  si,  dans  ce  déterminant,  on  multiplie  les 
éléments  de  la  première  colonne  par  x,  ceux  de  la  seconde 
par  y,  et  qu'on  ajoute  ces  éléments  ainsi  multipliés  aux 
éléments  correspondants  de  la  troisième  colonne,  le  déter- 
minant nouveau  est  égal  au  premier,  et  Ton  a  : 
a     b     ax  -^^  by  -{•  c  a     b     A 

A  =     a'    6'    ax  -f  b'y  +  c        =     a     V    A' 
a'    V   a'x  -}-  Vy  +  c'  a"    V   A' 

Or,  en  ordonnant  ce  déterminant  par  rapport  aux  éléments 
de  la  dernière  colonne,  on  a  précisément 

A  =  AG  +  A'G'  -f-  A'G^ 
puisqu'il  ne  difière  du  proposé  que  par  le  changement  en 
A,  A',  A",  des  éléments  c,  c ,  c"  de  la  colonne  par  rapport  à 
laquelle  on  avait  primitivement  ordonné. 
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On  a  donc  enfin  : 

(C«  +  C*  +  C'«)F(a?,  î/)  =  A*  +  (C'A-  —  C"A')« 

+  (C'A  -  Gky  +  (GA"  —  C'A)«. 

Cette  expression  est  la  somme  de  quatre  carrés  dont  l'un 
est  une  constante;  son  minimum  aura  donc  lieu  quand  les 
trois  derniers  carrés  seront  nuls  (si  cela  est  possible),  c'est- 
à-dire  pour  les  valeurs  de  jr  et  de  y  satisfaisant  aux  équations 
C'A^  _C"A'  =  o,    C'A  —  GA"  =  o,    CA'  —  C'A  =  o. 

Ces  trois  équations  n'en   forment   réellement   que    deux 

distinctes  ;  car  elles  ne  sont  autre  chose  que  l'égalité  des  rap- 

A  A'  A" 

px)rts  suivants  :       — rj-  ==  -^  =  -^  ; 

on  pourra  donc  généralement  trouver  des  valeurs  de  x  et  de 
y  annulant  les  trois  derniers  carrés  et  pour  ces  valeurs  l'ex- 
pression (G*  +  G'*  +  G''^)F(aî,  y)  atteint  son  minimum  dont 
la  valeur  est  A*.  Le  minimum  de  F(a?,  y)  est  donc 

A' 

C«  +  C*  +  G"«  * 
Appliquons  ce  résultat  à  une  question  simple,  la  recherche 
de  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  de  l'espace. 

Soient  i^  "^Zto 

(y  =  oz  -+  q 

(o?  =  as  -f-  p 
«t  \y  =  6'a  +  q 

les  équations  des  deux  droites  dont  il  s'agit  (axes  rectan* 
gulaires). 

En  appelant(x'  y'  z)  et  (x'  y"  z")  les  coordonnées  de  deux 
points  respectivement  situés  sur  ces  droites,  le  carré  de 
la  plus  courte  distance  cherchée  est  le  minimum  de  l'ex- 
pression 

5*  =  {X  -  xy  +  {y  -  y')'  +  (»'  -  *')• 

ou  8«  =  {az--aV+p—py+{bz—b'z'+q—qy  +  (z—zy 
C'est  là  une  fonction  F  (a',  z*')  des  deux  variables  indé- 
pendantes z  et  jï",  présentant  précisément  la  forme  étudiée 
plus  haut,  et  l'on  a  : 

a  —  a    p  —  p' 
A  =     6  —  6'    q  —  q 
I  I  —  I         o 


—  450  — 

mettre  en  évidence  le  facteur  Dm;  donc  il  faut  que  m  soit  an 
diviseur  de  Q'.  Il  est  du  reste  évident  que  si  Ton  multiplie  A 
par  un  des  diviseurs,  m,  de  Q',  on  multipliera  le  plus  grand 
commun  diviseur  par  m;  car  si  Ton  a 

Q'  =  fnQ\ 
on  aura  B  =  mDQ' 

et  les  facteurs  Q  et  Q"  seront  premiers  entre  eux,  sans  quoi 
Q  et  Q'  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux  ;  donc  mA  et  B 
auront  bien  pour  plus  grand  commun  diviseur  mD. — La  con- 
dition indiquée  pour  m  est  donc  nécessaire  et  suffisante. 

ff .  —  Dans  un  triangle  rectangle  on  connaît  le  périméire  et  io 
surface;  calculer  les  angles. 

Nous  prendrons  comme  inconnue  auxiliaire  le  rayon  do 
cercle  inscrit  au  triangle;  soient  A  l'angle  droit,  B  et  C  les 
deux  autres  angles;  on  a,  x,  y  ei  %  étant  les  deux  côtés  de 
Tangle  droit  et  l'hypoténuse  : 

x=r(^i  +cotg-^). 


y  =  r(^i+  cotg  -^j, 


=  r  fcotg  -^  +  cotg  -^j; 


d'oîi  Ton  tire,  en  ajoutant  membre  à  membre,  et  appelant 

/                    B                     C  \ 
2j)  le  périmètre       p  =  r  (  i  +  cotg 1-  cotg ); 

\  2  2    / 

d'autre  part  en  appelant  m*  la  surface  du  triangle 

pr  =  m*  ; 
d'oh  en  multipliant  membre  à  membre,  et  simplifiant 


(B  P  \ 

I  -|-  cotg  — [•  cotg  — y 


Mais,  on  a,  puisque  A  =  90%  i  =  colg ;  par  suite,  eu 

tenant  compte  de  la  formule  connue 

cotg H  cotg 1-  cotg  —  =  cotg — cotg  —  cotg— r 

Je  Je  JL  ^  2  "^ 

on  en  tire       cotg cotg =  -i---, 

^7,  2  m* 
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d'oh  l'on  tire  très  facilement  en  remplaçant  les  cotangenies 
par  leurs  valeurs,  et  appliquant  les  formules  données  par  la 
théorie  des  proportions, 

B— C 

2  p*  -f-  m* 

B  +  G      ~    p«  —  w«  ' 

cos   ■ '^ 

2 

B  -I-  P 
Or,  l'angle  — ^ — est  égal  à  45*»;  donc  on  aura  facilement 

B  -^  G 

-,  et  par  suite  les  angles  B  et  G  sont  connus. 


2 

•p         r\ 

Remarque.  —  Il  est  bien  évident  que  la  différence 

est  moindre  que  45®;  donc  le  numérateur  du  premier  membre 
est  supérieur  à  son  dénominateur;  de  plus  le  rapport  devant 
être  positif,  il  faut  que  m*  soit  inférieur  à  p",  ce  qui  se  voit 
du  reste  immédiatement,  puisque  r  est  inférieur  à  p,  d'après 
la  relation  connue       2p  =  2s  -4-  2^- 

6.  —  On  donne  un  cercle  C,  un  point  A  sur  ce  cercle  et  un 
point  B  dans  le  plan  du  cercle;  trouver  le  rayon  d'un  cercle 
tangent  en  A  au  cercle  donné  et  passant  par  le  point  B. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Nous  supposerons  d'abord  que  le  point  B  est  extérieur  au 
cercle  donné,  et  que  le  cercle  cherché  est  tangent  extérieu- 
rement au  cercle  donné  ;  alors  la  distance  des  centres  est 
égale  à  R  -f-  X,  en  appelant  x  le  rayon  du  cercle  cherché  ;  si 
d  est  la  distance  du  centre  C  du  cercle  donné  au  point  B, 
a  l'angle  AGB,  on  a  la  relation 

x*  =  (R  +  xY  +  d*  —  2d(R  -|-  x)  cos  a. 
En  simplifiant  on  trouve 

_  R«  +  d«  —  2dR  cos  g 

2{d  cos  a  —  R) 
Gherchons  une  interprétation  géométrique  de  cette  valeur 

de  œ* 

Si  l'on  joint  le  point  A  au  point  B,  on  a  facilement,  par 

le  triangle  AGB, 

AB«  =  R*  -h  d*  —  2dR  cos  «; 
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mettre  en  évidence  le  fadeur  Dm  ;  donc  il  faul  que  m  soit  un 
diviseur  de  Q'.  Il  est  du  reste  évident  que  si  l'on  multiplie  A 
par  un  des  diviseurs,  m,  de  Q',  on  multipliera  le  plus  grand 
commun  diviseur  par  m;  car  si  l'on  a 

Q'  =  mQ\ 
on  aura  B  =  mDQ" 

et  les  facteurs  Q  et  Q"  seront  premiers  entre  eux,  sans  quoi 
Q  et  Q'  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux  ;  donc  mk  et  B 
auront  bien  pour  plus  grand  commun  diviseur  mD. — La  con- 
dition indiquée  pour  m  est  donc  nécessaire  et  suffisante. 

8.  —  Dans  un  triangle  rectangle  on  connaît  le  périmètre  tt  la 
surface;  calculer  les  angles. 

Nous  prendrons  comme  inconnue  auxiliaire  le  rayon  do 
cercle  inscrit  au  triangle;  soient  A  Tangle  droit,  B  et  C  les 
deux  autres  angles;  on  a,  x,  y  ei  x  étant  les  deux  côtés  de 
l'angle  droit  et  l'hypoténuse  : 

x=r(^i  +cotg-^), 
y=r(^i  4.cotg-^), 

z=r  (cotg -—  +  cotg  —^; 

d'oii  l'on  tire,  en  ajoutant  membre  à  membre,  et  appelant 

/                    B                     C  \ 
2p  le  périmètre      p»  =  ?•  (  i  -[-  cotg f-  cotg ); 

\  2  2    / 

d'autre  part  en  appelant  m*  la  surface  du  triangle 

pr  =  m"  ; 
d'oh  en  multipliant  membre  à  membre,  et  simplifiant 


p«=m»^i  +  cotg  —  -f  cotg  -^j. 


Mais,  on  a,  puisque  A  =  90%  i  =  colg ;  par  suite,  en 

tenant  compte  de  la  formule  connue 

♦     A.,^B-,       .G  ,A,BG 

cotg h  cotg (-  cotg —  =  cotg — cotg  —  cotg— T 

JL  mi  JU  Je  Ji  ^ 

on  en  tire       cotg cotg         — 


2  m' 
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d'oh  Ton  tire  irës  facilement  en  remplaçant  les  cotangentes 
par  leurs  valeurs,  et  appliquant  les  formules  données  par  la 
théorie  des  proportions, 

B— C 

cos ,    , 

2  P*  +  fîl* 


B  +  G  p*  —m^ 

cos  ■ '^ 

2 

Or,  l'angle  — — — est  égal  à  45*»;  donc  on  aura  facilement 

B  -•-  G 

-,  et  par  suite  les  angles  B  et  G  sont  connus. 


2 

B—  C 

Reuarque.  —  Il  est  bien  évident  que  la  différence 

est  moindre  que  45°;  donc  le  numérateur  du  premier  membre 
est  supérieur  à  son  dénominateur;  de  plus  le  rapport  devant 
être  positif,  il  faut  que  m*  soit  inférieur  à  p",  ce  qui  se  voit 
du  reste  immédiatement,  puisque  r  est  inférieur  à  p,  d'après 
la  relation  connue       2p  =  2js  -|~  ^r. 

6.  —  On  danne  un  ceixle  C,  un  point  A  sur  ce  cercle  et  un 
point  B  dans  le  plan  du  cercle;  trouver  le  rayon  d'un  cercle 
tangent  en  A  au  cercle  donné  et  passant  par  le  point  B. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Nous  supposerons  d'abord  que  le  point  B  est  extérieur  au 
cercle  donné,  et  que  le  cercle  cherché  est  tangent  extérieu- 
rement au  cercle  donné  ;  alors  la  distance  des  centres  est 
égale  à  R  -[-  ^>  ^^  appelant  x  le  rayon  du  cercle  cherché  ;  si 
d  est  la  distance  du  centre  G  du  cercle  donné  au  point  B, 
a  l'angle  AGB,  on  a  la  relation 

x*  =  (R  +  xY  +  ^*  —  '^^(^  +  ^)  cos  a. 
En  simplifiant  on  trouve 

R»  4-  d*  —  2dR  cos  a 

2(d  cos  a  —  R) 
Cherchons  une  interprétation  géométrique  de  cette  valeur 

de  œ» 

Si  l'on  joint  le  point  A  au  point  B,  on  a  facilement,  par 

le  triangle  AGB, 

AB«  =  R*  +  d»  —  2dR  cos  a; 
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tions  des  droites  A^  et  fi^ 

Xax  =  y 

ayec  a*X(A-f-  i  =  o»  ce  qui  donne  comme  lieu  de  abl'éciaatioii 

^'  +  y*  =  o> 
qui  représente  deux  plans  imaginaires  passant  par  Taxe 

des  %.  Il  était  bien  évident,  a  priori^  que  Taxe  des  z  ferait 

partie  du  lieu,  puisque  toutes  les  droites  A  s'appuient  sur 

Taxe  des  js  et  lui  sont  perpendiculaires. 

Lieu  des  points  a'  et  b'. 

Les  équations  des  droites  A'  et  B'  sont  : 

A'  {ax  +  bz)  =  |Xi  f^«  =  y 

B'  (ax  -j-  bz)  =Xi  X^z  =z  y. 

Les  droites  A'  et  B  sont  dans  un  même  plan  vertical; 
elles  se  projettent  horizontalement  suivant  la  même  droite. 
Les  équations  de  ces  projections  sont  : 

A'i  \t^ax  +  by  =  fii", 

Bt  \uix  -|-  bj!.»  =  y. 

Pour  que  ces  équations  représentent  une  môme  droite  'i 
faut  que  Ton  ait  : 

i*i   _   —  l^'   _      à 

{X  6{A*  I 

Toutes  ces  relations  sont  vérifiées  pour  la  même  valeur  de 
(&i  ;  ce  qui  était  évident,  d'après  la  discussion  géométrique 
ci-dessus.  Il  faut  donc  prendre 

1x4  =  —  6[*, 
Xi  =  —  6X. 
Les  équations  des  droites  A'  et  B' deviennent  : 
A'  00?  +  ftjï  =  —  b[L       —  b[LZ  =  y, 

B'  ax  ^bz  =z  —  bX        —  bXz  =  y. 

La  droite  aV  reste  perpendiculaire  au  deuxième  f^^ 
directeur  oo?  +  &^  =  o.  Pour  avoir  la  section  droite  de  ce 
cylindre,  je  fais  tourner  les  axes  de  coordonnées  danslepla^ 
des  zx  en  prenant  pour  nouvel  axe  des  x  la  droite  0^  ^^ 
pour  nouvel  axe  des  z  la  droite  ON'  perpendiculaire.  | 
Dans  ce  système  d'axes  la  droite  Ox  aura  pour  équation  | 
ax  -{■•  6js  =  O9  la  droite  Ojï,  —  fcoj  -|-  (W  =  o. 
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Pour  passer  de  rancien  système  aa  nouveau  il  suffira  de 

remplacer 

—  bxA-  az  ax  +  by 

X  par  — ,  — ,      z  par     , 

Va*  +  6»                        Va*  +  6»  * 
On  voit  d'après  ces  formules  qne^ 

ax-{'  bz  devient  z  Yà^  +  ^^  • 

L'équation  du  paraboloïde  restera  la  môme,  ce  qui  était 
évident  d'ailleurs,  puisque  les  deux  plans  directeurs  doivent 
jouer  le  môme  rôle  dans  la  surface. 

Les  équations  des  droites  A'  et  B'  deviennent  dans  ce 
système  en  posant  8  =  /a»  +  6* 

A'  hz  =  —  b[L        —  6{JL  (ax  +  6j5)=  8j/, 

B'  Zz  =  —bX       —  b\  {ax  +  bz)  =  ly. 

Les  projections  de  A'  et  B'  sur  le  deuxième  plan  directeur 
ont  pour  équation  : 

6|x  (Saoj  —  &V)  =  —  8«y,  (8) 

b\  {lax  —  6«X)  =  —  8«y.  (6) 

Avec  (1)  XjAa*  +  i  =  o. 

En  éliminant  X  et  (jl  entre  ces  trois  équations  on  aura 
l'équation  du  cylindre  que  décrit  ab'. 

En  retranchant  (5)  et  (6)  membre  à  membre  et  en  supposant 
a  et  6  ^  o      (X  —  (x)  \%ax  —  6*(X  +  jx)]  =  o. 

En  laissant  de  côté  la  solution  X  —  (x  =  o 

\_L       —    ^^ 

X|x=    —  _ 

dou  X«  +  |.«  =  ---  +  _-. 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation 

blax{\  +  fx)  —  6»(X«  +  |x»)  =  —  2J»y 
obtenue  en  ajoutant  (8)  et  (6),  membre  à  membre,  on  a  : 

^        a»  ' 

Dans  le  plan  des  ocy  cette  équation  représente  une  droite 

parallèle  à  la  directrice  de  la  parabole  de  contour  apparent. 

Dans  l'espace  elle  représente  un  plan  perpendiculaire  à 

l'axe  de  la  surface;  ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une 
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hyperbole  qui  se  projette  en  Traie  grandeur  sur  le  plan  des 
ax.  L'équation  de  cette  projection  est 

a(<W5  +  6a)  =  -^^p- 

L'équation  ne  changera  pas  d'ailleurs  si  Ton  revient  am 
axes  primitifs. 
La  solution  X — il  =  o  donne  encore  deux  plans  imaginaires. 

3®  Lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  A  et  B\  ou  A'  et  B, 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

Au  point  d'intersection  de  A  et  B'  le  plan  tangent  à  la 
surface,  qui  contient  les  droites  A  et  B',  est  vertical  ;  le  point 
d'intersection  se  trouve  donc  sur  la  courbe  de  contact  du 
cylindre  vertical,  circonscrit  à  la  surface.  Cette  courbe  de 
contact  n'est  autre  chose  que  la  parabole  du  contour  appa- 
rent. 

SOLUTION    ANALYTIQUE 

Les  droites  A  et  B'  ont  pour  équation  : 
A  J3  =  X  X{ax  +  bz)  =  y, 

B'        ax-}-  bz  =  —  6X  —  bXz  =  y. 

Le  z  du  point  d'intersection  sera  égal  à  X.  Pour  avoir  une 
relation  entre  Vx  et  Vy  du  point  d'intersection,  c'est-à-dire 
pour  avoir  le  cylindre  projetant  verticalement  la  courbe 
d'intersection,  il  suffira  d'éliminer  X  entre 

00?  +  6X  =  —  &X  et  X{ax  -f-  6X)  =  y, 

Q,X  f  (kX  \ 

Ce  qui  donne h\^ )  "^  ^ 

a'x'  -(-  46y  =  o; 
la  trace  de  ce  cylindre  sur  le  plan  des  xy  est  la  parabole  de 
contour  apparent. 

5®  Calculer  le  rapport  des  longueurs  a'b'  et  ab  et  étudier  le< 

variations  de  ces  longueurs. 

La  plus  courte  distance  des  horizontales  A  et  B  est  la 
distance  des  plans  horizontaux  menés  par  A  et  B,  c'est-à- 
dire  en  valeur  absolue  X  —  (x. 

De  même  la  distance  des  droites  A'  et  B'  est  la  distance 
des  plans  menés  par  ces  droites,  parallèlement  au  deuxième 
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plan  directeur  ;  plans  qui  ont  pour  équation  dans  le  deuxième 
système  de  coordonnées  : 

z  = T''^  ^^^ T  '  ^' 

La  plus  courte  distance  a  V  est  en  valeur  absolue 

y.    (X  — fl). 

On  a,  par  conséquent,   — r-  =  -r-, 

rapport  qui  reste  constant. 

Pour  étudier  les  variations  de  aby  ab\  il  suffit  d'étudier 
les  variations  de  X  —  [x  ;  X  et  (x  étant  reliés  par  la  relation 

^  I 

a" 
X  et  [A  sont  de  signes  contraires,  leur  produit  est  constant, 
la  somme  X  -[-  (^  peut  prendre  toutes  les  valeurs.  Je  prends 
X  -f  (^  comme  variable  indépendante. 

(X  -  p.)»  =  (X +  (.)«  + -^. 

X  —  (A  croit  en  même  temps  que  X  +  [J^  croit  en  valeur  absolue 

2         2 

et  peut  prendre  toutes  les  valeurs  plus  grandes  que  — ;  — 
est  donc  le  minimum  de  la  plus  courte  distance  des  droites 
A  et  B.  —  .  -—  sera  le  minimum  de  la  plus  courte  distance 
des  droites  A'  et  B'. 


.       CHOIX  DE  QUESTIONS 

PROPOSÉES  AUX  EXAMENS  D'ADBUSSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  ISSO 


Algèbre. 

Chercher  pour  quelles  valeurs  de  a?  la  série 

I  H h  — =-  +  —7=^  +  . . .  +  — 7=r-  +  est  convergente. 

1  V2  v3  V** 

Trouver  en  même  temps  la  limite  vers  laquelle  tend  ■    ■  quand  n  croit 

>/n 
indéfiniment,  sans  employer  la  règle  de  L'Uospital. 
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—  En  cherchant  la  plus  grande  commane  mesure  entre  deux  toogKcT* 
À  et  By  on  a  les  égalités  successiyes 

A  =  B9  +  R 
B  =  Rçj  +  Ri 


Rfi  —  1  =  Rn  —  19»  +  Rn 

A 

En  supposant  EU  =  o,  le  rapport  -^  s'exprime  par  une  fraction  ooQti:i! 

B 

terminée.   On  propose  de  déduire  de  cette  considération  que  les  rh^^ 

successives  d'une  fraction  continue  sont  des  fractions  irréductibles. 

—  Sachant  qu'entre  trois  racines  a?',  x',  x"  de  l'équation  f[x)  =  0  on  «  35 
relation  ^[x\  x',  x"]  =  o,  on  demande  la  marche  à  suivre  pour  «baiser -' 
degré  de  l'équation  f[x]  =  o,  c'est-à-dire  pour  ramener  sa  résolatioa  à  o-^ 
d'une  équation  du  dîîegré  moindre. 

—  On  demande,  à  propos  de  la  dérivation  de  ax,  si  le  rappport — j— 

tend  vers  sa  limite  en  croissant  ou  en  décroissant. 
Distinguer  entre  a  >  i  et  a  <  i. 

—  a  étant  un  nombre  entier,  réduire  ^a[a  -f  i  )  en  une  fraction  contiii« 

—  Soit  l'expression  x --7-  ;  on  demande  à  quelles  conditiotis  doit  sa-- 

[fx)  ' 

faire  une  valeur  de  x  comprise  entre  les  deux  nombres  a  et  6  poorq^f' 
fonction  considérée  soit  croissante  pour  celte  valeur  de  a;,  a  et  b  ne  compresi 
entre  eux  aucune  racine  de  la  dérivée. 

—  Soit  la  fracUon     .  ,       „    ^   ,  ;  on  demande  de  former  j'équation  - 

ax^  -\-  ox  -\-  c 
deuxième  degré  qui  admet  pour  racines  les  valeurs  de    x  qui  répoiMteit  ^ 
maximum  et  au  minimum  de  la  fraction  donnée. 

—  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction  rationnelle  -  __j'i7p^ 

p  et  ç  désignant  deux  nombres  entiers  quelconques. 

—  f[x)  =  o  étant  une  équation  à  coefficients  imaginaires,  qui  admet  p 
racine  une  imaginaire  de  la  forme  a  -f  W—  '  j  établir  que  l'équalion  conjo?»' 
de  la  proposée  (c'est-à-dire  celle  que  l'on  en   déduit  en  changeant  v"^ 
—  yj~~  i)  admet  pour  racine  l'imaginaire  a  —  6^—  i  coi\juguée  de  a  +  ^ "  ' 

—  Etudier  les  variations  de  la  fonction 

y  =  a?  4-  'V  ijc*  —  I 
quand  x  varie  de  —  00  à  +  00 . 

—  Démontrer:  1*  que  quand  on  multiplie  deux  polynômes  par  on  ^'^'''f,^ 
leur  plus  grand  commun  diviseur  est  multiplié  par  ce  troisième  P^b^^'^, 
2»que  si  un  polynôme  divise  un  produit  de  deux  polynômes  et  est  precaiff  " 
l'un  d'eux,  il  divise  l'autre. 

—  Réduire  2  +  \/Fen  fraction  continue. 

—  Etablir  que  les  logarithmes  de  deux  nombres,  pris  chacun  dans  le  S}^ 
dont  l'autre  est  la  base,  sont  inverses  l'un  de  l'autre,  c'est-à-dire  qn® 

log  6a  xlog  0^=  I. 
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—  Former  l'équation  du  deuxième  degré  dont  l'une  des  racines  est  la  valeur 
de  la  fraction  continue 

35  c=  2  +   I 

3  +  1 


5  +  I 


6  4-  I 


8  -f-  I 


6+  I 


8  4-  . 


—  Etant  donnée  l'équation /(a;)  =  o,  on  demande  de  former  une  équation 
telle  que  chacune  de  ses  racines  y  soit  liée  à  deux  quelconques  des  racines  de 
la  proposée  par  une  relation  telle  que  y  =  ©(a;',  af). 

—  Expliquer  comment  on  peut  faire  la  séparation  des  racines  de  l'équation 
du  quatrième  degré  au  moyen  du  théorème  de  Rolle. 

—  Décomposer  en  fractions  simples  la  fraction 

I  •  2  .  3  .  . . .  fi 

(.T  4-  i)  (a;  -f  2)  (a;  +  3)  . ..  (a?  4-  »)  ' 

—  De  la  formule  cos  (a  +  b)  =  cos  a  cos  6  —  sin  a  sin  6,  déduire  la  for- 
mule qui  donne  sin  (o  4-  6),  par  la  dérivation. 

—  Réduire  >/a*  —  i  en  fraction  continue. 

—  Etudier  les  variations  de  la  fonction  implicite  définie  par  Téquation 
.-r*  4-  y*  —  I  =  o,  quand  x  varie  de  —  oo  à  4-  <»  • 

—  Les  conditions  que  l'on  trouve  en  exprimant,  au  moyen  du  théorème  de 
Sturm,  qu'une  équation  du  degré  wi  a  toutes  ses  racines  réelles,  sont-elles  toutes 
distinctes?  —  Pourquoi  y  en  a-t-il  qui  rentrent  dans  les  autres?  —  Si  l'une 
des  fonctions  de  Sturm,  Xp,  a  des  racines  imaginaires,  l'équation  proposée 
peut-elle  avoir  toutes  ses  racines  réelles?  —  Combien  en  a-t-elle  au  moins 
d'imaginaires?  —  Que  peut-on  dire  de  l'équation  proposée  quand  Xji  =oa 
une  racine  double  ? 

—  Le  nombre  i  4-  ^v/N  rend-il  aussi  positif  le  premier  membre  de  la  dérivée 
du  polynôme    Aœm  —  N(a7m  —  p^xm— p  —  i-\'  . . .  -f  i)? 

Rend-il  aussi  positif  le  premier  membre  de  la  dérivée  de  l'équation  proposée? 

Géométrie  analytique  plane. 

Construire  la  courbe  dont  l'équation  est  : 

y  =  0?  %  /  ^       ^  asymptotes. 
\    I  —  os 

—  On  donne  une  tangente  à  une  parabole,  ainsi  que  le  point  où  cette  tangente 
rencontre  la  directrice  de  la  courbe;  on  donne  en  outre  un  cercle  ayant  ce 
point  pour  centre  et  un  rayon  donné  r,  cercle  que  l'on  considère  comme  le 
lieu  des  sommets  des  paraboles  considérées  ;  former  l'équation  générale  de  ces 
courbes. 

—  Déduire  de  l'équation  de  la  tangente  en  coordonnées  polaires  l*équation  de 
l'asymptote. 

Trouver  les  asymptotes  de  la  courbe 

p^(i  —  2  sin  co)  —  2p*  cos  «û  4-  I  —  tg  »  =  o. 

—  Étant  donnés  deux  points  À  et  B,  trouver  le  lieu  des  points  H  tels  que 
l'angle  MBA  soit  le  double  de  l'angle  MAB. 
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—  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

a^  +  î/*  =  i. 

—  Étant  donné  un  cercle  0  et  un  rayon  fixe  OA,  on  prend  un  rayon  mobile  OB; 
trouver  le  lieu  du  point  M  de  rencontre  des  perpendiculaires  AH  et  BR 
abaissées  de  Textrémité  de  chaque  rayon  sur  l'autre  rayon. 

—  On  donne  les  équations  de  deux  cercles  en  coordonnées  rectangulaires 

a^  -\-  V^  -\-  2(te  +  2ey  -|-  f  =  o 

a?*  4-  y*  4-  ^à^^  +  2e'y  -{-  f  =  o. 
Exprimer  que  ces  deux  cercles  se  coupent  orthogonalement  en  leurs  points 
de  rencontre. 
Généraliser  pour  deux  courbes  quelconques. 

—  Démontrer  que  par  les  points  de  rencontre  de  deux  ellipses  qudeoDques, 
on  peut  toujours  foire  passer  une  hyperbole. 

—  On  donne  une  asymptote  d'une  h^'perbole,  ainsi  que  le  point  où  elle  ren- 
contre la  tangente  en  l'un  des  sommets  ;  on  donne  en  outre  la  longueur  de  l'aie 
transverse.  On  demande  l'équation  générale  des  hyperboles  ayant  ces  oonditioos 
communes. 

—  On  demande  l'équation  générale  des  paraboles  qui  ont  de  comman  ob 
point  de  l'axe,  un  point  de  la  directrice  et  le  paramètre. 

—  L'équation  générale  du  deuxième  degré  à  deux  variables  représentant  une 
parabole,  on  demande  de  calculer  la  valeur  du  paramètre  en  fonction  des  coeffi- 
cients. 

—  Étant  donnée  l'équation  d'une  courbe  en  coordonnées  bipolaires,  on  demande 
de  déterminer  la  tangente  en  un  de  ses  points.  —  Appliquer  le  résultat  à  l'e»- 
lipse,  à  l'hyperbole  et  à  la  lemniscate. 

—  On  prend  sur  une  ellipse  deux  points  M'  et  M'.  Du  point  M'  comme  centre 
on  décrit  un  cercle  passant  par  le  foyer  de  droite.  Du  point  M' on  décrit  ua 
deuxième  cercle  passant  par  le  même  foyer.  Calculer  la  longueur  de  la  tangeoie 
commune  à  ces  deux  circonférences. 

—  On  mène  deux  diamètres  quelconques  MOM'  et  POP'  d'une  hyperbok^ 
équilatère;  on  joint  un  point  Q  quelconque  de  cette  hyperbole  aux  points  M^  P. 
M',  F;  démontrer  que  les  angles  PQM  et  P'QM'  sont  égaux. 

—  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  ont  en  commun  une  tangente, 
son  point  de  contact,  et  les  points  où  cette  tangente  rencontre  les  deux  directrices. 

—  On  donne  un  foyer  d'une  ellipse,  et  une  droite  sur  laquelle  est  compté 
l'un. des  diamètres  conjugués  égaux.  Trouver  l'équation  générale  des  ellipseâ 
satisfaisant  à  ces  conditions. 

—  Former  l'équation  générale  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  commune, 
ainsi  que  le  point  où  l'autre  asymptote  coupe  l'une  des  deux  directrices. 

—  Trouver  les  asymptotes  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

p*  (i  —  4sin*  eo)  -f  2p*  sin  oi  4-  cos  ©  —  i  =  o. 

—  Former  l'équation  générale  des  paraboles  qui  ont  en  commun  une  tan- 
gente, le  point  A  où  cette  tangente  rencontre  les  directrices,  et  dont  le  lieu 
des  foyers  est  un  cercle  décrit  de  A  comme  centre  avec  rayon  donné. 

—  Intersection  de  deux  coniques  ayant  un  foyer  commun. 

—  Lieu  des  foyers  d&s  hyperboles  ayant  une  asymptote  et  un  sonunet  coat- 
m  uns. 

—  Construire  la  courbe  p  =  tang  m  —  i . 

—  Étant  donnés  un  oercfo  et  une  direction  fixe,  par  un  point  quelconque  d'un 
diamètre  donné  on  mène  une  ordonnée  dont  on  prend  le  milieu.  Trouver  ie 
lieu  du  rabattement  de  ce  point  milieu  sur  la  parallèle  à  la  direction  fixe  menée 
par  le  pied  de  l'ordonnée. 
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—  Construire  la  coarbe  y  =  a?*  —  x. 

Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  cette  courbe  qui  sont  parallèles  à 
la  droite  y  =  x, 

—  Trouver  le  maximum  de  la  distance  du  centre  à  une  normale  à  rcUipse. 

—  On  donne  une  droite  et  trois  points  dans  un  plan  ;  former  Téquation  de  la 
conique  qui  passe  par  les  trois  points,  et  dont  la  droite  donnée  est  un  axe. 

—  On  donne  une  hyperbole  équilatère,  et  un  point  fixe  M  sur  l'un  des  axes. 
On  mène  un  diamètre  quelconque  qui  rencontre  l'hyperbole  aux  points  A  et  B. 
Par  les  trois  points  M,  A,  B  on  fait  passer  un  cercle,  et  on  mène  en  A  et  B  les 
tangentes  à  ce  cercle;  elles  se  coupent  en  un  point  P.  On  joint  PM  ;  cette  droite 
rencontre  le  cercle  aurdeux  points  M  et  N.  A  chaque  position  de  la  droite  AB 
répond  un  point  N;  démontrer  que  ce  point  N  décrit  la  polaire  du  point  M  par 
rapport  à  l'hyperbole. 

—  Former  l'équation  générale  des  paraboles  qui  ont  en  commun  une  tan- 
gente, le  point  où  elle  rencontre  l'axe,  et  dont  le  lieu  des  sommets  est  une  cer- 
taine droite  perpendiculaire  à  la  tangente. 

—  Lieu  des  milieux  des  cordes  normales  à  la  parabole. 

—  L'équation  d'une  courbe  algébrique  étant  supposée  mise  sous  la  forme 

former  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  donné,  et  en  déduire  l'équation 
de  l'asymptote  en  considérant  cette  dernière  comme  une  tangente  dont  le  con- 
tact s'est  éloigné  à  l'infini  sur  la  courbe. 


CONCOURS  GENERAUX  1880 


Mathé]natiq[ae8  spéciales. 

Premier  concours  (retiré).  —  Le  produit 
(i  -i- q»)  (i  +  q'z)  [i  +g*Jï)...  (H-ç2n-ia)(i+i-){i  +-7-)... 

étant  représenté  par 

-^+^^^^+-+^  +  A.  +  A.,  +  ...  +  A«-, 

on  demande  d'exprimer  en  fonction  de  q  le  coefficient  des  difi'érentes  puissances 
de  2  ;  2*>  le  paramètre  q  étant  un  nombre  réel  dont  la  valeur  absolue  est  infé- 
rieure à  l'unité,  ou  une  quantité  imaginaire  dont  le  module  est  inférieur  à 
l'unité,  démontrer  que  le  coefficient  de  3**  tend  vers  une  limite  quand  r  aug- 
mente indéfiniment,  et  déterminer  cette  limite. 

Deuxième  concours.  —  Sur  une  courbe  donnée  du  troisième  degré  ayant  un 
point  de  rebroussement  0,  on  considère  une  suite  de  points  A—  n  1  A  —  (n  —  i) 
...  A  —  1  ,  Ao,  Ai,  Aa  . . .  Ar»  tels  que  la  tangente  en  chacun  de  ces  points 
rencontre  la  courbe  aux  points  suivants.  1*  Etant  données  les  coordonnées  du 
point  Ao,  on  propose  de  trouver  les  coordonnées  des  points  A  —  n  et  An  ,  et  de 
déterminer  la  limite  de  ces  points  quand  n  augmente  indéfiniment. 

2*  On  demande  le  lieu  décrit  par  le  premier  point  limite  lorsque  la  courbe 
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SOLUTION   ANALYTIQUE 

Je  place  Torigine  au  sommet  du  paraboloïde  ;  je  preol^ 

pour  plan  des  œy  le  plan  directeur  parallèle  aux  droites  Â  ;  e' 

dans  ce  plan,  je  prends  pour  axe  des  y  l'axe  du  paraboloïde: 

Taxe  des  x  sera  alors  la  droite  suivant  laquelle  le  plan  def 

xy  coupe  la  surface.  L'équation  de  la  surface  sera: 

%{ax  +  bz)  =  y. 

Les  droites  A  et  B  ont  pour  équation 

A  ss='k  X(ax  -f-  bz)  =  y. 

B  «  =  [X  [L{ax  +  bz)  =  j^.  (Il 

Avec  la  relation         a'Xfji  +  i  =  o 

qui  exprime  que  les  droites  sont  rectangulaires. 

Les  projections  de  A  et  B  sur  le  plan  de  xy  ont  fot 

équations 

A,  X{ax  +  bX)  =  y,  li 

Bi  fx(aaî  +  6fx)  =  y.  (3 

Pour  avoir  l'équation  du  cylindre  que  décrit  a6,  il  ^ 

d'éliminer  X  et  fx  entre  (1)  (2)  et  (3).  Pour  cela,  je  relranà 

membre  à  membre  (2)  et  (3),  on  obtient 

(X  -^)[ax  +  b(k  +  (x)]  =  o 

ou,  en  laissant  de  côté  pour  le  moment  la  solution  A— ,u=*^ 

ax 
X  +  [x= — . 

La  relation  (i)  donne  d'ailleurs 

D'ailleurs,  si  j'ajoute  (2)  à  (3)  membre  à  membre 

ax(X  +  (x)  +  6(X*  +  PL»)  =  2î/.  l^' 

En  portant  dans  cette  équation  les  valeurs  précédentes  J^ 

X  +  |A  et  X"  +  [*',  on  a  :    y  =  — j-.  , 

La  droite  ab  décrit  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  y'" 
ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  dont  les  éf^^j 

tiens  sont  y  =  — r>  (^^c  +  bz)  =:z  — -. 
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Cette  hyperbole  a  sou  centre  sur  Taxe  des  y. 
Les   asymptotes  sont  parallèles  à  Occ  et  OÂ,  traces  des 
plans  directeurs  sur  le  plan  des  zx. 
Je  reprends  la  solution  X  =  [x. 
La  relation  (1)  donne 

^  a  * 

L'équation  (4)  donne 

y  =ziz  xt r  • 

Ce  qui  représente  deux  plans  imaginaires;  leur  droite 
d'intersection  est  verticale,  et  son  pied  sur  le  plan  des  acy  a 

pour  coordonnées  x  =  o,  y  = j . 

Les  droites  A  et  B  sont  confondues  pour  ces  valeurs  de 
X  et  IL,  elles  se  projettent  suivant  les  droites 


(y  +-^)  +a?"  =  o. 


Ces  droites  appartiennent  aux  directions  asymptotiques 
d'une  sphère;  on  peut  considérer  chacune  de  ces  droites 
comme  perpendiculaires  sur  elles-mêmes,  le  lieu  des  pieds 
des  perpendiculaires  communes  sera  ces  droites  elles-mêmes. 

On  aurait  pu  trouver  cette  solution  Singulière  par  la 
géométrie,  en  remarquant  que  le  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  une  parabole  se  compose  de  la 
directrice  et  des  deux  droites  isotropes  menées  par  le  foyer. 

On  peut  vérifier  facilement  que  la  droite  i/  =  —  et  le  point 

ce  =  o,   y  = ^  sont  la  directrice  et  le  foyer  de  la  para- 
bole de  contour  apparent  dont  l'équation  est 

a*x'  +  461/  =  o. 

Dans  cette  discussion,  j'ai  supposé  a  et  6  ^  o  ;  si  a  =  o, 
la  surface  est  un  cylindre  parabolique;  il  n'y  a  plus  de  pro- 
blème. 

Si  b  =  o,  la  surface  est  un  hyperboloïde  équilatère,  les 
droites  A^  et  Bj,  au  lieu  d'envelopper  une  parabole,  passent 
par  un  point  fixe  qui  est  le  sommet  de  la  surface.  Les  équa- 
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s*  On  tàïi  varier  m,  et  on  demande  le  lien  décrit  par  le  point  de  raoeoBtre  de 
la  tangente  en  B  à  Thyperbole  et  à  l'asymptote  AR. 

3*  On  considère  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB;  ce  cercle  coupe  lli}-ps- 
bole  H  aux  points  0  et  B,  et  en  deux  autres  points  P  et  Q.  Former  l'équaiio- 
de  cette  droite  PQ  ;  puis,  faisant  varier  m,  trouver  sucoessivemeot  les  lieux  ^ 
points  de  rencontre  de  cette  droite  PQ  avec  les  parallèles  menées  par  le  ^nz: 
0)  soit  à  l'asymptote  AR,  soit  à  la  seconde  asymptote  de  Thyperbole  H. 

Géométrie  descriptiTé. 

Une  sphère  donnée,  dont  le  rayon  est  égal  à  0",090,  touche  les  deux  plans  de 
projection  à  0*4^0  du  bord  gauche  du  cadre.  Dans  le  plan  du  petit  oerde  d? 
front,  distant  de  O'jlSO  du  plan  vertical  de  projection  à  la  droite  du  centre  c^ 
ce  cercle,  et  à  une  distance  de  ce  centre  égale  à  la  moitié  du  rayon  du  métré 
petit  cercle,  on  mène  une  verticale;  sur  la  partie  de  cette  verticale  eompriv^ 
entre  son  point  supérieur  de  rencontre  avec  la  sphère  et  le  plan  horizonûi  ^t 
projection,  on  construit  un  triangle  équilatéral;  ce  triangle,  en  tournant  auiv<  r 
de  cette  verticale,  engendre  un  double  cône;  on  demande  de  représenter  li 
sphère  donnée,  supposée  pleine  et  opaque,  en  supprimant  la  partie  de  ce  corp^ 
comprise  dans  le  double  cône. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour  détermimrr 
un  point  quelconque  de  la  ligne  commune  à  la  sphère  et  à  l'un  des  cônes,  et  k 
tangente  en  ce  point. 


CORRESPONDANCE 


Nous  avons  reçu  de  M.  Biandsuttbr,  professeur  à  Luceme,  une  soluti<*a 
fort  simple  de  la  question  n*  159;  nous  croyons  devoir  signaler  cette  solution 
ici. 

Le  problème  proposé  était  celui-ci  :  Par  quatre  points  donnés,  faire  passer 
quatre  droites,  de  façon  que  la  figure  formée  soit  un  carré. 

L'auteur  de  la  solution  que  nous  signalons  s'appuie  sur  la  proposition  sui- 
vante qu'il  est  très  facile  de  vérifler  :  Deux  droites  rectangulaires  menées  dasf 
le  plan  d'un  carré,  sont  telles  que  les  portions  de  chacune  de  ces  droites  com- 
prises entre  deux  côtés  opposés  du  carré  sont  égales. 

D'après  cela  rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  un  cinquième  point  dn 
carré,  situé  sur  l'un  des  côtés.  Appelons  a,  p,  y,  5  les  quatre  points  donnés 
a  et  Y  étant  sur  deux  côtés  opposés,  p  et  d  sur  les  deux  autres;  si  par  a  et  y 
je  mène  une  droite  et  que  par  p  je  mène  une  perpendiculaire  àocy,  sur  laquelle 
je  prends  pd'  égal  à  ay,  le  point  d  est  un  point  du  côté  qui  passe  par  d;  donc  en 
menant  66',  et  par  p  une  parallèle  à  cette  droite,  puis  par  a  et  y  des  perpendi* 
culaires  à  W,  on  aura  le  carré  cherché.  Il  est  facile  de  voir  que  le  problème  est 
déterminé  tant  que  6  n'est  pas  confondu  avec  8'. 


—  479  — 


QUESTIONS   PROPOSEES 


Mathématiciaes  élémentaires. 

258.  —  Dans  le  triangle  ÂBG,  on  mène  les  deux  bissec- 
trices AA'  et  BB',  qui  coupent  les  côtés  opposés  respective- 
ment en  A'  et  B',  et  se  rencontrent  en  0;  démontrer  la  rela- 

AA'  .  OB^  AC  ,^  ,.   , 

*^'^  BB-  .  OA-    =   BG"-  ^^^'^^ 

259.  —  On  donne  une  circonférence  0,  et  un  point  fixe  A 
dans  son  plan  ;  on  joint  le  point  A  à  un  point  quelconque  B 
de  la  circonférence  ;  la  bissectrice  intérieure  de  Tangle  AOB 
rencontre  la  droite  AB  en  un  point  M  dont  on  demande  le 
lieu  lorsque  le  point  B  décrit  la  circonférence.  Ce  lieu  ren- 
contre le  diamètre  en  P;  démontrer  que,  G  étant  le  point 
de  la  circonférence  le  plus  voisin  de  A  sur  la  droite  OA,  les 
quatre  points  0,  G,  P,  A  forment  une  division  harmonique. 

(Launoy.) 

260.  —  On  joint  un  point  fixe  A  intérieur  à  une  circon- 
férence, à  un  point  quelconque  B  de  la  courbe;  on  prend 

AM 

sur  AB  un  point  M  tel  que      ^   =  K.  On  joint  chacune  des 

extrémités  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  A  aux  points 
M  et  B  ;  ces  droites  se  rencontrent  en  deux  points  M  et  N' 
autres  que  A  et  B.  Démontrer  :  1*  que  la  ligne  NN'  partage 
MB  en  deux  parties  dont  le  rapport  est  constant  ;  2®  que  la 
ligne  qui  joint  les  milieux  de  MB  et  de  NN'  passe  par  le 
centre  de  la  circonférence  donnée;  enfin,  trouver  le  lieu  des 
points  N  et  N'.  (Launoy.) 

261.  —  On  donne  une  circonférence  0  et  deux  points  A 
et  B  dans  son  plan  ;  on  prend  sur  AB  le  point  fixe  G  tel  que 

-r;^  =  — .  On  prend  un  point  P  quelconque  sur  la  circon- 

férence,  et  on  le  joint  au  point  B;  on  prolonge  BP  jusqu'à 

D  de  telle  sorte  que  -^rs-  =  —  ;  on  demande  le  lieu  du 

^        DB  q 
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point  de  rencontre  des  deux  droites  AP  et  CD  lorsque  P 
décrit  la  circonférence  donnée. 

Mathémati<iaes  spéciales. 

262.  —  Résoudre  et  discuter,  dans  les  diverses  hypo- 
thèses que  Ton  peut  faire,  le  système  des  trois  équations 

a:»  -|-  t/»  +  jï»*  =  a»* 

/fin  _[-  yin  _j,  ^%n  ^^  Jan 
(Xjl»  mJL.  ytn  _L  jjln  ^;^  (jln 

263.  —  Établir  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
coefficients  d'une  équation  du  sixième  degré  complète  pour 
que  la  somme  de  trois  des  racines  soit  égale  à  la  somme 
des  trois  autres. 

264.  —  Démontrer  que,  lorsque  n  est  un  entier  supérieur 
à  5,  on  a  la  double  inégalité 

(t)">  '  •»•  3...  «>(-=-)". 

265.  —  Étant  donnée  la  courbe 


(t)"+  (I)'=  ■■ 


on  mène  en  un  point  M  de  cette  courbe  une  tangente  qui 
rencontre  les  axes  de  coordonnées  en  A  et  B.  On  achève  le 
rectangle  ayant  pour  côtés  OA  et  OB;  soit  M'  le  sommet 
opposé  à  0.  On  propose  de  trouver  le  lieu  décrit  par  ce 
point  M'  quand  M  décrit  la  courbe  donnée. 
Cela  fait,  on  projette  un  point  quelconque  de  la  courbe 


(t)' + (iT = 


sur  les  axes  en  C  et  D,  on  joint  le  point  G  au  point  D,  et  on 
propose  de  trouver  immédiatement  l'enveloppe  des  droites 
telles  que  CD. 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 


IXPIIJIBRIE  CBrfTIlALK  DES  CIIBHIXS  D£  FBB.  —  A.  CHAIX  ET  C'\ 
BUB  BBRGftEE,  20,  A  PABIi.   —  il910'9^ 


-  4«i  — 


NOTE 

SUR  LES  FRACTIONS  DECIMALES  PERIODIQUES 


Dans  la  note  suivante»  nous  nous  proposons  d'indiquer, 
d'après  un  mémoire  dû  à  M.  A.  Boucher  (*),  quelques  pro- 
priétés des  périodes,  lorsque  la  fraction  ne  se  réduit  pas 
exactement  en  décimales;  nous  examinerons  également  le 
moyen  de  trouver  rapidement  le  nombre  de  chiffres  de  la 
période  d'après  la  forme  du  dénominateur  de  la  fraction 
irréductible  considérée.  La  connaissance  de  ces  propriétés 
peut  être  d'une  grande  commodité  lorsque  l'on  veut  réduire 
en  décimales  des  fractions  dont  le  dénominateur  est  un  peu 
considérable. 

i .  —  Supposons  que  nous  ayons  à  réduire  en  décimales 
la  fraction-:^.  Poussons  l'opération  de  façon  à  avoir  k  chif- 
fres décimaux  au  quotient;  appelons  x  le  quotient,  abs- 
traction faite  de  la  virgule,  y  le  reste,    on   a  identiquement 


On  en  tire  facilement 


10*^  lO' 

X 


10^ 


><  y 


lO* 


c'est-à-dire  que  la  fraction  considérée  est  équivalente  à  la 
somme  des   termes  d'une    progression  géométrique  dont  le 

X  V 

premier  terme   est  — r->   et  dont    la  raison  est       .  ■.   Par 

suite,  il  nous  sera  souvent  facile,  connaissant  les  k  premiers 
chiffres  décimaux  de  la  fraction,   d'en  obtenir  autant   que 

(*)  Réduction  des  fractions  ordinaires  en  flractions  décimales  par  un  procédé 
nouveau,  et  notwelles  propriétés  des  périodes,  par  M.  Aug.  Boucher,  professeur 
au  lycée  d'Angers.  -  1857. 
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nous  voudrons  ;  il  nous  suffira  de  multiplier  — r:  successi- 

y 

yement  par  les  différentes  puissances  de  — ~-,  et  d'ajouter 

les  résultats.  Cela  pourra  présenter  un  très  grand  avantage 
si  y  est  un  nombre  simple.  Prenons  l'exemple  suivant,  em- 
prunté au  mémoire  de  M.  Boucher  (♦). 

Soit  à  réduire  en  décimales  la  fraction  -^ô-;  après   avoir 

trouvé  trois  chiffres  décimaux,  nous  obtenons  comme  reste 
4  ;  le.  quotient  étant  0,012,  on  a 

I      0,012 

83  I  —  0,004' 

Calculons  les  divers  termes  de  la  progression»  nous 
aurons  0,012 

0,000048 
0,000000192 
0,000000000768 
o , 000000000003072 
0,0000000000000 I 2288 
En  ajoutant,  et  en  supprimant  les  deux  derniers  chiffres, 
nous  aurons,  avec  seize  chiffres,  la  fraction  décimale 

0,0120481927710843. 
On  voit  donc  que  si  Ton  arrive  à  un  reste  simple,  il  est 
très  facile  do  trouver  autant  de  chiffres  que  Ton  veut;  on  n'a 
du  reste  pas  besoin  d'écrire  les  zéros  qui  sont  à  gauche;  il 
suffira,  quand  on  fait  un  produit,  d'en  placer  le  premier 
chiffre  k  rangs  à  droite  du  premier  chiffre  du  produit  pré- 
cédent. 

2.  —  Nous  allons  maintenant  partir  de  cette  manière  de 
considérer  la  fraction  décimale  périodique  pour  étudier 
quelques  propriétés  des  périodes;  mais,  avant  tout,  nous 
allons  donner  quelques  définitions. 

Lorsque  deux  nombres  contenant  autant  de  chiffres  don- 
neront une  somme  composée  exclusivement  de  chiffres  9, 
nous  dirons  que  ces  deux  nombres  sont  complémentaires. 


C)  Loco  cit.,  p.  8. 
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Lorsque  une  période  sera  formée  de  deux  nombres  com- 
plémentaires placés  à  la  suite  Tun  de  l'autre,  nous  rappelle- 
rons période  complète  (*). 

3.  —  Considérons  la  fraction  irréductible  -^;  soit  p  la  pé- 

riode,  D  le  dénominateur   formé  d'autant  de  9  qu'il   7  a  de 
chiffres  dans  la  période;  on  a  donc 

N    ~   D  ' 

il  est  facile  de  voir  que  p  possède  les  propriétés  suivantes  : 

D'abord,  D  est  toujours  divisible  par  9,  et  par  suite,  si  N 
est  premier  avec  3,  p  doit  être  divisible  par  9.  C'est  en  par- 
ticulier  ce  qui  arrivera  si  N  est  premier,  autre  que  3. 

Si  D  a  un  nombre  pair  de  chiffres,  il  est  divisible  par  11, 
et  par  suite,  si  N  est  premier  avec  1 1,  p  doit  être  divisible 
par  II. 

En  général,  p  doit  contenir  tous  les  facteurs  premiers  de  D 
qui  ne  se  trouvent  pas  dans  N. 

Il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on  a  inversement 

N   ■"    D' 

p  étant  plus  petit  que  D  sera  la  période,  car  on  a 

D  =  10*—  F, 

P 

i  10* 

donc  -r=-  =  — — -. 

N  I 


lO^' 


On  voit  donc  bien  que  la  fraction  est  égale  à  la  somme 
des  termes  d'une  progression  géométrique  dont  le  premier 

p  I 

terme  est  — ^ ,  et  la  raison  — r-.  Elle  s'écrira  donc  très 

10*  10* 

facilement,  en  prenant  p  pour  période. 

De  même,   en   prenant   un    nombre  a,  inférieur  à  N, 

(*)  Nous  préférons  ce  mot  période  complète  au  nom  de  période  mixte  em- 
ployé par  M.  Boucher,  seulement  parce  que  cette  dernière  dénomination  pourrait 
induire  en  erreur  le3  étëves,  le  mot  de  fraction  périodique  mixte  ayant  déjà 
une  ^signification  différente  dans  les  cours. 
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a  ap 

on  ^  —  =  — i^, 

N  D   ' 

et  ap  est  inférieur  à  D;  ap  est  donc  la  période  correspondant 

à  la  fraction  -rr-. 

N 

4.  —  Si,  en  réduisant  la  fraction  -r=- en  décimales, nous 

trouvons  le  reste  N  —  i ,  la  période  est  complète. 

En  effet,  dans  ce  cas  on  a,  en  supposant  k  chiffres  déci- 
maux ayant  le  reste  N  —  i, 

Nx     ,      N  —  I 


lO*  lO 

On  en  tire  facilement 

^  +  I 

I       10* 


I  + 


lO* 

On  Yoit  que  la  fraction  —  est  la  somme  des  termes  d'une 
progression   géométrique   dont  la   raison   est  —        .  ;ou 

10 

bien  encore,  elle  est  la  différence  entre  deux  progressions 
géométriques  dont  la  première  a  pour  premier  terme  — j-, 

et   pour    raison     — jj-,  et  Tautre  a   pour  premier  terme 

-TT — ,  et  pour  raison  — -r-;  il  est  très  facile  d'écrire  ces 

IO«*  ^  10»* 

deux  progressions,  la  première  commencera  par  x  +  h 
puis  après  on  écrira  k  zéros,  et  le  nombre  (x  -^  i),  et 
/r  zéros,  et  ainsi  de  suite  ;  la  seconde  commencera  au  contraire 
par  fc.  zéros,  puis  le  nombre  (a?  +  i),  puis  *  zéros,  le 
nombre  (ce  +  ï)>  etc.;  on  les  partagera  en  groupes  de 
2k  chiffres,  à  partir  de  la  gauche,  et  en  retranchant  les 
groupes  correspondants  l'un  de  l'autre,  on  verra  facilement 

que  la  période  est  complète. 

(i 
o.  —  Plus  généralement,  si  en  réduisant  la  fraction  -^ 
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en  décimales,  on  trouve  le  reste  N  —  a,  la  période  est  com- 
plète. 

Pour  le  prouver,  je  vais  démontrer  que  si  j'appelle  a,  6.  c  ... 
les  restes  successifs,  avant  le  reste  N  —  a,  on  obtient  les 
restes  successifs  N  — •  a,  N  —  6,  N  —  c,  ...  et  que  les 
chiffres  du  quotient  correspondant  aux  restes  a  et  N  —  a, 
6  et  N  —  6,  etc.,  ont  respectivement  pour  somme  9. 

En  effet,  soit  f  le  chiffre  du  quotient  obtenu  en  divisant 
loa  par  N  ;  on  a  loa  =  N/  -f-  6. 

Prenons  le  reste  N  —  a;  multiplions-le  par  10,  pour 
avoir  un  nouveau  chiffre  au  quotient;  on  a  identiquement 

io(N  —  a)  =  loN  —  loa. 

Remplaçons  loa  par  sa  valeur,  on  a 

io(N  —  a)  =  N(9  —  /■)  -j-  N  —  6; 
donc,   lorsque  nous   arrivons  à  un   reste   N  —  a,  le  reste 
suivant  est  bien  N  —  6,  et  la  somme  des  deux  quotients 
correspondants  est  bien  9. 

6.  —  Si  la  fraction  -r-;-  est  irréductible,  le   nombre  des 

N 

chiffres  de  sa  période  est  le  même  que  celui  de  la  période 
correspondant  à    — . 

D'abord,  de   l'égalité  -^r-  =  -^, 

on  déduit,  comme  nous  l'avons  vu,  que  la  période  corres- 

a 
pondant  à  —  ne  peut  pas  avoir  plus  de  chiffres  qu'il  n'y  a 

de  9  dans  D,  et,  par  conséquent,  pas  plus  de  chiffres  que 

la  période  correspondant  à  -^;   mais  peut-il    y  en  avoir 

moins?  en  d'autres   termes,  peut-on  considérer  ap  comme 

4545 
formé  de  plusieurs  périodes,  telles  que  la  fraction  -^ , 

^  *^  *  9999 

qui  se  réduit  à  -^ —  ?  Je  dis  que  c'est  impossible,  car  si  l'on 

99  , 

a  p 

posait  -^   =^' 

comme  la  fraction  -7=-  est  supposée  irréductible,  p   devrait 

N 
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être  divisible  par  a;  on  aurait  donc  p  =  aq  ;  d'oii  Ton  tire- 
rait facilement 


N    ""    D' 


Donc  — -  ne  contiendrait  à  sa  période  qu'un   nombre  de 

chiffres  égal  au  nombre  de  g  qu'il  y  a  dans  D',  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse.  Donc  D'  =  D,  et  par  suite  p  =  aip* 

7.  —  Il  résulte  de  cette  proposition  que,  si  N  est  un 
nombre  premier,  toutes  les  fractions  plus  petites  que  l'unité, 
et  ayant  pour  dénominateur  N,  ont  le  même  nombre  de 
chiffres  à  la  période. 

8.  —  Si  l'on  considère  la  fraction  — -,  que  l'on  réduit  en 
décimales,  et  si  h  est  l'un  des  restes  obtenus  dans  cette  opé- 
ration, la  fraction  -rr-  donnera  naissance  à   une  fraction 

N 

périodique  dont  la  période  ne  différera  de  la  précédente  qne 
parce  qu'on  devra  la  supposer  commençant  à  un  chiffre 
autre  que  le  premier. 

Gela  résulte  évidemment  de  la  manière  même  dont  se  fait 
la  réduction  d'une  fraction  en  décimales. 

Si,  au  contraire,  h  n'est  pas  l'un  des  restes  obtenus  en 

réduisant  -rr-  en  décimales,  la  période  correspondant  à  -^ 

sera  différente  de  la  précédente,  et  aucun  des  restes  obtenus 
dans  celte  réduction  ne  sera  égal  à  l'un  des  restes  fournis 

par  la  réduction  de  -7=-  en  décimales. 

N 

9.  —  Si  N  est  un  nombre  premier,  la  réduction  de  la  frac- 
tion -^  en  décimales  donnera  une  période  dont  le  nombre 

de  chiffres  sera  N  —  i  ou  un  sous-multiple  de  N  —  1 . 

D'abord,  il  est  bien  évident  que  le  nombre  de  chiffres  de 
la  période  ne  peut  pas  dépasser  N  —  j,  car  il  ne  peut  pas  y 
avoir  plus  de  N  —  i  restes  différents,  et  par  suite,  après  la 
(N  —  I  )•  division  au  plus,  nous  retrouverons  le  reste  i  ; 
nous  aurons  ainsi  obtenu,  au  quotient,  tous  les  chiffres  de 
la  période. 
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En  second  lieu,  il  peut  arriver  que  le  reste  i  se  reproduise 
après  p  divisions,  p  étant  inférieur  à  N  —  i  ;  alors,  la  période 
n'aura  que  p  chiffres;  et,  en  vertu  de  ce  que  nous  avons  dit 
plus  haut  (7),  toutes  les  fractions  inférieures  à  l'unité 
ayant  N  pour  dénominateur  donneront  lieu  à  des  périodes 

de  p  chiffres.  Gela  posé,  prenons  la  fraction  -^ ,   moindre 

que  l'unité;  en  admettant  que  a  ne  soit  pas  un  des  restes 

fournis  dans  la  réduction  en  décimales  de  la  fraction  -=^,  la 

période  correspondant  à  -=^  sera   différente    de  la   période 

correspondant  à  -r^,  et  donnera  lieu  à  p  restes  différents 

de  ceux  que  l'on  a  obtenus  précédemment;  il  est  facile  de 
voir  de  la  même  manière  que  les  N  —  i  nombres  inférieurs 
au  dénominateur  pourront  ainsi  se  classer  en  groupes  con- 
tenant p  nombres,  et  par  suite  p  sera  un  sous-multiple  de 
N  —  I.  (A  suivre.) 


SUR  LE  PARTAGE  DES  POLYGONES 

Par  M.  Manrlee  d'Oeag^e. 


En  novembre  1878,  je  donnais  dans  ce  journal  (*)  la 
solution  géométrique  d'un  problème  dont  on  ne  connaissait 
jusqu'alors  qu'une  solution  approximative  {**)  et  seulement 
applicable  aux  opérations  pratiques  de  l'arpentage,  puis- 
qu'elle exige  des  évaluations  numériques  de  surface. 

Ce  problème  est  le  suivant  : 

Par  un  point  donné  sur  le  périmètre  d'un  polygone  quelconque, 
mener  une  droite  qui  divise  la  surface  de  ce  polygone  en  deux 

parties  qui  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné  — . 

(•)  T.  n,  p.  331. 

(*'')  Voir  Arpentage^  levé  des  plans  et  niveUemml,  par  F.  J.  0.  P.,  p.  79. 
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J'ai  fait  voir  dans  la  note  en  question  par  quel  procède 
géoméirique  le  problème  pouvait  toujours  être  ramené  de 
proche  en  proche  au  cas  du  triangle. 

Mais  pour  cela  je  considérais  toute  la  suite  des  poly- 
gones intermédiaires  entre  le  polygone  proposé  et  le  triangle 
équivalent.  La  présente  note  a  pour  but  de  faire  voir  comment 
on  peut  supprimer  toute  cette  suite  de  polygones  et  effectuer 
directement  la  construction  pour  un  polygone  absolument 
quelconque.  Cette  simplification  considérable  permet  de 
résoudre  facilement  le  problème  dans  tous  les  cas. 

Auparavant,  je  liens  à  indiquer  la  construction  g^éomé- 
trique  à  effectuer  dans  le  cas  du  triangle,  que  j'avais  oublié 
dans  ma  première  note. 

Si  M  est  le  point  donné  sur  le  côté  AG  du  triangle  ABC, 
je  porte  sur  ce  côté  à  partir  du  point  G,  et  à  la  suite  Tune 
de  l'autre  deux  longueurs  GP,  PQ  proportionnelles  à  m  et 
à  n.  Je  tire  MB;  par  A  je  mène  à  MB  la  parallèle  AL  qui 
coupe  GB  en  L;  je  tire  LQ;  par  P  je  mène  à  LQ  la  paral- 
lèle PN  qui  coupe  BG  en  N;  MN  est  la  droite  cherchée; 
il  résulte,  en  effet,  de  cette  construction  que  GN  a  la  lon- 
gueur déterminée  pour  ce  segment  (t.  II,  p.  133). 

:-^7 

^»     »*  f    * 

?  y      /     } 


y 
y 


Voyons  maintenant  comment  se  résout  la  question  pour 
un  polygone  quelconque.  Je  vais,  pour  simplifier  les  rai- 
sonnements, exposer  la  solution  pour  un  pentagone;  mais  on 
verra  facilement  que  cette  solution  est  absolument  générale. 
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Soit  le  point  M  donné  sur  le  côté  AB  du  pentagone  ÂBCDE. 
'  Je  vais  transformer  directement  ce  pentagone  en  un  trian- 
gle équivalent  ayant  en  commun  avec  lui  le  côté  AB.  Pour 
cela,  je  proposerai  la  construction  suivante  :  tirer  AD  et 
AC;  par  E  mener,  à  AD,  la  parallèle  EE^,  qui  coupe  CD 
en  Ej,  etpar  Ep  à  AC,  la  parallèle  EjE,,  qui  coupe  BC  en  E,. 
On  voit  facilement  que  ABCDE  est  équivalent  à  ABCEj,  qui 
lui-même  est  équivalent  à  ABE,,  en  considérant  deux  à  deux 
ces  figures  comme  formées  d'une  partie  commune  et  de 
triangles  équivalents. 

Par  la  construction  indiquée  plus  haut,  je  déterminé  la 
droite  MN,  divisant  la  surface  du  triangle  ABE,  dans  le 
rapport  donné.  Puis  je  tire  MG  et  MD;  par  N,  je  mène  à 
MC  la  parallèle  NgN^  qui  coupe  CD  en  N^;  par  N^,  ù  MD,  la 
parallèle  N|N  qui  coupe  DE  en  N;  MN  est  la  droite  cherchée. 
On  voit  en  effet,  comme  précédemment,  que  MBCDN  est 
équivalent  à  MBN,. 

Si  MNj  avait  rencontré  BC  entre  les  points  B  et  C,  le 
problème  se  fût  terminé  là;  de  même  N,Ni  aurait  pu  ren- 
contrer CD  entre  les  points  C  et  D;  mais  il  pourrait  aussi 
se  faire  que  N^N  ne  rencontrât  DE  que  sur  son  prolonge- 
ment; dans  ce  cas,  on  n'aurait  qu'à  mener  par  N,  à  ME, 
une  parallèle  qui  couperait  AE  en  P;  MP  serait  alors  la 
droite  cherchée. 

On  voit  que  cette  construction  très  symétrique,  très  facile 
à  retenir,  est  la  môme,  quel  que  soit  le  polygone  considéré; 
elle  résout  donc  d'une  manière  simple  le  problème  dans 
boute  sa  généralité. 


NOTE  SUR  LES  IRRATIONNELLES 

Par  M.  HesmoBS,  professeur  au  Lycée  Biaise  Pascal,  à  Clermont. 


1 .  — •  La  racine  carrée  d'un  nombre  entier  qui  n'est  pa» 
n  carré  parfait  se  définit  généralement  en  disant  qu'elle 

st  la  limite  yers  laquelle  tendent  les  valeurs  approchées,  par 

I        I 
éfaut  et  par  excès,  de  la  racine  à  — ,  — -,  etc.  Il  faudrait 
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faire  voir  que,  en  prenant  la  racine  carrée  à  — ,    — r  . . .  • 
^  n       ti^ 

on  obtient  en  général  des  racines  par  défaut  de  plus  en 
plus  grandes,  et  des  racines  par  excès  de  plus  en  plus 
petites. 

On  regarde  cette  proposition  comme  évidente;  il  serait 
bon»  touiefois,  de  montrer  qu'il  en  est  ainsi,  et  que  les 
racines  carrées  par  défaut  croissent  ou  restent  stationnaires, 
mais  ne  diminuent  jamais,  tandis  que  les  racines  carrées  par 
excès  décroissent  ou  restent  stationnaires,  mais  n'augmenteni 
jamais. 

2.  —  Soit  A  un  nombre  entier  et  soit  m  sa  racine  carrée 

à  une  unité  près,  de  sorte  que  Ton  a  : 

A  =  m»  +  R, 

R  désignant  le  reste  de  Topéralion. 

ce  I 

Si  —  désigne  la  racine  carrée  de  A  à  —  près,  on  doil 
n  Yi 

avoir  x^  <  n*(m*  -f-  R)  <  (a:  +  i)*. 

Cette  double  inégalité  fait  voir  : 

X 

i^  Que  la  racine  —  est  au  moins  égale  à  m. 

X  ~l~  1 
2«  Que  la  racine  — — —  est  au  plus  égale  à  ii»  -(-  i,  car 

as  +  I  ne  peut  être  supérieur  à  (»i  -{-  i)n;  s'il  en  était 
ainsi,  x  +  i  serait  au  moins  égal  à  mn  +  »»  +  i»  et  par 
suite,  la  racine  par  défaut  serait  au  moins  (m  -|-  i)n,  ce 
qui  revient  à  dire  que  A  serait  supérieur  au  carré  de  i«  +  i, 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

3.  —  Pour  qu'on  approche  de  plus  en  plus  de  la  racine, 
il  faut  que  l'on  ait  :         x  >  mn 
et  (ix?  +  i)  <  (m  4-  i)n, 

c'est-à-dire  mn  <  x*<  mn  -{-n  —  i . 

Or,  X  désignant  la  racine  carrée  de  An*  à  une  unité  près, 
et,  d'après  la  double  inégalité  précédente,  devant  ôtre  supé- 
rieur à  mn,  on  devra  avoir 

n*  R  >  2mn  +  i  ; 
car  alors  si  ,  t^  — 

n*  R  >  2wn, 
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on  aura  : 

An*  =  n*(wi«  +  R)  >  n^tn*  +  ^^^  +  ^  >  (*'*^  +  0'- 

La  racine  par  défaut  sera  au  moins  égale  h  mn  +  i»  et, 
par  suite,  supérieure  à  mn. 

D'ailleurs,  si   n*R  <  2mn (n  —  i)  +  (^  —  0% 
alors 

A  <  m*n*  4-  ^f^n{n  —  i)  -f-  (^  —  0*  <  i^^  +  ^  —  0*  • 
la  racine  par  défaut  sera  donc  inférieure  ii  mn'{'  n  —  i. 

En  réunissant  les  deux  conditions  précédentes  dans  une 
double  inégalité,  on  obtient  : 

2mn  <  n"R  <  (n  —  i)  [2mn  -f-  n  —  i]; 
telles  sont  les  conditions  cherchées. 

4.  —  En  remplaçant  n  par  lo,  on  trouve  les  conditions 

2om  <  looR  <  9(2om  +  9)» 
si  ces  deux  conditions  sont  remplies,  les  deux  racines  vont 
constamment  l'une  en  augmentant,  l'autre  en  diminuant,  et 
par  conséquent  se  rapprochent  Tune  de  l'autre. 

Ces  expressions  20m  et  9(20771  -|-  9)  sont  aisées  à  former  : 
car  on  a  dû  former  le  double  de  la  racine,  et  l'expression 
9(2om  -f"  9)  n'est  autre  que  le  résultat  qui  devrait  être 
effectué  si  l'on  avait  le  chiffre  9  à  essayer. 

On  pourrait  d'ailleurs  trouver  de  suite  les  conditions  pré- 
cédentes, en  remarquant  que  le  second  chiffre  de  la  racine 
doit  être  au  moins  i,  et  au  plus  9;  donc  le  quotient  de  loR 
par  le  double  de  la  racine  doit  être  supérieur  à  i,  c'est-à- 
dire  looR  >  20m,  et  le  reste  suivi  comme  on  sait  de  deux 
zéros,  ou  looR,  doit  être  en  outre  plus  petit  que  le  double 
produitde  la  racine,  exprimant  ici  des  dizaines,  parlechiffre9, 
augmenté  du  carré  de  ce  chiffre  ;  ou  lOoR  <  20m  X  9  +  9*1 
ce  qui  fournit  bien  la  seconde  condition. 

Exemples.  —  Racine  carrée  deS.  —  Soient  R^,  R„  R|. . ., 
les  restes  successifs  ;  on  a 

Rj  =  2  ;  Rt  =  1 1  ;  R,  =  71  ;  R4  =  176. 
On  obtient  20  <  200  <  9.29 

340  <  iioo  <  9.349 
3460  <  7100  <  9.3469 
34640  <  17600  <  9.34649. 
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La  première  condition  u*esl  pas  remplie  dans  cette  dernière 
inégalité»  et  en  elfet  on  a 

V3  =  f, 73205, 

et,  si  l'on  prend  les  deux  racines  par  défaut, 

1,732  et  1,7320, 
elles  sont  égales. 

Racine  carrée  de  6.  —  Ici,  R|  =  2;  R,  =  24  ;  R3  =  464: 

R^  =  2390. 

On  obtient  40  <  200     <  9.49 

480  <  2400   <  9.489 

4880  <  46400  <  9.4889; 

dans  cette  dernière  inégalité,  la  seconde  condition  n'est  p/ 

remplie,  et  deux  racinespar  excès  sont  stationnaires:  eL 

effet  y6   =r   2,449; 

les  deux  racines  par  excès 

2,45  et  2,450 
sont  égales. 

3.  —  Racines  cubiques.  On  peut  appliquer,  sans  qui 
soit  besoin  d'entrer  dans  de  grands  développements,  ce  qu 
précède  à  la  racine  cubique. 

On  trouvera  sans  peine  la  double  condition 
3m*n*  -{-3mn  <«''R  <  [3m*n^ -{- 3mn{n —  i)  +  (n  —  i)*]  (n— : 
et  si  Ton  fait  n  =  10,  on  a 

3oom*  +  3om  <  loooR  <  (3oow*  +  3om  9  -|-  9*19 

Ces  expressions  ont  dû  être  formées  dans  l'extractioD  > 
la  racine. 

Exemple.  —  Racine  cubique  de  2.  —  On  a  R^  =  i  ;  R^  =  2;:. 
R,  =46875  ;  R4  =:  438302 1 . 
Les  conditions  sont 

33o  <  1000  <  9  (3oo  +  30.9  -{-  9*; 
43200  +  36o  <  272000  <  9  (43200  +  360.9  +  9*> 
4687500  +  3750  <  46875000  <  9  (4687500 -|-  3750.9  -f  [i- 
La    dernière  partie   de  cette  double  inégalité   n'est  pa^ 

vérifiée;  en  effet  }J  2  =  1*259 

et  on   obtient   deux  racines  cubiques  par  excès   qui  so:^ 

égales,  savoir  1,26  et  1,260. 

6.  —  On  peut  suivre  ensuite  pour  définir  vA  ou  \A   .^ 
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raisonnements  connus,  et  montrer,  comme  le  fait  M.  Bourget 
on  toute  rigueur  dans  son  Arithmétiqtiey  que  la  limite  vers 
laquelle  tendent  les  valeurs  approchées  de  la  racine,  par 
défaut  et  par  excès,  est  indépendante  du  mode  d'approxi- 
mation adopté. 


FORMULES  TRIGONOMETRIQUES 

RELATIVES   AUX   ÉLÉiMEXTS    d'uN   TFUANGLE   RECTILIGNE 

[SutUf  voir  page  297  et  suiv.) 


25.  —  Les  triangles  semblables  BHC,  BÂ'B'  donnent 

h'e  a 

Cj  hb 

de  même,  les  triangles  semblables  C'HB',  BA'B'  donnent 

h%    ^1 

Pa  h 

On  chasse  les  dénominateurs,  on  ajoute  membre  à  membre 
ot  Tqn  a  ft6  A»  =  aci  +  a^pa . 

De  même,  la  comparaison  des  triangles  semblables  BHC, 
C'AC  d'une  part,  C'HB',  GAG  d'autre  part,  donne  facilement 
par  une  méthode  analogue 

hb  hc  =  abi  -f-  tti^fa  • 

Par  suite,  en  ajoutant  membre  à  membre,  et  remarquant 
]ue  l'on  a  p^  -{-  qa  =  a, 

>n  a  2hb  hc  =  a{a^  +  ^i  ■+■  ^i). 

Donc,  en  multipliant  par  — —,  et  posant 

)n  a  Aa  hb  hc  =  2Spj. 

36.  — On  a,  d'après  la  formule  que  nous  venons  de  trouver, 

hb  hc  =  ap|. 
On  trouverait  de  même 

hc  ha  =  fcpi 

ha  hb  =  cpi 
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Donc,  en  ajoutant,  on  aura 

hahà-^-  hahe  +  h  hc  =  {a  -{-  b-jr  <^)pi  =  ^fPv 

27.  —  On  sait  que  l'angle  A'  est  le  supplément  du  double 
de  l'angle  Â,  et  que  le  rayon  du  cercle  des  neuf  points  est 
la  moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit;  on  en  déduit 

a^  =  R  sin  2A  =  a  cos  A 
bi  =  R  sin  2B  =  6  cos  B 
Cl  =  R  sin  2C  =  c  cos  C 
Ajoutons  membre  à  membre,  on  trouvera 

«1  +  *i  H"  ^1  =  û  cos  k  -{-  h  cos  B  +  c  cos  C. 
Mais  on  a 

a       6       c       2,p 

sin  A  sin  B  sin  C  sin  A  +  sin  B  -j-  sin  C  * 

donc  on  aura 

sin  2A  +  sin  2B  -}-  sin  2G 

^^*  ~^     sin  A  +  sin  B  +  sin  G     " 

Gomme  les  angles  A,  B,  G  sont  les  angles  d'un  irianglt^. 

la  fraction  qui  est  au  second  membre  se  réduit  à 

o    .      A     .     B     .      G 
8  sin  —  sm  —  sin  — ; 
222 

.      A     .     B     .      G 

donc        p,  =  4P  sin  —  sm  —  sm  — . 
'^        ^'^  2  2  2 

RELATIONS  DIVERSES 

En  appelant  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  r  le  rayoL 
du  cercle  inscrit  et  r\  r\  r"  les  rayons  des  cercles  ex-inscrit? 
tangents  respectivement  aux  côtés  a,  b,  c;  et  conservaDi 
en  outre    les    autres    notations    indiquées    précédemment 
nous  aurons  les  relations  suivantes  : 

S  ^ 

28.  —  On  a        r"  = r-l  r'  = 


p  —  6  '  p  —  c  ' 

par  suite  rV  =  ^^  _  ^^'^^  _  ^^  =  P  (p  -  «). 

de  même  rr'  =  {p  —  6)  (p  —  c)  ; 

on  en  tire  alors      rV  —  rr  =  2p*  —  2pa  —  bc 

ou  bien  /V  —  n*'  = —  (6*  +  c*  —  û*)« 
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Mais  nous  avons  va  précédemment  (n®  20)  que  l'on  a 

ha  h'a  =  —  (6*  +  c*  —  a«)  ; 

donc  on  a      rV  —  rr'  =  ha  h'a  . 

On  aurait  deux  autres  formules  analogues,  et  eu  ajoutant 
on  trouverait 
rY  +  r V  +  rV  —  rr'  —  rr"  —  rr'  =  ha  h'a  +  h  h'b  +  Ac  A'c 

=  —  (o*  +  6*  +  c«). 

29.  —  Les  formules  qui  donnent  les  rayons  des  cercles 
inscrits  et  ex-inscrits  donnent  facilement  la  formule 

rr'Yr'  =  S«. 

D  autre  part,  on  a  R  =:  — ^. 

Multipliant  les  deux   membres  de  cette  dernière  égalité 

par  — -y  on  trouve  facilement  après  réduction 


2 

B  A-  hi.  h. 


R  ha  hb  hc 


2 

En   comparant   cette    égalité   avec    celle    précédemment 
obtenue,  on  a  la  relation 

rr"r'     _    R 

ha  hb  hc         2r 

30.  — Nous  avons  vu  plus  haut  (n*  26)  que  Ton  avait  la 
relation 

ha  hb  •\-  hb  hc  +  hc  ha  =  2pp^  ; 
d'autre  part  on  sait  aussi  que 

S  =  R/?i  =  rp. 
Cette  dernière  relation  nous  donne 

2ppi          2r  ' 
En  remplaçant  2ppi  par  sa  valeur,  il  vient 
p* R_ 

ha  h    -\-  ha  hc  -{-  hbhc    "~    27*  ' 

31.  —  D'autre  part,  il  est  facile  de  reconnaître  que  Ton  a 

rY  +  rV  +  r'Y  =  p*. 
Donc  en  remplaçant  p*  par  sa  valeur  dans  la  formule  que 
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nous  venons  de  trouver,  et  comparant  l'égalité  ainsi  écriie 
à  celle  de  l'article  précédent,  nous  trouvons 

rr  r       r r   -j-  r  r    -|-  r  r 

ha  hb  hc  Aa  Aft  +  Aa  Ac  -|-  hb  Ac 

32.  —  On  a  aha  =  bhb  =  chc  =  2pr  =  2S. 
On  en  tire  immédiatement 

abc 

33.  —  La  formule  bien  connue 

r  +  r"  +  '*'  —  /•  =  4R 
nous  donne,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré  et  tenant 
compte  de  la  formule  donnée  au  n"^  39, 

r'«  -f  r'*  +  r'*  +  r*  =  16R*  —  (a«  +  6*  +  c«). 
Mais  d'autre  part  on  a 

A'«  =  4R*  —  a* 
h'I  =  4R«  —  6* 

h'I  =  4R«  —  c« 
Ajoutons  membre  à  membre,  nous  aurons 

A  a  +  hi  +  h'l=i  2R«  —  (a*  +  6*  -F  c»). 
On  en  tire  facilement 

r«  +  ,.'«  +  r"*  -f  7-"*  =  4R«  +  Aa*  +  hb  +  /i?. 

34.  —  Nous  avons  vu  (n®  27)  que  Ton  avait  la  relation 

.      A      .      B      .      C 

p.  =  4P  siii sin sm 

2  2  2 

Multiplions  les  deux  membres  par  R,  et  remplaçons  p^R 

par  son  égal  pr;  nous  aurons  la  formule 

^    .       A      .       B      .       C 

r  =  4R  sin  sin  sin  . 

222 

On  aurait  de  même 

ABC 

p^  =  4(p  —  à)  sin cos cos ; 

^  ^  ^ 

on  multipliant  par  R  les  deux  membres  et  remplaçant  p,R 

par  son  égal  {p  —  a)  r\  on  a 

T>    .      A  B  C 

r  =  4R  sm  cos cos  . 

222 
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On  trouvera  également 

^    .       B  C  A 

r  =  4R  sin cos  cos 

2  22 

^    .      C  A  B 

r  =  4R  sin  cos cos . 

222 

35.  —  En  ajoutant  membre  à  membre  ces.  trois  dernières 
formules,  on  trouve 

r  -{-  r'  +  r"  =  2R^cos«  —  +  cos*  —  +  cos»  —\ 

=  3R  +  R(cos  A  +  cos  B  +  cos  G). 

36.  —  On  trouverait  facilement  en  prenant  les  rayons 
deux  à  deux,  les  égalités  suivantes  : 

I      '  ^    .      A  B  — G 

r  ^  r  =  4R  sin  —  cos • 

2  2 

r  4-  r^  =  4R  cos* , 

^  2 

et  aussi        r  —  r  =  4R  sin*  

2 

,       .        ^  G      .      A— B 

r  —  r  =  4R  cos   sm 

2  2 

et  les  formules  analogues. 
On  en  déduit  immédiatement 

r  -j.  r^  4-  r"  —  3r  =  4R(sin*  -^  +  sin*  Jj-  +  sin*  ~) 

et  aussi 

3r  +  r  +  r"  +  r'^  =  4R(co3  A  +  cos  B  -f  cos  G). 


QUESTION  208 

Holntlon  par  M.  Y.-M.  Arnaud,  élève  du  Lycée  de  Nice. 


Soit  ABG  un  triangle;  de  part  et  à!  autre  (2e  BG  on  construit  les 
triangles  équilatéraux  A'BG,  A"BG;  soit  X  Vangle  A'AA'.  Soient 
de  même  Y  etZ  les  angles  obtenue  de  la  même  façon  en  prenant 
les  autres  côtés.  On  a  la  relation 

cos  X -{- cos  Y  -j-  cos  Z  ==  o. 

(E.  Lemoine.) 

JOURNAL  DB  MATH.  1880.  32 
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Soit  m*  Taire  du  triangle  ABC,  et  2^'  la  somme  des  carrés 

des  côtés. 

On  a  d'abord 

AA*  +  AA'*  —  A'A-* 
cos  X  = K  A'  ^^  4  %ir ; 

2AA   X  AA 

on  a,  d'autre  part,  d'après  un  théo- 
rème connu, 

AA*  4-  AA''*  =  2 A»; 

AA"  =  y/*»  +  2m*/3; 

A  A  =  y/fc»  —  2m*/3T 
Donc 


AA'  X  AA"  =  y**—  I 

Enfin    A'A"*  =  3a*. 

Donc 

2Jtt_  3a« 


21ÏI*. 


cos  X  = 


On  aurait  de  même 

cos  Y  = 

cos  Z  = 


t/ft*  —  I 


2m^ 


2fc«  —  36* 


2Vfc*—    12m* 

2k*  —  3c* 


2Kfc*  —  12m* 

En  faisant  la  somme  il  Tient 

6k*  —  3(a«  +  6»  +  c«) 
cos  0?  +  cos  y  +  cos  «  = .  =! ^ 

6ii:«  _  6  k* 
=  — ===-  =  o. 

2y/r*  —  12m* 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Heurtaux,  Externat  des  éiu- 
diants  nantais;  Raymondier,  Pensionnat  Saint-Louis  à  Saint-Etienne;  Pa\eQi. 
Collège  de  Verdun  ;  Huet,  à  Orléans  ;  Wittenmayer,  à  Vendôme. 


QUESTION   222 

•oloUon  par  M.  D'OcAGNBf  du  Lycée  Fontanes. 


Mener  par  un  point  trois  droites  de  longueurs  données  telles 
que  leurs  extrémités  soient  les  sommets  d'un  triangle  équilaiérùl. 
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Soient  OA,   OB,  OC  les  droites  cherchées. 

Construisons ^sur  OA  le  triangle  équi- 
latéral  OAD  et  joignons  BD.  Les  trian- 
gles BAD  et  OAG  sont  égaux  :  car  AB 
=  AC,  AD  =  OA  et  BAD  =  6o«  +  OAB 
=  OAC.  Par  suite  BD  =  OC. 

D*oîi  la  solution  :  On  construit  le 
triangle  OBD  ayant  pour  côtés  les  trois 
longueurs  données,  puis  on  mène  OA 
faisant  avec  OD  un  angle  de  60^  et 
sur  laquelle  on  prend  OA  =  OD.  On 
achève  alors  le  triangle  équilatéral  * 
ABC  et  on  tire  OC. 

Le  problème  sera  possible  si  Ton  peut  construire   avec 
les  trois  droites  données  le  triangle  OBD. 

Nota  :  Oot  résolu  la  même  question:  HM.  Bois,  du  lycée  deMontauban;  Marin, 
à  Agen;  Huet,  à  Orléans;  Billler  et  Simon,  à  Lons-le^ulnier  ;  Joly,  À  Tarbes; 
Bonneville,  à  Toulouse  ;  Heurtaux,  à  Nantes  ;  Roubault,  à  Melun  ;  Renault,  à 
Bordeaux;  H.  Bourget,  à  Aix;  Malcor,  Lacan,  à  Toulon;  Lachesnais,  à  Ver- 
sailles. 


QUESTION  223 

tfolatlon  par  M.  P.  CHaÂTiBii,  élève  au  Lycée  du  Havre. 


Les  six  axes  radicaux  des  quatre  cercles  tangents  aux  côtés 
cTun  triangle  pris  deux  à  deux  sont  les  bissectrices  des  angles 
du  triangle  formé  en  joignant  les  milieux  des  côtés. 

Soit  ABC  un  triangle;  OO'O' les  centres  des  cercles  exin- 
scritSy  M,  N  les  points  de  contact  des  côtés  AB,  AG  avec 
le  cercle  0.  Si  2[jk  est  le  périmètre  du  triangle  ABC,  on  a 
AM  =  AN  =  [A. 

De  même  si  L  et  Q  sont  les  points  de  contact  de  0'  avec 
BC  et  AG,  on  a  CL  =  GQ  =  fJL.  Donc  AN  =  CQ,  par  suite 
GN  =  AQ  et  B'  étant  le  milieu  de  AG»  nous  aurons 
B'N  =  B  Q. 

B'  est  donc  un  point  de  Taxe  radical  des  deux  cercles 
O  et  0'.  Get  axe  radical  est  perpendiculaire  à  00',  ligne 
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des  centres,  par  suite  parallèle  à  BO'.  Joignons  A'B'C 
milieux  des  côtés  du  triangle  ÂBG.  B'D  est  bissectrice  de 
l'angle  A'B'C,  car  les  angles  A'BC  et  A'B'C  sont  égani 
comme  ayant  leurs  côtés  parallèles  et  TouTerture  dirigée  en 


sens  contraire  et  de  plus  BO'  est  la  bissectrice  de  ABC.  De 
même  les  axes  radicaux  A'D,  CD  sont  les  bissectrices  des 
angles  CA'B'  et  A'CB'.  Le  point  D  est  donc  le  centre  da 
cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Daguillon,  du  Lycée  Henri  IT: 
Uonterou,  à  Pau;  Deslais,  au  Mans;  Heurtaux,  à  Nantes;  Gallon,  Lyoùe 
Louis-ie-Grand;  Bénard,  à  Cb&teauroux. 


QUESTION   225 

BolatloB  par  BI.  Louis  Sicard,  élève  du  Lycée  de  Lyon. 


Trouver  le  plus  grand  des  triangles  inscrits  dans  un  cercle 
donné,  pour  lesquels  la  différence  de  deux  angles  est  constante. 

Soit  ABG  Tun  de  ces  triangles  inscrits  dans  un  cercle  de 

rayon  R.  Soit  S  sa  surface,  on  a 

^ ac  sin  B 


ayec  B  —  G  = 


0). 


—  801  — 

Or,  a  =  2R  sin  B,     c  =  2R  sin  C. 

Dès  lors  S  =  2R*  sin  A  sin  B  sin  G  ; 

mais      2  sin  B  sin  G  :=  cos  (B  —  C)  —  cos  (B  +  G); 
dès  lors  S  =  R^  sin  A  (cos  w  +  cos  A). 

On  a  donc  à  chercher  le  maximum  de 

sin  A  (cos  0)  +  cos  A), 
lequel  a  lieu  en  même  temps  que  celui  de 

sin*  A  (cos  û)  +  cos  A)* 
ou  de        (i  +  cos  A)(i  —  cos  A)(cos  w  +  cos  A)*. 

Gette  expression  sera  maximum  lorsque  Ton  aura 

+ . .  =0; 


I  +  cos  A   I  —  cos  A   cos  û>  -j-  cos  A 
d'oli       2  ces*  A  -f"  cos  o)  cos  A  —  1=0 

—  cos  (0  ±  y  8  4-  cos*  iù 

et       cos  A  =  • 

4 
Les  deux  valeurs,  que  Ton  trouve  pour  cos  A  sont  réelles. 

Voyons  si  elles  conviennent  toutes  les  deux. 

Un  cosinus   devant   toujours  être   compris  entre  4~  >  ^^ 

—  I ,  on  posera  ,«_._^_.«^ 

—  cos  (0  -j-  ]/&-}-  cos*  û) 

-  —  I  ;  (i) 

4 

d'oii  cos  (I)  >,  —  I  : 

cette  solution  (1)  est  toujours  admissible. 
Si  Ton  pose 

—  cos  (0  —  y  8  +  cos*  (0     ^  _  ^ 

4  "" 

on  en  tire  cos  w  <,  i  ; 

cette  seconde  solution  (2)  est  également  admissible.  Il  y 

aura   donc   deux  valeurs  de  Tangle  A  pour  lesquelles   le 

triangle  en  question  sera  maximum. 

Nota.  —  Ont  résolu  cette  question  :  MM.  Bois,  de  Montauban;  Santel,  de 
Perpignan;  La  Chesnais,  à  Versailles. 
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SUR  LES  TANGENTES  AUX  POINTS  DOUBLES 

DE  l'intersection  DES    SURFACES 

par  M.  SoBf  «7I0,  examloatear  d'admission  à  l'Eeole  eeotnie 

des  arts  et  manoiactares. 


Théorème.  —  Lorsqu'une  surface  de  révolution  est  toiU  à 
la  fois  touchée  et  coupée  par  un  plan,  le  point  de  contact  est  m 
point  double  de  la  section. 

Soient  (fig.  4)  :  %^  %,  les  projections  de  Taxe  suppose 
vertical  ;   \k\   \k\  la  projection  yerticale   du  méridien  de 


Fig,  4. 

front  ;  m,  m'  le  point  de  contact,  amené,  par  une  rotation 
autour  de  %^  %'  sur  ce  méridien  de  front. 
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La  tangente  F,  en  m',  à  (x',  est  la  trace  verticale  da  plan 
taugent  au  point  choisi  ;  nous  l'adopterons  pour  axe  des  abs- 
cisses et  nous  prendrons  pour  axe  des  ordonnées  la  parallèle 
à  la  ligne  de  terre  menée  par  m.  Tout  d'abord,  construisons 
par  remploi  d'un  plan  horizontal  auxiliaire  ayant  Q'  pour 
trace  verticale  et  voisin  de  m,  tn,  deux  points  (w^,  u), 
(U),  u)  de  la  section. 

En  faisant  voir  que  la  courbe  d'intersection  a  deux  tan- 
gentes en  m,  nous  aurons  par  là  même  démontré  que  la 
courbe  dans  l'espace  présente  elle-môme  au  point  corres- 
pondant M  deux  tangentes,  et  que,  par  suite,  ce  point  est 
double. 

Pour  ce  but,  tirons  les  droites  mui,  mu^  ;  désignons  par 
V  la  rencontre  des  droites  u^u^,  mz  et  par  a  l'angle  U{mz. 
Lorsque  le  plan  horizontal  dont  Q'  est  la  trace  verticale  se 
déplace  en  se  rapprochant  du  point  m,  m\  les  points  u^,  t/, 
se  déplacent  également  et  s^  rapprochent  de  m;  il  s'ensuit 
que,  à  la  limite,  les  droites  mu^rnu^  seront  tangentes  en 
m  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  étudiée.  Four 
déterminer  les  positions  de  ces  tangentes,  cherchons  donc  la 
limite  de  tang  a. 

On  voit,  immédiatement,  que  l'on  a 

tang  CL=  ±  — — . 

tnv 

Désignons  :  par  R|,  R  les  rayons  des  parallèles  placés, 
respectivement,  dans  le  plan  horizontal  auxiliaire  et  dans 
celui  qui  contient  le  point  m,  tn  ;  par  a ,  x,  y  le  point  de 
rencontre  de  [l  avec  Q'  et  ses  coordonnées  ;  par  a,  b  les  points 
de  croisement  du  plan  de  front  conduit  par  z,  z  avec  la  pro- 
jection horizontale  du  parallèle  de  rayon  B^,  et  enfin  par  f) 
l'angle  que  fait  F  avec  une  verticale  quelconque.  Cela  posé, 

on  aura  u^  v  =  K  «v  .  vft  =  Y  y  (2R1  —  t/), 

mv  =x  sin  p. 
La  substitution  des  valeurs  de  u^v  et  de  mv  dans  la  pre- 
iniëre  formule  donne  ensuite 

.„„,,- -4-  y  y  (2R.-y) 

tanff  a  =  zt : — :: 

^  a;  sin  ^ 
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ou  bien 

Lorsqu'on  passe  à  la  limite,  R^  tend  vers  R  et  le  rapport 
—,  qui  n'est  autre  chose  que  le  coefficient  angulaire  de 

Ou 

la  tangente  menée  par  l'origine  à  la  courbe  jx',  devient  nul. 
on  trouve  donc 

limtang«=±-^|/^3R  lim  X. 

Tout  se  réduit  actuellement  à  la  recherche  de  la  limite 

du  rapport  -^ . 

Soit  y  =  f{x)  l'équation  de  la  courbe  [l  ;  en  développant 
son  second  membre  par  la  formule  de  Mac-Laurin,  on  trouve 

AT**  +  ^ 

dans  laquelle  6  est  une  fraction  proprement  dite,  inconnue. 
Dans  la  présente  question  f(o)  =  o,  f'{o)  =  o,  puisque 
la  courbe  (a'  touche  l'axe  des  abscisses  à  l'erigine  ;  l'équa- 
tion (1)  se  peut  donc  écrire 

^  =  -i-no)  +  -^r(o)+... 

"^    1.2.3  ...  n    '  ^  ^  "ï"     1.2.3  ...  n{n  +  i) 
en  faisant  tendre  œ  vers  zéro,  on  trouve,  en  général, 

lim  -^  =  —  r(o).  (2) 

La  relation  cherchée  est  donc 

lim  tang  a  =  zfc  — r-i Jr  r(o).         (3) 

sm  ^      Y      '  ^  ^ 

En  général  f'{o)  n'est  pas  nul  ;  donc,  à  cause  du  double 
signe  compris  dans  la  formule  (3),  m,  m  est  un  point  double 
de  la  section. 

Les  tangentes  au  point  double,  nous  allons  le  faire  voir 
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dans  un  instant,  se  déterminent  facilement  en  construisant 
la  limite  de  Tangle  a;  mais,  antérieurement,  cherchons 
une  interprétation  géométrique  de  ("{o). 

L'équation  de  la  ligne  jjl',  dans  le  systbme  ccmt/,  peut  s'écrire 
X  =  cp(t/)  :  les  fonctions  /  et  ç  étant  inverses. 

Conservons  Taxe  des  abscisses  et  remplaçons  celui  des 
ordonnées  par  une  perpendiculaire  Y  à  mx^  menée  par  m  ; 
les  formules  de  transformation  donnent,  en  appelant  X,  Y 
les  coordonnées  nouvelles  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  [l\       œ  =  X  -\-  Y  tang  p, 

^  cos  p  ' 

donc,  dans  le  nouveau  système  d'axes,  Téquation  de  [l  est 

X  =  -  Y  tang  p  +  ,(-^). 

D*autre  part,  il  est  manifeste  que  le  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  [l  en  m',  que  nous  désignerons  par  p,  est  égal  à 
la  limite  de  la  sous-normale,  comptée  sur  Taxe  mT,  et  rela- 
tive à  un  point  de  jx'  qui,  d'abord  voisin  de  m\  se  rappro- 
cherait de  ce  dernier  et  tendrait  à  se  confondre  avec  lui. 
Nous  désignerons  par  {x^,  j/^),  (Xi,  Y^)  les  coordonnées, 
prises  respectivement  dans  chacun  des  systèmes  d'axes,  de 
ce  point  voisin  ;  l'équation  correspondante  de  la  normale  à 
tx'  sera  alors  Y  —  Y^  =  —  X\(X  —  X^), 
et  la  sous-normale  sera  égale  à 

Xi  Xj, 
par  suite,  on  aura       p  =  lim  {X\  X^). 

D'ailleurs,  de  l'équation  de  la  courbe  ix'  dans  le  nouveau 
système  d'axes,  on  tire 

r.  =  -tangp  +  ,'(î/.)-^; 

la  substitution  de  la  valeur  de  X\  dans  celle  de  p  donne, 
puisque  X^  tend  vers  zéro. 


cos  p 
ou  p  = —  lim 


Xi 


cos  p        n^t) 

I  g?!  —  y<  sin  p 

ou  encore  p  = r-  lim  rr, — ; 

^         cos  p  /  (^i) 
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Lorsqu'on  donne  à  Xi  la  valeur  zéro,  la  dernière  fraction 
deyient  indéterminée  ;  remplaçons-la  donc  par  le  rapport 
des  dérivées  de  ses  deux  termes,  ce  qui  donne 

«  —    '     lim  '— n^i)g^'^p 
*^  ""  cos  p  r(Xi) 

en  passant  à  la  limite,  on  trouve 

I  I 

^     côsTp    r(o) 

ou,  finalement, 


La  relation  (3)  devient  alors 


lim  tang  a  =  d: 


sin  P  '  p  cos  p 
Soient:  co'  la  projection  verticale  du  centre  du  parallèle 
qui  passe  par  le  point  double;  <i>\  la  projection  de  même 
nom  du  sommet  du  faisceau  des  normales  à  la  surface 
menées  par  les  divers  points  de  ce  parallèle,  et  c'  la  pro- 
jection verticale  du  centre  de  courbure,  en  m,  m',  du  méri- 
dien de  front.  Nous  aurons  : 

mtù'  R  , 

ma)*  =         ^  ^         ^  ;  me   =  p 
*        cos  p         cos  p  ^ 

et,  par  suite,  

lim  tg   a  =  d=  -^^    ]/  ^?>*    =  ±  ".     71r^^rF=========r ' 

sm  p    '     me  sinpymc.fno>| 

Décrivons  sur  co^c'  comme  diamètre  une  demi-circonfé- 
rence et  soit  E'  son  point  de  croisement  avec  P',  projetons 
ensuite  E  en  E',  sur  zm;  on  aura  alors 

sin  p  Y  me  .  miû\  =  wE, 

et,  finalement,         lim  tg  a  =  =b  — rr-  • 

^  mK 

La  construction  se  termine  manifestement  comme  il  suit: 
à  partir  de  E,  sur  EE'  et  sur  son  prolongement,  on  portera 
des  longueurs  Kl^,  Kl^  égales  toutes  deux  à  mV^  et  les 
droites  de  jonction  des  points  Z^,  l^  au  point  m  seront  les 
tangentes  cherchées. 
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NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  liouanme,  professeur  au  Lycée  de  Gaen. 


SYSTÈME  DE  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS  PARALLÈLES  BANS  DEUX  CONIQUES. 

En  prenant  les  équations  de  deux  coniques  rapportées  a 
des  axes  quelconques 

005*  +  2bxy  +  C^*  +  2^0;  +  261/  -f-  /*  =  o 

a'x*  +  2b' xy -[-  ex*  +  2d'x  +  ae'j/ -j-  /'  =  o, 
les  diamUres  conjugués  d'une  droite  de  direction  m  sont 
donnés  par  les  deux  suivantes  : 

005  +  fty  +  d  =  ^(bx  -|-  rfj/  +  e)  =  o 

a'x  +  b'y  -f-  d'  =  m(b'x  -(-  d'y  -j-  C)  =  o. 

Pour  que  ces  droites  soient  parallèles,  on  doit  avoir  : 

a  -j-  bm         b  "\-  me 


f    9 


a  +  Vm  b'  +  me 

ce  qui  conduit  à  l'équation  du  second  degré 

(6c'  +  c6>«  +  a&  +  ca')m  +  (ab'  —  ba)  =  o.       (1) 
En  général,  on  a  donc  deux  diamètres  conjugués  paral- 
lèles. Les  directions  sont  données  par  les  racines  de  cette 
équation;  en  effet,  en  prenant  pour  axe  des  x  l'une  d'elles 
et  pour  axe  des  y  sa  conjuguée,  on  est  conduit  à  l'équation 

cm*  +  {ac'  —  ca)m  =  o 
dont  une  racine  est  o  et  l'autre  est  oo ,  c'est-à-dire  les  direc- 
tions des  deux  axes  choisis. 

Lorsqu'on  a  — r  =  tt  =  — 7->  il  y  a  iine  infinité  de  dia- 
^  c  b  a         *^ 

mètres  conjugués  parallèles. 

Il  importe  de  savoir  si  les  racines  de  (1)  sont  toujours 
réelles^  ou  d'indiquer  dans  quels  cas   ce  fait  se  présente. 
La  condition  de  réalité  est 

(ac  —  cay  —  4'(6c'  —  cb')  {aV  —  ba)  >  o,  (2) 

qu'on  peut  écrire  aussi  sous  cette  autre  forme  : 

(2  66'  —  ad^  cay  —  (6»  —  ac)(6'»  —  a'c)  >  o.     (2  bis) 
Cette  fonction  des  coefficients  que  je  désigne  par  R  n*esl 
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autre  chose  que  la  résuliante  ou  réliminant  des  équations 
des  directions  asympto tiques  : 

f(m)  =  aix*  +  26{x  -j-  c  =  o 
(p(m)  =  ajA*-}-  26V  -(-  c'=  o. 
La  question  est  donc  ramenée  à  l'étude  de  R. 
A  cet  effet  il  faut  considérer  les  cas  suivants  : 

1®  Deux  ellipses,  —  En  désignant  par  a  et  p  les  racines 
de  f{m)  =  o  et  par  a  et  p'  celles  de  <p|i.  =  o,  on  sait  que 

R  =  ç(aMP). 

Dans  le  cas  des  ellipses 

^  =  Pi  +  *?i  *'  =  ?•  +  *9t 

P  =  Pi  —  «S'i  P'  =  Pi  -f  *?i- 

Alors 

R  =  a«[(p,  -  p,y  +  (g,  +  g.)«][(p,  -  p.)«  +  (ç,  -  q,n 

Cette   quantité    est   essentiellement   positive;    alors  le^ 

racines  de  (1)  sont  réelles  et  deux  ellipses  ont  toujours  un 

système  de  diamètres  conjugués  parallèles  ;   c'est  ce  que 

montre  d'ailleurs  la  fonction  R. 

ï»  Deiux)  hyperboles.  —  Alors  a,  p,  a  et  p'  sont  réelles  :  sup- 
posons d'abord  a  >  a  >  p  >  p', 
alors       R  =  o*  (a'  —  a)  (a  —  p)  (f  —  a)  (P'  —  p)  >  O 
et  les  racines  de  (1)  sont  réelles;  ce  résultat  serait  le  même 
pour  a  >  a  >  p'  >  p. 

Supposons  que  a  >  a  >  p'  >  p  ;  alors  R  <  o  et  les  racines 
de  (1)  sont  imaginaires. 

Si  on  a  a  =  a,  R  :=  o  et  les  valeurs  de  m  sont  égales  :  leur 

valeur  commune r-: rr  est  précisément  la  raison  com- 

26c  — co 

mune  aux  équations  ç  (m)  =  o  et  f(fn)  =  o.  C'est  donc  une 
des  directions  asymptotes. 

Or  on  sait  que,  dans  ce  cas,  le  diamètre  se  confond  avec 
la  direction  de  la  corde  conjuguée  ;  c'est  ce  qui  expliqua 
régalité  des  racines. 

Alors  quand  les  directions  asymptotiques  de  l'une  des 
coniques  renferment  celles  de  l'autre,  il  y  a  un  système  de 
diamètres  conjugués  parallèles;  autrement  il  n'y  en  a  pas. 
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30  Ellipse  et  parabole.  —  En  prenant  R  =  (266'  —  a'c  —  ac'f 
—  (6*ac)(6'*a'c'),  on  voit  qu  il  se  réduit  à  (266' —  ac  —  ac)*  et 
par  conséquent  que  les  racines  de  (1)  sont  réelles. 

4°  Hyperbole  et  parabole.  —  Alors  R>o,  ou  R  =  o  ;  pour  R  =  o 
la  direction  de  Taxe  de  la  parabole  est  celle  de  Tune  des 
asymptotes  et  on  retombe  sur  les  diamètres  singuliers. 

S^  Ellipse  et  hyperbole.  —  En  prenant  pour  R  la  forme  déjà 
employée  au  3°  cas,  on  voit  immédiatement  la  réalité  des 
racines  et  l'existence  du  système  de  diamètres  parallèles. 

6°  Deux  paraboles.  —  Dans  ce  cas  les  deux  diamètres  con- 
jugués parallèles  sont  toujours  réels,  et  si  les  axes  sont 
parallèles,  il  y  en  a  une  infinité. 

On  peut  former  le  tableau  suivant  qui  résume  cette  dis- 
cussion : 

Deux  ellipses,  ]  t>^ 

Ellipse  et  hyperbole,        Certitude  de  la  réaUlé  des  diamë- 

Elhpse  et  parabole.  (     ^^^^  conjugués  parallèles. 

Deux  paraboles.  j 

Deux  hyperboles,  |  Incertitude,  la  réalité  dépend  des 

Hyperbole  et  parabole.  )      directions  des  asymptotes. 

DIAMÈTRES  CONJUGUÉS  PARALLÈLES  DAMS  LES  SURFACES 

DU  SECOND  ORDRE 

En  prenant  pour  axes  des  coordonnées  un  système  de 
diamètres  conjugués  de  l'une  des  deux  surfaces,  les  équa- 
tions seront  : 

Ax*  +  A'j/«  +  k'z^  +  2Ca5  +  2Gy  +  2G'z  +  F  =  o 
ax^  +  ay*  -j-  ^"^^  +  ^^V^  H"  ^b'xz  -j-  2b''xy  +  ^^^ 

+  2cy  +  ^c^z  -j-  F  =  o. 
Pour  que  les  plans  diamétraux  conjugués  de  la  direction 
donnée  par  a,  ^  et  y  soient  parallèles,  on  doit  avoir  : 
gg  +  b'p  +  6  Y    _     b\  +  o^g  +  by 
Aa  ""  A'p 

b'a  +  op  -f-  a'y 

Ay 
et,  faisant  tous  ces  rapports  égaux  à  X,  on  en  tire  les  trois 
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équations  :         (o  —  M)*  +  b'p  -\-  t'y  :=  c 

b'a.  +  (a  —  ii')&  ~\-  bj  =  c 

ba  +  6?  +  (a'  —  XA')  y  —  o;. 

Ces  équations  ne  peuvent  être  compatibles  que  si  Ton  i  : 

|o  —  XA.       b'       b'    \ 

i  =        6'       a  —  XA.'    6        ==  o . 

1    b'  b    a'—Xk'l 

CeLte  équation  du   troisième  degré  a  ses  racines  réelles, 

comme  on  peut  l'établir. 

En  effet,  si  on  représente  par  A,  A',  A',  B,  B',  B*,  les 
mineurs  du  premier  ordre  du  déterminant  A,  et  par  a,  a',  a', 
b,  b',  b',  les  mineurs  de  même  ordre  du  délenniDant 
adjoint  dont  les  éléments  sont  A,  A',  etc. . .  ; 

Comme  ou  a  ti  ^  (a  — ■  XA)A  ou  A*A*  —  B*  ^  (a  —  ÀA).l, 
il  suffit  de  connaître  le  si^ne  de  d  pour  en  déduire  le  si^ne 
de  i  A'  =  (a  —  XA)((ï'  —  XA')  —  6'» 

A'  =  (fl  —  U.}(a  —  U')  —  ô" 

Soit  -T-  >  -TT-  >  -YT  ',  désignons  par  X,  et  X,  les  racine) 


de  A' 

=  0 

il> 

x>-ï 

-   > 

J,. 

Pour  X  = 

00 

d>  0, 

0  - 

XA<  o, 

A 

<oi 

X  — 

\ 

d<o. 

a  — 

1A<  o. 

À 

>o 

X  = 

K 

d  <  0, 

a  — 

Ji    >   0 

& 

<  0 

X  = 

—  00 

li  >  0, 

(0- 

Ji)  >  o 

A 

>   0 

Donc  les  trois  racines  sont  réelles. 

De  la  réalité  des  racines  de  A  ^  o,  il  ne  faut  pas  con- 
clure l'existence  de  trois  diamètres  conjugués  parallèles  dans 
les  deux  surfaces  ;  il  peut  arriver  que  pour  chaque  racine 
il  y  ait  une  direction  à  laquelle  correspond  seulement  dans 
chaque  surface  un  plan  diamétral  parallèle  à  l'autre.  C'esl 
ce  qu'on  peut  établir  en  considérant  successivement  deux 
surfaces  quelconques. 

1"  Deux  ellipsoïdes  ou  un  ellipso'ide  et  un  hyperboloidf-  — 
Rien  n'est  changé  dans  la  direction  des  diamètres  con- 
jugués par  une  simple  translation.  Alors  on  peut  amener 
les  deux  centres  è  coïncider. 
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Prenons  pour  axe  des  ;;  la  direction  donnée  par  Tune 
des  racines  de  A  =  o  et  pour  plan  des  xy  le  plan  diamé- 
irai  conjugué  ;  on  aura  pour  les  deux  surfaces  les  équa- 
tions suivantes  : 

Ax*  +  ky  +  A^iï*  +  2B'ccy  +  y  +  F  =  o  ; 
ox*  +  ay*  4"  ^'-5*  +  ^b'ocy  +  y  +  f  =  o. 

Pour  js  =  o,  on  a  les  sections  du  plan  diamétral  qui  sont 
deux  coniques  ayant  deux  diamètres  conjugués  communs, 
aiûsi  qu'il  a  été  démontré.  Il  en  résulte  que  deux  surfaces 
à  centre  dont  un  ellipsoïde  ont  toujours  un  système  de 
diamètres  conjugués  parallèles. 

2®  Ellipscfide  et  paraboloide.  —  On  peut  effectuer  une  trans- 
lation du  paraboloïde  qui  place  le  centre  de  Tellipsoïde 
sur  cette  surface  et  alors»  en  prenant  les  mômes  axes  que 
précédemment,  on  a  les  équations  : 

Ax*  +  Ay  +  AV  +  2B''xy  +  F=  o; 

ax^  +  d'y*  +  û*3*  -j-  2\aa^xy  4-  2ex  +  2ey  =  o, 
et  les  sections  par  le  plan  js  =  o  sont  une  ellipse  et  une 
parabole  ayant  deux  directions  conjuguées  parallèles.  Donc 
le  système   de  diamètres  conjugués  parallèles  existe  dans 
ce  cas. 

9^  Deux  hyperbolo'ides  ou  deux  cônes.  —  Les  deux  centres 
étant  amenés  à  coïncider  comme  précédemment,  le  plan 
z  z=z  o  donne  pour  intersection  deux  hyperboles,  et  on  sait 
qu'elles  n'ont  de  diamètres  conjugués  communs  que  si  les 
asymptotes  de  l'une  renferment  celles  de. l'autre.  Il  n'y  a 
donc  de  systèmes  de  diamètres  conjugués  parallèles  que  si 
les  cônes  asymptotes  transportés  parallèlement  de  manière 
à  ce  que  le  centre  soit  commun,  sont  tels  que  l'un  soit  inté- 
rieur à  l'autre. 

En  suivant  la  môme  marche  pour  d'autres  surfaces,  on 
est  conduit  à  former  le  tableau  suivant  qui  résume  toute 
l'analyse  de  la  question. 
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Deux  ellipsoïdes. 
Ellipsoïde  et  hyperboloïde. 
Id.       et  cône. 
Id.       et  paraboloïde. 
Id.        et  cylindre  elliptique. 
Id.        et  cylindre  hyperbo- 
lique. 
Ellipsoïde  et  cylindre  parabo- 
lique. 
Deux  paraboloïdes    elliptiques. 
Paraboloïde  elliptique  et  cylin- 
dre elliptique. 
Paraboloïde  elliptique  et  cylin- 
dre parabolique. 
Deux  cylindres  elliptiques. 
Cylindre    elliptique  et   parabo- 
lique. 
Deux  cylindres  paraboliques. 

Deux  hyperboloïdes  ou  deux 
cônes. 

Cône  ou  hyperboloïde  et  parabo- 
loïde. 

Paraboloïde  elliptique  et  hyper- 
bolique. 

Paraboloïdes  hyperboliques. 

Paraboloïde  et  cylindre  hyper- 
bolique. 

Cylindre  elliptique  et  hyperbo- 
lique. 

Cylindres  hyperboliques. 


Les  trois  racines 
de  À  =  G  donnent 
trois  diamètres  con- 
jugués parallèles. 


L'existence  du  systè- 
me de  trois  directions 
conjuguées  parallèlei 
est  subordonnée  aui 
positions  respectiTes 
des  cônes  asymptotes. 
plans  asymptotes, 
plans  directeurs  ei 
axes.  Dans  le  cas  de 
contact  il  n'y  a  pas  de 
directions  conjuguées 
parallèles. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 

Solatlon  de  ia  eomposition  mathématiqua 
par  H.  Janin,  élève  à  Técole  préparatoire  de  Saiate-Barbe. 

(Voir  l'énoDoé,  p.  324.) 


L'équation  d'une  hyperbole  équilalère  passant  par    les 
poiotis  M  et  N  est 

flc»  —  y"  +  2mxy  +  2pRy  —  R*  =  o.  (1) 

Prenons  maintenant  un  point  Q  sur  le  cercle  et  soient 
(Cq  =  R  cos  9  yo  =  I^  sii^  ? 

les  coordonnées  de  ce  point. 

Si  de  ce  point  nous  menons  des  tangentes  à  Thyperbole 
équilatère  (i),  l'équation  de  la  corde  des  contacts  sera  : . 
x(cos  ff  -{-  m  sin  tf)  -}-  y(wi  cos  «p  —  sin  9  -|-  P) 

+  (p  sin  9  —  i)R  =  0.  (2) 

Joignons  maintenant  le  point  Q  aux  points  A  et  B,  oii  la 
droite  (3)  rencontre  le  cercle  donné.  Pour  trouTer  plus  faci- 
lement l'équation  du  système  des  droites  QA,  QB,  transpor-- 
tons  l'origine  des  coordonnées  au  point  Q  ;  nous  ayons  alors 

oj  =  œ  +  R  cos  9         y  =  y'  -f"  ^  ^i^  f         (3) 
et  les  équations  du  cercle  et  de  la  droite  (2)  deviennent  : 

X*  -j-  y*  -|-  2^{x  cos  9  +•  y'  sin  9)  =  o  (G) 

a5'(cos  9  4"  ***  8^^  ?)  +  yT***  C03  ?  —  sin  9  +  p) 

-j-  2(1»  cos  9  —  sin  9  -f-  p)R  sin  9  =  0.  (2)' 
Pour  trouver  maintenant  l'équation  des  droites  QA  et  QB, 
il  suffit  de  former  une  combinaison  homogène  des  équations 
(G)  et  (2)'.  Cette  combinaison  est  : 

(ic'*-|-y'*)(mcos9 — sin  9 -f-p)  sin  9  =r  fo?' cos 9 -|-y  sin  9) 
X  [aj'(cos  9  +  ^  sin  y)  4-  y'(»»  cos  9  —  sin  9  -)-  p] 
c'est-à-dire  en  ordonnant 

[œ{i  —  p  sin  9)  +  y  {m  +  p  cos  ^)]x  =  o.    (4)' 
Telle  est  l'équation  des  droites  QA  et  QB,  l'origine  étant  en 
Q  ;  pour  avoir  l'équation  de  ces  droites  dans  l'ancien  sys- 
tème, il  faut»  dans  l'équation  (i)\  remplacer  x  et  y'  par  leurs 
valeurs  tirées  des  formules  (3),  ce  qui  donne  l'équation  (4)  , 
fâ;(x— psin9)+y(m+peo09J~(eos9  +  in8ia9)R][a?^RQQs9]>BO. 
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Bn  séparant  les  équations  de  ces  deux  droites,  on  obtient 
pour  Tune  l'équation 

œ  —  R  DOS  9  =  0 
qui  représente  une  droite  parallèle  à  Taxe  des  y. 

L'autre  droite  est  représentée  par  l'équation 
(i  —  p  sin  ^)x  +  (w  -|-  P  cos  (p)y  —  (cos  f  -j-  m  sin ç)R =0 
Cette  équation  peut  s'écrire 

{py  —  R)  cos  9  —  {px  -[-  mR)  sin  o  -f-  (x  -f-  my)  =  0. 
On  Yoit  maintenant  que,  quel  que  soit  f ,  cette  équation 
est  vérifiée  pour 

_  R  _        mR 

y-  p  ^-     p  ' 

d'oîi  X  -|-  my  =  G. 

Par  suite,  cette  droite  passe  par  le  point  fixe  dont  les 
coordonnées  sont 

P  P 

Remarque.  —  Il  est  facile  de  voir  géométriquement  que 

le  point  P  est  le  pôle  de  l'axe  des  x  par  rapport  à  Thypei- 

bole  considérée. 

Bn  effet,  lorsque  le  point  Q  vient  en  M,  la  corde  des  coq- 
tacts  coïncide  avec  la  tangente  à  l'hyperbole  au  point  M,  et 
des  droites  QA,  QB,  l'une  devient  la  tangente  au  cercle  «a 
point  M  (tangente  parallèle  à  l'axe  des  y)  et  l'autre  devient 
la  tangente  à  l'hyperbole  au  point  M. 

En  répétant  la  même  construction  pour  le  point  N,  on  Toit 
que  le  point  fixe  se  trouve  à  l'intersection  des  tangentes 
menées  aux  extrémités  de  la  corde  MN,  c'est-à-dire  est  le 
pôle  de  MN. 

Le  point  P  étant  donné,  l'hyperbole  équilatère  correspon- 
dante est  déterminée. 

En  effet,  si  l'on  joint  le  point  P  aux  points  M  et  N,  on 
obtient  les  tangentes  PM,  PN  à  l'hyperbole  aux  points  ï 
et  N,  et  l'hyperbole  demandée  se  trouve  déterminée  sans 
ambiguïté  par  deux  points  et  les  tangentes  en  ces  points. 

Pour  construire  le  centre  de  cette  hyperbole,  remarquons 
qu'il  est  déterminé  par  l'intersection  des  deux  droites 
»  +  my  =  o,  mx  —y  -^  pUssQ, 
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Si  dans  ces  équations  on  remplace  meip  par  iours  yalours 
tirées  en  fonction  des  coordonnées  du  point  P,  elles  de- 
viennent       =  -^,  ax  +  by  —  R«  =  G. 

Ces  deux  droites  représentent  :  la  première,  la  droite  qui 
joint  le  centre  du  cercle  au  point  P  ;  la  seconde,  la  polaire 
du  point  P  par  rapport  au  cercle. 

On  obtiendra  donc  le  centre  de  Thyperbole  en  prenant  sur 
le  diamètre  PO  le  conjugué  harmonique  du  point  P. 

Comme  on  sait  faire  cette  construction,  le  problème  pro- 
posé est  résolu. 

Par  le  centre  G  de  Thyperbole  menons  une  parallèle  Cx'  à 
Taxe  des  x  ;  les  deux  droites  GP,  Cx  formeront  un  système 
de  diamètres  conjugués.  Il  suffit  pour  le  vérifier  de  remar- 
quer que  la  droite  PO  est  le  diamètre  conjugué  de  la  direc- 
tion Ox, 

Pour  construire  les  asymptotes,  puisque  l'hyperbole  est 
équilatère  et  que  nous  connaissons  un  système  de  diamètres 
conjugués,  il  suffira  de  mener  les  bissectrices  de  TanglePCo;. 

Soient  GI,  GJ  ces  bissectrices,  on  obtiendra  les  axes  de 
rhyperbole  en  menant  les  bissectrices  GX,  GY  de  l'angle  IGJ. 


Pour  construire  les  sommets  de  Thyperbole  iioai  obti^ 
cherons  rinfersection  de  l'hyperbole  avec  Taxe  transterse. 
Nottd  allons  déterminer  cet  axe  transverse. 
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Aprte  âToir  conslrait  le  centre  et  les  asymptotes  d'après 

la  méthode  indiqaée 
précédemment,  on  mè- 
nera les  bissectrices  de 
Tangle  IGJ  (supposons 
pour  fixer  les  idées  qae 
OFsoitdausl'anglelGJ); 
l'axe  transyerse  sera 
dans  Tangle  ICJ  si  le 
centre  G  n'est  pas  entre 
0  et  P  (fy.  4);  raxc 
transverse  sera  dans 
l'angle  adjacent  si  le 
centre  G  est  entre  O  et 


Pig.2. 


Quoi  qu'il  en  soit,  après  avoir  construit  Taxe  transverse  GX, 
du  point  M  on  abaissera  une  perpendiculaire  Mm  sur  GX  e 
Ton  considérera  le  point  R  où  la  tangente  MP  au  point  M  à 
rhyperbole  considérée  rencontre  l'axe  GX. 

Le  point  R  est  le  pôle  de  la  droite  Mm. 

Par  suite,  les  points  R,  m  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  sommets  A  A.'  de  l'hyperbole  et  l'on  a 

GA«  =  GA«  =  GR  .  Gm 
relation  qui  permet  de  construire  les  points  A  et  A'  à  l'aide 
d'une  moyenne  proportionnelle. 

Gherchons  maintenant  le  lieu  des  foyers  des  hyperboles 
lorsque  le  point  P  décrit  la  droite  y  =  a?.        ^ 

Pour  cela  désignons  comme  précédemment  par  a  et  6  les 
coordonnées  du  point  fixe  P;  on  a 

pa  -{-  mR  =  o  pb  =  R, 

R 

d'oîi  l'on  tire       m  =  —  i  p  =  — ; 

Et  l'équation  de  l'hyperbole  devient 

(B«  —  y»  —  2acy  +  apy  —  R*  =  o. 
Soient  a,  p  les  coordonnées  des  foyers  de  cette  hyperbole. 
Inéquation  de. l'hyperbole  pourra  s'écrire;  . 

^        (arr-  a)*  +  (y  —  W*  =  *(^  cos  »  +  S  ^^^  <?  —  ^** 
L'identification  de  ces   deux   équations   nous  donne  les 
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relations  : 

II  —  2  COS*a)=  A.  I      a  —  2(iC0S(û  =  0. 

I  =—  2  sin*  «  =  —  X.      (8)  I    p — 2dsin cd  = —  >p. 
2eo8fo8ina)=X.  f    a«+p»— 2d«=— XR«; 

Les  équations  (1)  se  réduisent  à  deux.  Peur  trouver  le  lieu 
des  foyers,  il  faut  entre  ces  cinq  équations  éliminer  les 
quatre  paramètres 

(ù  X  d  p 

rélimination  peut  être  simplifiée;  en  remarquant  que  les 
équations  (1),  la  première  et  la  dernière  des  équations  (2) 
ne  contiennent  pas  p,  nous  ne  devrons  éliminer  que 

Des  deux  premières  des  équations  (1)  on  tire 

2  cos*  0)  =  I  —  X.  2  sin*  0)  =1  4"^' 

En  multipliant,  membre  à  membre  il  vient 

4  sin*  (i>  cos*  (D  =  I  —  X*. 
Et  en  tenant  compte  de  la  troisième  relation 

4  sin*  iù  cos*  to)  =  I  —  X*  =  X*, 

on  en  tire  V  =  — 

2 

_    /r 

A  =   C    —, 
2 

En  représentant  par  e  la  quantité  d=  i  ; 
En  portant  cette  valeur  de  X  dans  la  première  des  rela^ 
tiens  (1)  on  tire 

COS    (0 


2 

Nous  ne  prenons  pas  le  double  signe,  parce  que  Ton  peut 
toujours  choisir  arbitrairement  le  signe  de  Tune  des  trois 
quantités  cos  «o  sin  co  d 

le  signe  des  deux  autres  se  trouvant  par  là  déterminé. 

Nous  connaissons  maintenant  X  et  cos  w,  qui  sont  les  seuls 
paramètres  des  équations  (1)  qui  entrent  dans  les  relations 

'         a —  2d  cos  w  rîr  o 
a»  +  p«  —  2cP  +  XR«  =  G. 
Entre  ces  telations  éliminons  d.     
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De  la  première  on  lire  : 


2  C08  CD 

portant  dans  la  seconde,  il  yient,  en  remplaçant  cos*  o  et  X  par 
leurs  yaleufs» 


2a*  e  Va 


i*  +  p* =4-  — —  R*  =0. 


2  —  tY7  2 


Pour  faire  disparaître    rirrationnelle   en    dénominalenr 
multiplions  les  deux  termes  de  la  fraction 

2a* 

2  —  ty2 

par  la  quantité  2  +  tY2 

et  remarquons  que  «*  =  i  ; 

nous  aurons      ■=  =  a*  (2  +  «  rO 

2  —  6^2 

et  l'équation  du  lieu  des  foyers  devient  alors 

(•  /T—  l)  a»  +  p»  —  -i^  R*  =  O. 

Si   dans   cette  équation   on  remplace  successiTemeni  < 
par  d:  I ,  on  obtient  les  deux  équations  : 

(>'7-i)«»+^'-4Ï.R«  =  o 

La  première  de  ces  équations  représente  une  ellipse  rap- 
portée à  ses  axes.  Les  longueurs  des  axes  sont 

«»  =  £  .  -=i—  R»  =  £(1/7+  ,)R« 

2  l'7_  ,  2 

3 

•t  le  earré  de  U  demi^istance  foeale  est 

e*  3B  a*  •»  6«  «s  RV 
ce  qui  montre  que  les  foyers  de  l'ellipse  sont  les  points  H 
etN. 
L«  seconde  équation  rei^résente  nne  hyperbole  rqtpert^ 
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à  ses  axes.  Les  longueurs  des  axes  sont 

a«  =  ^  .  _î_R.=:iI(v/r-  i)  R« 
6«  =  -^  R» 

2 

et  le  carré  de  la  demi-distance  focale  a  pour  expression 
c«  =  a»  +  6«  =  R". 

Les  foyers  sont  encore  les  points  M  et  N. 

Le  lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatëres  de  l'énoncé 
se  compose  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole  ayant  pour  foyers 
les  points  M  et  N. 

Cherchons  les  points  d'intersection  de  ces  coniques  avec 
le  cercle  donné. 

L'équation  de  ces  coniques  est         ^ 

(«  V7—  i)  flc»  +  y*  —  -i^  R«  =  G 

2 

et  l'équation  du  cercle  est  ac"  +  y*  —  R*  =  o. 
Multiplions  la  seconde  de  ces  équations  par et  ajou- 

2 

tons-la  à  la  première,  il  vient: 

ou  ac'  —  3/*  =  o. 

Cette  équation  représente  les  deux  bissectrices  de  l'angle 
des  axes  de  coordonnées. 

Comme  elle  ne  dépend  pas  de  s,  il  en  résulte  que  les  deux 
coniques  du  lieu  se  coupent  sur  le  cercle  aux  points  situés 
sur  les  bissectrices. 


SUR  UNE  PROPRIETE  DES  CONIQUES 

Par  M.  Wetire^  élève  de  Ifathématiqaes  spéciales,  à  Sainte-Barbe. 


La  propriété  que  l'autear  s*est  proposé  d'établir  n'est,  en 
réalité,  pas  nouvelle  ;  mais  la  démonstration  qu'il  nous  a 
apportée  nous  semble  originale,  et  le  corollaire  qu'il  en  a 
déduit  n'est  pas  sans  intérêt.  Cette  propriété  est  la  suivante: 
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Si,  par  un  point  fixe  P,  pris  dans  le  plan  iuns  comqus,  w 
trace  diverses  sécantes  et  qu'an  joigne  à  un  foyer  les  pomd  w 
chaque  sécante  rencontre  la  courbe,  les  lignes  de  jonction  am 
obtenues  forment  avec  la  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  fm  P 
des  angles  «»  et  w'  satisfaisant  aux  deux  relations  suivantes  : 

cos  — ^^— — 

1— -  =  (?•  et    tg tg =  (?•. 

CM  — 


2 

Prenons  poar  axes  de  coordonnées  la   droite  FF  et  la 

perpendiculaire  élevée  à  cette 
droite  au  foyer  F.  L'équation  de  U 
conique  donnée,  par  rapport  à  ces 
axes,  est 

a?»  +  y*  =  e*U% 

e  étant  l'excentricité  de  la  coniqae, 

et  U  =  0,  réquation  de  la  direc- 

—  trice  correspondan  t  au  foyer  F.  (On 

sait  que  U  =  as  cos  a  +  ï  ^"*  * 

L'équation  d'une  droite  quelconque  du  plan  peut  être 
écrite  sous  la  forme 

mx+ny  +  XXJ  =  o».  (1) 

Si  l'on  appelle   p  et  co,  p  et  «d'  les  coordonnées  polaires 

des  points  M  et  M'  par  rapport  au  point  F,  pris  pour  pôle, 

et  à  l'axe  FP  pris  pour  axe  polaire,  on  aura,  en  exprimant 

que  la  droite  précédente  (1)  passe  par  les  points  M  et  M', 

mp  cos  0)  -}-  ♦*?  sin  U)  -f"  ^U  =  o, 
a;  et  y  étant  remplacées  dans  U  par  les  coordonnées  des 
points  considérés.  Or,  ces  points  étant  sur  la  conique,  on  a: 

p»  =  ac«  -f-  y«  =  6«U«, 

d'oh  U  =  J^. 

e 

Par  conséquent,  pour  les  points  M  et  M',  on  aura: 

mp  cos  (0  +  •*?  fiî'i  w  -|-  ^  —  =  o 

f 

et  mp  cos  «'  -^-  np'  sin  (o'  -f*  >^  ~  =  o- 

e 


—  S2t  — 


En  joignant  à  ces  deux  conditions  réqnaiion  générale 
mx  -}-ny+XU  =  09  on  obtiendra  Téquation  de  la  droite 
particulière  MM'  en  éliminant  m,  n  et  X  entre  ces  trois 
relations  homogènes.  Le  résultat  de  cette  élimination  est 
le  déterminant 


c.-à-d. 


X 


X  y 

cos  «D     sin  ta> 

cos  (!>'    sin  iû 
sin  a>  —  sin  <i>' 


U 

I 

e 
I 

e 


=  G 


+  » 


cos  a»  —  cos  01 


e  "  e 

4-  lT(cos  Q>  sin  iù  —  sin  co  cos  (o')  =  o 


ou    2X  sin cos  — • h  2t/  sin  —  sm  ■ 

2  2  ^  2  2 

+  cU  sin(<i>'  —  a>)  =r  o 
OU  enfin    x  cos — • hi/^i^ — • eUcos  =o. 

2*^2  2 

Si  Ton  écrit  alors  que  cette  droite  passe  au  point  fixe  P 


f  î' =  M,  il  Yient  : 

\x=  a  r 


0*   -f-  0)'  __  fl> 

a  cos  ■ €\j  cos  — 


co 


=  o 


cos 


2 


c.-à-d. 


cos 


0> 


(O 


eU    e(a  cos  a  —  p) 

a  a 


ce  qai  constitue  la  première  relation  énoncée. 
Cette  formule  peut  s'écrire  : 


(0  Cl>  .        u>        .         0> 

cos  —  COS  —  —  siu  —  sm  — ■ 

2  2  2  2 


0>  0>        .        .       Ct>       .       (1) 

COS  —  COS  —  •  +  Sin  —  sm 

2  2  2 


=  constante 


c'est-à-dire 


2 

(t>  0) 

0>  «     O) 


=  K 


en  appelant  K  la  constante. 


—  Sil  — 
Il  en  resuite  : 

tg^tg^(K+i)=i-K; 

d'où 

a)  ^      <!)'  I  —  K  a  —  (o  cos  a  —  p)e       ^ 

C'est  la  seconde  relation  énoncée. 

Corollaire.  —  La  première  formule  conduit  à  une  pro- 
priété remarquable  de  l'ellipse. 
Si  l'on  mène  la  bissectrice  FB  de  l'angle   MFM',  l'angle 

BFP  est  égal  à — J^-;  pour  avoir    son  cosinus,  il  suffit 

d'abaisser  du  point  fixe  P  une  perpendiculaire  PB  sur  la 
bissectrice,  et  en  prolongeant  FM' jusqu'à  la  rencontre  en  C 
de  cette  perpendiculaire,  on  a 
dans  le  triangle  FBG  : 

FB  =  FC  cos , 

et  dans  le  triangle  FBP  : 

FB  =  FPcos-  ^ 


Par  suite 
FC 

• 
• 

cos 

<l>  -|-  0)' 

3 

FP 

cos 

CD  (I)' 

2 


e((i  cos  a  —  p) 

a 


2 

Donc  FC  =  K  .  FP  =  Ka  =  C*. 

On  voit  donc,  par  cette  dernière  considération,  que,  si  r(m 
joint  un  point  fixe  du  plan  à  un  foyers  que  par  le  point  fixe 
on  mène  une  sécante  PMM'  à  travers  la  courbe,  et  que  de  ce 
point  P  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  bissectrice  de  FangU 
MFM',  les  segments  interceptés  par  cette  perpendiculaire  sur  ks 
rayons  vecteurs  FM;  FM'  sont  constants.  De  plus^  le  liea  des 
points  G,  où  la  perpendiculaire  rencontre  le  rayon  FM.' prolongé, 
est  un  cercle. 
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QUESTION  234 

ftolntioB  par  M.  Moulines,  élève  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Pierron). 


Un  diatnétre  d^une  ellipse  est  donné  en  grandeur  et  en  position. 
Son  conjugué  est  donné  en  grandeur  seulement.  Trouver  le  lieu 
des  foyers. 

Soient  2a,  26  les  longueurs  des  axes  d'une  ellipse.  Soit 
2à  la  longueur  du  diamètre  AÂ.'  donné  de  grandeur  et  de 
position  et  2V  la  longueur  du  diamètre  donné  de  grandeur 
seulement. 

On  a  AF  + AT  =  2a; 

élevant  au  carré 

(1)  AF«  +  AT»  +  2AF  .  AT  =  4fl«. 

Mais  dans  le  triangle  AFA  on  a 

AF«  +  AT*  =  20F«  +  2a\ 

Dès  lors,  l'égalité  (1)  devient  

AF  .  AT  =  2a«  —  a«  —  OF* 
et  comme  OF*  =  a*  —  6* 

et  a»  +  6«  =  a  *  +  6'«, 

AF  .  AT  =  6'«. 

Le  lieu  est  donc  une  ovale  de  Cassini  ayant  pour  pôles 
A  et  A'  et  6'*  pour  puissance. 

Remarque  L  —  Si  6'  =  a, c'est-à-dire  si  l'on  donne  seule- 
ment un  des  diamètres  conjugués  égaux  de  grandeur  et  de 

AA'* 
position,  on  aura     AF  .  AT  = 

et  le  lieu  sera  une  lemniscate. 

Remarque  IL  —  En  cherchant  le  même  lieu  pour  une 
hyperbole  en  se  donnant  la  longueur  géométrique  du  dia- 
mètre conjugué  imaginaire»  on  obtiendrait  la  même  équa- 
tion :  car  il  sufSrait  pour  avoir  le  lieu  de  changer  le  signe 
du  produit  AF  •  AF'  et  le  signe  de  6'*. 

Remarque  III.  —  Dans  l'hyperbole  équilatère,  tous  les  dia- 
mètres conjugués  ont  même  longueur  ^éométricjue.  Donc, 


—  Mi- 
le lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  qui  ont  même 
centre  et  passent  par  un  point  commun  est  une  kmMxok 
ayant  pour  pôles  le  point  donné  et  son   symétrique  par 
rapport  au  centre. 

Nota.  ^  Là  même  question  a  été  aussi  résolue  par  M.  Y.  Arnaud,  élèiede 
mathématiques  spéciales  au  lyeée  de  Niée. 


QUESTION  244. 


••IvItoB  par  M.  A.  Coigrard,  élève  de  Mathématiques  spéciales 

au  lycée  Saint-Louis. 


Étant  donnée  une  conique  qui  passe  à  V  origine  des  axes  supposai 
rectangulaires^  on  considère  Us  cordes  de  cette  conique  qmp»t 
vues  sous  un  angle  droit;  par  les  extrémités  de  chacune  dt  ces 
cordes  et  par  Vorigine  on  fait  passer  un  cercle;  on  demande k 
lieu  des  centres  de  tous  ces  cercles. 

Soit  la  conique  rapportée  à  une  tangente  et  è  la  normale, 
son  équation  sera 

f[x,  y)  =  Aoc*  +  2Bflcy  +  Cy«  +  2Ey  ==  o; 
on  sait  d'après  le  théorème  de  Frégier  que  toutes  les  cordes 
considérées  passent  par  un  point  fixe  sur  la  normale.  Soit  S 
son  ordonnée  ;  on  a  à  trouver  le  lieu  des  milieux  de  la  corde 

y  —  p  =  mx. 
Il  suffit  donc  d'éliminer  m  entre  cette  équation  et  l'équatioii 
du  diamètre  conjugué  de  la  direction  m,  qui  est 

le  lieu  est  donc  fœ  +  fy  =  o. 

On  voit  sous  cette  forme  que  le  lieu  cherché  est  iio« 
conique  qui  passe  par  le  centre  de  la  conique  donnée. 

dette  équation  développée  devient 
AxB*+  2Ba5y-f  Cy«  +  (B  —  Cp)y  —  Bpoj  — Epa;  — Bp  =  o. 

Ce  lieu  passe  par  le  point  d'ordonnée  p  et  situé  sur  Taxe 
des  y.  C'est  une  conique  homothétique  à  la  conique  pro- 
posée. 
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Nota.  —  Ont  résolu  cette  question  :  MM.  Comandié,  élève  de  mathématiquee 
spédatos  an  Ijeée  Saint-LouU  (elasse  de  M.  Pierron)  ;  Leatoqaoy»  du  lycée  de 
Saintp^nentin;  Hugotet  Simon,  du  lycée  de  Lyon;  Gino  Loria,  à  Mantoue; 
Llbmann,  eoUège  Stanislas,  à  Paris. 


QUESTION  245 

■•IvtloM  par  M.  D.  CoMANDBi^  élève  de  Mathématiques  spéciales 

au  lycée  Saint-Louis. 


Etant  données  deux  courbes  S  et  Si  par  leurs  équations 9  dans  un 
système  de  coordonnées  polaires^  an  suppose  que  Von  sache  con- 
struire Us  tangentes  à  ces  courbes  en  deux  points  M  er  Mj,  sit%iés 
sur  un  même  rayon  vecteur  ;  on  demande  d'en  déduire  la  tangente 
au  point  M^,  situé  sur  le  même  rayon  vecteur  dans  la  courbeS^^ 
qui  est  le  lieu  des  milieux  des  distances  telles  que  MM^  dans  les 
deux  courbes  proposées. 

Considérons  les  deux  courbes 

P  =  f  H,  (1) 

P  =  <P  H'  (2) 

La  conrbe  considérée  sera 

p  =    ^<">  +  y^">.  (3) 

Les  sous-normales  à  (1)  et  à   (2)  sont  respectivement 

_  f  (a>),  _  ç'  (a>).  Or,  la  sous-normale  à  (3)  est  —  '  ^^^"^^  ^^^ 

c'est-à-dire  la  demi-somme  des  sous-normales  à  (1)  et  à  (2). 
Donc,  on  connaît  la  sous-normale  à  (3),  car  on  connaît 
les  tangentes  à  (1)  et  (2);  par  suite,  on  a  la  tangente  en  M, 
à  la  courbe  (3). 

Nota.  —  On  peut  remarquer  que  quand  on  connaîtra 
plusieurs  courbes  et  les  tangentes  à  ces  courbes,  si  on  en 
considère  une  dont  le  rayon  vecteur  soit  une  fonction 
linéaire  et  homogène  des  rayons  vecteurs  des  premières, 
on  pourra  construire  la  tangente  à  cette  courbe  en  un  point 
quelconque. 

En  effet,  soient  pi,  pt»  p*  •  •  •  pn  les  p  de  plusieurs 
courbes.  Soit  une  courbe  définie  par  la  relation 

R  =  api  -[-  6pt  +  ^P«  + ^pn  : 
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on  remarque  que  si  on  prend  la  dériTée  on  a 

R'  =  op'i  4"  Wt  +  cp't  '  •  •  +  **p'»  • 
DonCyOn  connaît  la  sous-normale  à  la  courbe  R.Done, 
on  connaît  la  tangente. 

Nota.  —  Cette  question  a  été  résolae  par  MM.  Goignard,  élève  n  lycée 
Saint-Louis  ;  Landre,  élève  du  PryUnée  militaire  de  La  Flèdie  ;  de  Prat,à  Lille. 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 
Par  M.  H.  d'Ocagnb,  élève  an  lyeée  Pontanes. 

Soit  0  le  pôle.  La  normale  à  Tenyoloppe  de  la  droite  01 
est  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  le  point  0. 
Appelons  N  et  N|  les  points  où  cette  perpendiculaire  coupe 
les  normales  en  M  et  M^  aux  courbes  correspondantes.  P^^ 
nous  le  milieu  N^  de  NN^.  La  ligne  M^N^  est  la  normale  an 
lieu  de  M,  (*)  ;  on  en  déduit  la  tangente. 
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COOU  DB  GÉOHÉTRIB  DB8CBIPTITB  (4**  VOlume),  pQT  H.  E.  ^arlich,  pTUf^ 

seur  aux  Ecoles  stipérieures  municipaies  Colbert  et  J,~B,  Say,  —  Porii^ 
librairie  Delagrave, 

Les  élères  de  mathématiques  élémentaires  paraissent,  en  géoéral,  «ski 
rebelles  à  l'étude  de  la  géométrie  descriptive  ;  cela  tient,  croyons-noos,  à  ee 
que  les  ouvrages  qui  exposent  les  éléments  de  cette  science  nlnsistent  pv 
assez  sur  les  petits  problèmes  qui  constituent  ce  qne  l'on  peot  appels^ 
Valphabet  de  la  géométrie  descriptive. 

Le  volume  que  nous  signalons  aujourd'hui  contient,  dans  une  preoi^ 
partie,  ces  petits  problèmes  exposés  dans  un  ordre  méthodique  et  développa 
assez  simplement  pour  que  irà  élèves  puissent  se  les  approprier  rapideoieii; 
lorsqu'ils  posséderont  ces  éléments,  ils  seront  à  même  de  laire  des  épars 
analogues  à  oelles  qui  leur  sont  demandées  aux  examens. 

La  seconde  partie  du  volume,  qui  traite  des  polyèdres  et  de  la  spMrv,  ren- 
ferme d'ailleurs  de  nombreuses  applications  de  ces  problèmes  élémeotains; 
elles  achèveront  d'en  montrer  l'utilité  aux  élèves. 

L'emploi  des  projections  obliques  pour  résoudre  certaines  questions  leadi 
s'Introduire  dans  l'enseignement,  et  il  n'existe,  à  notre  connaissance,  •ocu 
ouvrage  élémentaire  qui  en  fasse  une  étude  spéciale;  les  principes  et  ^ 
applications  élémentaires  de  la  méthode  des  projections  obliques  qne  ïs^^ 
a  placés  À  la  Qa  du  volama  constituent  donc  une  innovation  qui,  si  modes* 
qu'elle  soit,  mérite  d'être  remarquée. 

(*)  Voir  Mannheim,  Cours  de  géométrie  descriptive  de  rÉcote  polyleM^ 
p.  174. 
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Signaloiis  aussi  les  deux  cents  questions  comprises  dans  ee  voi{ime;  un  cer- 
tain nombre  d'entre  elles,  proposées  aux  examens  divers,  contiennent  des 
données  numériques  permettant  aux  élèves  de  s'erereer  en  vue  de  Tépure 
qui  leur  sera  imposée  dans  les  épreuves  de  fin  d'année. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Math6]natiq[ae8    élémentaires. 

266.  —  On  donne  un  point  P  dans  l'intérieur  d'un 
triangle  ;  par  ce  point,  on  mène  des  parallèles  aux 
côtés  ;  la  parallèle  à  AG  rencontre  les  côtés  aux  points  i  et 
4;  la  parallèle  à  BG  rencontre  les  côtés  aux  points  2  et  5  ; 
enfin  la  parallèle  à  AB  rencontre  les  côtés  aux  points  3  et 
6;  en  joignant  les  points  i,  3,  5  on  forme  un  triangle;  de 
même  pour  les  points  2,  4,  6.  On  demande  :  1®  de  démon- 
trer que  ces  deux  triangles  sont  équivalents  ;  3^  de  déter- 
miner le  point  P  de  façon  que  le  triangle  (i,  3,  5)  soit 
maximum. 

267.  —  On  donne  dans  un  plan  deux  circonférences  qui 
se  coupent  en  A,  et  un  point  B.  On  demande  de  décrire  de 
B  comme  centre  une  circonférence  telle  que  deux  des  points 
G  et  D  où  elle  coupe  les  deux  premières  soient  en  ligne 
droite  ayec  le  point  A.  En  outre,  on  suppose  que  le  point 
B  parcourt  la  plus  grande  des  deux  circonférences  ;  par 
chacune  de  ses  positions,  on  mène  une  parallèle  à  la 
direction  correspondante  AGD.  Démontrer  que  cette  paral- 
lèle est  constamment  tangente  à  une  certaine  ellipse  fixe, 
que  Ton  propose  de  déterminer.  (Vazou,) 

268.  —  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  quelconque 
comme  diamètre,  on  décrit  des  circonférences  et  on  mène 
les  tangentes  communes  à  ces  circonférences,  prises  deux  à 
deux.  Démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  inverses  des 
tangentes  est  égale  au  carré  de  l'inverse  du  rayon  du  cercle 
inscrit.  (BlesseL) 

269.  —  Par  un  point  donné  dans  un  angle,  et  également 
distant  de  ses  deux  côtés,  mener  une  droite  terminée  à  ces 
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mêmes  côtés  de  telle  sorte  que  le  point  donné  la  dirâe  en 
deux  segments  dont  la  somme  des  carrés  soit  donnée. 

(Cane.  gén.  1849.) 
370.   -^   Résoudre   un   triangle    connaissant    on   cété, 
Taogle  opposé  et  le  produit  d'un  des  côtés  inconnos  par  k 
somme  ou  la  différence  de  ces  deux  côtés. 

Matliéaiatliiaee  spéolales. 

271.  —  Trouver  le  coefficient  du  terme  en  a^  dans  le 
développement  suivant  : 

(P.  Paire.) 

272.  —  Vérifier  l'identité 

(i  +  a?Xi  +  a5*)(i  +  a?»)(ï  +  ce»)  ...  (x  +  a^) 

et  exprimer  K  en  fonction  de  p.  (P.  Pabre.) 

273.  —  Si  m  désigne  un  nombre  entier  positif,  à  quelle 
condition  doit-il  satisfaire  pour  que  {x  -|-  y)*»  —  (a^  ^  y") 
soit  divisible  par  ac*  -{-  acy  +  ï'  ^  f^-  Fobre.) 

274.  —  Étant  donné  l'arc  la,  effectuer  la  somme  S 
déterminée  par  la  formule 

S  =  3  -f-  sin*  a  +  cos*  a  +  s'û*  a  +  cos*  a  -f-  sin*  a 
+  cos*  a  +  •  •  •  "f"  sin*»  a  +  cos*»  o  -|"  •  •  • 

275.  —  La  somme  de  n  nombres  positifs  ou  négatifs, 
entiers  ou  fractionnaires,  multipliée  par  la  somme  de  leurs 
inverses»  ne  peut  jamais  être  égale  à  n'  ;  en  d'autres  termes, 
réquation 

(i  +-è  +  -  +^)(^«  +  ^«  +  -  +  ^)  = 

est  toujours  impossible,   sauf  pour  Xj   =  or^  =  o^    . 
:=z  Xn=  î>  (De  Longehamps.) 


Le  Rédacteur-Gérant 
J.  KŒHLER. 


IHPmiMEBIl  CBIfTBALS  »BS  CBUim    DE  FBR.  —  A.  GIAIX  KT  C^, 
■UB  BBB«IrB,  SO,  ▲  PABIS    —   S0578-0. 
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NOTE 

SUR   LES   FRACTIONS    DECIMALES   PERIODIQUES 

(Suite,  voir  page  481.) 


10.  —  Lorsqu'une  fraction  dont  le  dénominateur  est  pre- 
mier donne  naissance  à  une  période  non  complète,  le  nombre 
de  chiffres  de  la  période  est  impair. 

Dans  l'égalité  -r^  =  -j-- 

ou  sait  que  D  est  de  la  forme  lo^  —  i,  A*  étant  le  nombre 
de  chiffres  de  la  période.  Je  dis  que  si  la  période  n'est  pas 
complète,  k  est  impair.  En  effetf  supposons  que  k  soit  pair, 
et  égal  à  2k'.  On  aurait  alors 

I    _         P         = ? 

N  lo'i*'—  I         (io*'+  i)(io*'—  1)  • 

N,  étant  premier,  doit  diviser  l'un  des  deux  facteurs  du 

dénominateur;  supposons  d'abord  qu'il  divise  lo  *'  +  i  ;  ou 

aurait  io*'-)-i  =Nqf, 


d'où  l'on  tirerait 


I  10*' 


N  I 


10 


et  nous  avons  vu  que  si  la  fraction  -r=-  se  présente  sous 

cette  forme,  la  fraction  est  complète,  ce  qui  est  contre  l'hy- 
pothèse. Si  au  contraire  N  divise  le  facteur  10*'  —  i,  on 

g 

I  10*' 

tire 


N 


10*' 
et  par  suite  la  période  n'aurait  que  k'  chiffres,  ce  qui  est 
encore  contre  l'hypothèse.  Donc  k  est  forcément  impair. 

11.  —  Nous  venons  de  voir  que  si  N  est  un  diviseur  de 
10*+  '>!*   période  est  complète.  Réciproquement,  si  N 

JOURNAL  DE  MATH.  ItfSO.  3^ 
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doune  naissance  à  une  fraction  décimale  à  période  complète. 
X  est  un  diviseur  de  lo*  -|-  i. 

En  elFet,  soit  2k  le  nombre  des  chiffres  de  la  période,  j  la 
première  partie  de  cette  période,  on  a  (4) 

Oî-J-  I 

JC  +  I 


I 

■^^^ 

10 

k 

N 

I 

+  - 

I 
10* 

10*  +  I  * 

doue  N  doit  diviser  10  ^  +  i . 

Donc  on  trouvera  les  diviseurs  premiers  qui  donuea: 
naissance  à  des  périodes  complètes  en  cherchant  le5facloar> 
premiers  de  10  *  -|~  '>  ^^  ^'^^  donne  à  k  les  valeurs  entière^ 
1,2,  3,  4.... 

12.  — Nous  allons  nouBj^roposer,"  connaissant  le  nombre 
de  chiffres  de  la  période  correspondant  à  la  fraction -^^ 

A." 

N  étant  premier,  d'en  déduire  le  nombre  de  chiffres  de  1^ 

période  correspondant  à  — . 

D'aLurd,  eu  appelant  p  la  période,  qui  contient  par  hyp^ 
thèse  A"  chiffres,  on  en  déduit 

*     _  P 


N  io«—  1 

Si  p  est  divisible  par  N,  on  a  jt>  =  Ng,  et  par  suite 

JL  -  g 

N«    ""    10*—  I  ' 

donc,  dans  ce  cas,  la  fraction  correspondant  à  -z^  couiieLi 

autant  de  chiffres  à  la  période  que  la  fraction  correspoudaut 

Mais  supposons  que  p  ne  soit  pas  divisible  par  N;  posoII^ 
alors  p  =  Np  -{-  r; 

f%  étant  inférieur  à  N,  est  nécessairement  premier  avec  lui. 

Gela  posé,  prenons  deux  périodes  au  numérateur;  ou  sali 
que  l'on  a  encore  une  fraction  égale  à  la  fraction  proposée. 

et  on  a  -rr  =  ; — i— ^— . 

N  10** —  I 
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Mais  ou  a  par  hypothèse 

10*—  I  «SN, 

donc  lo*  =K  SN  -f-  ' 

et  par  suite 

j^^    (gN  +r)(SN+  i)  +  (yN+r)    _    TN  +  ;^r 
N  lo*^—  I  ^    io«*—  I  '  . 

On  trouverait  de  même,  en  prenant  trois  périodes  : 

I     _    yN  +  3r 

et  ainsi  de  suite;  or,  il  faut  que  le  numérateur,  formé  d'un 
nombre  entier*  de  périodes,  soit  divisible  par  N,  pour  qu'on 
puisse  en  déduire   le   nombre   de   chiffres  de  la  période  de 

-—  ;  mais,  d'après  la  forme  du  numérateur,  il  faut,  pour  que 

celte  condition  soit  remplie,  que   Ton  prenne  N  périodes  ; 
donc,  en  général,  le  nombre  de  chiffres  de  la  période  corres- 
pondant à  —  est  N/f. 
On  verrait  de  même  que,  si  la  période  correspondant  à 

—  n'est  pas  divisible   par  N,  le   nombre  de  chiffres  de  la 
N»  ^         . 

période  de  Tj^  est  N*/r,  et  ainsi  de  suite. 

3.  —  La  période  correspondant  à  =ç— ,  N,  étant  un  nom- 
bre premier,  est  de  même  nature  que  la  période  correspond 
dant  à  -^,   c'estrà-dire  complète  ou  incomplète  en  même 

temps  que  cette  dernière. 

En  effet)  soit  k  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  cor- 
respondant à  *^;  le  nombre  des  chiffres  de  la  période 

correspondant   à  -rrj^  sera,  d'après  ce  qui  précède,  égale  a 

N'^'  fc,  K  étant  un  entier  égal  ou  inférieur  à  A  —  i  ;  or 
N  étant  premier,  N'*'  est  impair;  donc  N'*'./f  sera  pair  ou 
impair  en  même  temps  que  k* 
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14.  —  Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  irréductible 
est  formé  d'un  produit  de  facteurs  premiers,  aucun  des  restes 
n'est  divisible  par  un  des  facteurs  premiers  du  dénomina- 
teur. 

Soit  la  fraction  — ^ — ,  que  je  suppose  irréductible;  je  dis 

que  je  ne  pourrai  pas  obtenir  un  reste  divisible  par  6  oo 
par  c  ;  en  effet,  supposons  que,  après  k  opérations,  j'aie  uu 
reste  divisible  par  b  par  exemple^  j'aurais 

o  X  lo*^  =  fcc  X  9  +  6m  =  6Q, 

donc  a  X  lo*  serait  divisible  par  b,  ce  qui  est  impossible. 

Gela  nous  indique  immédiatement  combien  il  y  a  au  plui 

de  cbiffres  à  la  période  d'une  fraction  dont  le  dénominateur 

est  composé  de  plusieurs  nombres  premiers;  en  effet,  prenons 

par  exemple  la  fraction  — rrrrr.  Parmi  les  XN'  —  i  resleâ 

^  NN 

possibles,  il  y  en  a  (N'  —  i)  divisibles  par  N,  et  aussi 
(N  —  i)  divisibles  par  N'  ;  on  ne  pourra  pas  les  obtenir,  e* 
par  suite  il  en  restera  au  plus 

NX'  _  I  _  (N'  —  i)  —  (N  —  i)  =  (N  —  i)(N'  -  n. 
Donc  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  sera  (N  —  i 
(N'  —  i)  ou  un  sous-multiple  de  ce  nombre. 

Si    nous  prenons  de  même  la   fraction       ^    ^      ,   nous 

verrons  que,  parmi  les  NN'N'  —  i  restes  possibles,  il  y  eu 
a  qui  sont  multiples  de  X,  et  dont  le  nombre  est  N'N'  =  i  *. 
d'autres,  au  nombre  de  X'N  —  i,  sont  divisibles  par  X: 
d'autres  encore,  au  nombre  de  NN'  —  i,  sont  divisibles  par 
N  '  ;  enfin  il  y  en  a  N  —  i  divisibles  par  NN'  ;  N'  —  r  di- 
visibles par  N'N  ;  N''  —  i  divisibles  par  NN'.  En  retranchant 
tous  ces  restes,  que  l'on  ne  peut  avoir,  on  voit  facilcuicnl 
qu'on  peut  en  trouver  un  nombre  marqué  par 

(N-  i)(N'-  i)(N'-i); 
donc  ce  nombre,  ou  un  de  ses  sous-multiples,  marquera  le 
nombre  de  chiffres  de  la  période  correspondant  à  la  fraction 
considérée. 

13.  —  On  sait  que,  au  lieu  de  prendre   pour   représeuler 
une  fraction   décimale  périodique,    une  fraction   ordinaire 
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dont  le  numérateur  est  la  période,  et  le  dénominateur  un 
nombre  formé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres  à  la  période, 
on  peut  prendre  au  numérateur  n  périodes,  à  la  condition 
que  le  dénominateur  contiendra  un  nombre  de  9  égal  à  n 
fois  le  nombre  de  chiffres  de  la  période.  Je  dis  que  Ton  ne 
pourrait  pas  prendre  un  nombre  de  9  qui  ne  fût  pas  un 
multiple  du  nombre  de  chiffres  de  la  période. 

En  effet,  désignons  par  A  le  numérateur  de  la  fraction 
que  Ton  formerait  ainsi,  et  qui  aurait  autant  de  chiffres 
que  le  dénominateur;  posons 

I  A 

N    "^     10''*  +  »*—  I   ' 
appelons  p  le  nombre  formé  en  prenant  n  périodes  ;  on  a 
I p  __  p.io** 

"n"  ""     10"*—  I      ""      10»**  + r_    jor  • 

On  en  déduit,  par  une  propriété  connue 

I  A  —  p.  10** 

If    ""  10'  —  I         ' 

donc  la  période  correspondant  à  — -  n'aurait  que  r  chiffres 

ou  lieu  de  k  chiffres,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

16.  —  Cela  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  im- 
portant suivant  : 
Le  nombre   de  chiffres   de    la  période  correspondant  t\ 

-rrT-TTTTr; cst  égal  au  plus   petit  commun  multiple    des 

^.I^ .N ...         ° 

nombres  de  chiffres  des  périodes  correspondant  aux  frac- 
lions    ^  ,    ^,,  ,   ^„  . . . 

D'abord,  le  nombre  de  chiffres  de  la  période  correspondant 
k  la  fraction  composée  est  un  multiple  commun  des  nombres 
de  chiffres  des  autres  périodes;  en  effet,  on  a,  en  appelant 
D'  le  dénominateur  de  la  fraction  composée 

'        _     P  . 


'XT»    ^^~     T\'  y 


NN'N'  D 

I     _    N'N  p         I     _    KNp 
tl  ou  -^  —       j^p      ;    -^  —       g;     ,  etc. 


donc  le  nombre  de  chiffres  de  D'  est  un  multiple  du  nombn* 
de   chiffres   des  périodes  correspondant  aux  fraclions  —, 

En  outre,  je  dis  que  D'  a  précisément  uu  nombre  de 
chiffres  égal  au  plus  petit  commun  multiple  des  nombres 
de  chiffres  des  autres  périodes.   Pour  le  prouver,  je  Tais 

prendre  deux  fractions  irréductibles,  -rj-  et  — -.  Je  prendrai 

un  dénominateur  D  formé  d'autant  de  9  qu'il  j  a  d'unités 
dans  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres  de  chiffres 
des  périodes;  alors  je  prendrai  un  nombre  correspoudanl  de 
périodes  dans  chaque  fraction,  et  j'aurai 

a   "  D  "'         6    ""   D  ' 
a+b        P  +  F 


iVoii 


ab  D 


Or,  la  fraction  — ^Ç —  est  irréductible,  puisque  a  et  b  àoui 

ab 

premiers,  donc  P  -j-  F  est  divisible  par  (a  +  b)  ;  appelons  p 

I  p 

le  quotient,  noua  aurons       — ^  =  -jr-  ; 

donc  la  fraction  — r-  donnera  naissance  à  une  fraction  donl 

ab 

la  période  ne  contiendra  pas  plus  de  chiffres  qu'il  n'j  a 

d'unités  dans  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres  dt 

chiffres  des  périodes  de  — et  —  ;  du  reste,  d'après  la  pre- 
mière partie  du  raisonnement,  il  ne  peut  pas  y  en  avoir 
moins  ;  le  théorème  est  donc  démontré  pour  ce  cas. 

c  étant  premier  avec  ab,  le  théorème  s'applique  en  consi- 
dérant la  fraction  — r—  comme  provenant  de  la  fraction  — r. 
I  abc  ab 

combinée  avec  la  fraction  — ,  et  ainsi  de  suite. 

e 

17.  — Cette  proposition  nous  permet  de  résoudre  la  ques- 
tion suivante,  qui  a  été  donnée  dans  des  concours  :  Trouver 
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tous  les  nombres  N  tels  que  la  période  de  —  ait  p  chiffres 

décimaux.  Il  suffit  évidemmentqueNsoit  diviseur  de  loP —  i; 
on  formera  donc  les  diviseurs  de  iqP;  parmi  ces  diviseurs 
se  trouveront  toujours  3  et  9,  qui  bq  donnent  qu'un  chiffre 
à  la  période  et  que  l'on  laissera  de  côté.  Si  le  nombre  p  est 
formé  du  produit  de  deux  nombres  entiers,  a  et  6,  on  laissera 
de  côté  ceux  des  diviseurs  de  10  p —  i  qui  sont  diviseurs 
de  10  «  —  I,  ou  de  10*  —  i,et  ainsi  de  suite. 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  Maurlee  d'Ocai^ne^  élève  an  Lycée  Fontanes. 


On  considère  trois  circonférences  passant  par  un  même  point 
et  se  coupant  deux  à  deux  sur  une  droite  :  4^  par  un  point  de 
cette  droite,  on  mène  une  tangente  à  chacune  des  trois  circonfé- 
7^ences  ;  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  et  le  point  commun 
aux  trois  circonférences  sont  sur  une  même  circonférence;  9^  les 
points  diamétralement  opposés  au  point  commun  dans  les  trois 
circonférences  so7it  sur  une  même  circonférence  avec  ce  point 
commun. 

1**-  Transformons  par  rayons  vecteurs  réciproques  en  pre- 
nant pour  pôle  le  point  commun  aux  trois  circonférences  et 
un  module  quelconque. 

Les  trois  circonférences  se  transforment  en  trois  droites. 
Gomme  ces  circonférences  se  coupaient  deux  à  deux  sur  une 
droite,  leurs  transformées  se  coupent  deux  à  deux  sur  une 
circonférence  passant  par  le  pôle.  L'inverse  du  point  d'où 
on  menait  les  tangentes  se  trouve  sur  cette  circonférence. 
Quant  aux  tangentes  qui  étaient  issues  de  ce  point,  elles  se 
transforment  en  circonférences  passant  par  le  pôle  et  Tin- 
verse  de  leur  point  de  concours,  et  tangentes  aux  trois  droites 
en  lesquelles  se  sont  transformées  les  circonférences  primi- 
tives. 

Si  donc  les  points  de  contact  primitifs  se  trouvaient  «ur 
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une  même  circonférence  avec  le  point  que  nous  ayons  pris 
pour  pôle,  leurs  inverses  seront  en  ligne  droite;  tout  revieui 
donc  à  démontrer  cette  dernière  proposition,  c'est-à-dire  que 
si  on  prend  deux  points  sur  la  circonférence  circonscrite  à  u 
triangle  et  que  par  ces  points  on  fasse  passer  des  circonférenm 
tangentes  respectivement  aux  trois  côtés  du  triangle,  les  foinU 
de  contact  sont  en  ligne  droite. 

Soient  M  et  K   les  points  donnés  sur   la    circonférence 
circonscrite  au  triangle  ABC,  a,  p  et  y  les  points  de  tangence 


c 


b     ^ 


des  circonférences  décrites  sur  MN  avec  les  côtés  qu^elles 
louchent  respectivement. 

Je  dis  que  a^  est  rectiligne. 

L'un  des  cercles  de  corde  MN  étant  tangent  à  ÂC  en  ^. 
on  a  ap  =  aM  X  aN, 

Or  aA  X  aC  =  aM  X  aN, 

donc 

pa_  _ak 


op*  =  a  A  X  oC 


ou 


aC 


On  verrait  de  même  que 

ac 
et  que  _  = 


6B 

yb 

jcG 

ac 
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Multipliant  ces  trois  éîrali tés  membre  à  membre  nous  avons 

^  X  T^  X  xc  a\  X  fi^  X  6B 

oCxfeAXfB  SaXr^Xxc 

Mail. tenant  remarquons  que 

aA  X  flC=7ïS^ 

éjijalilé  obtenue  précédemment,  peut  s'écrire 

akiak  +  AS  +  ?C)  =  (aA  +  Aô>« 

ou    ôl*  +  ak  X  A.5  +  aA  X  .^  =  ÔÂ*  +  2ak  X  A?  +  "Kf 

ou  encore  aA  X  fC  =  ?A(3A  +  Aa) 

ou  enfin  a  A  X  SC  =  |5A  X  .So; 

,.  .                                .^A           oA 
d  ou  -^-— -  = . 

<  < 

On  trouverai l  de  même 

rB  6B 


yA  y6 

ïG  cC 


iB  %c 

Multipliant  ces    trois  égalités  membre  à   membre   nous 

fA  X  vB  X  aC  ak  X  6B  X  cG  ^^. 

avons      -b- 4 =r-  = .  (î) 

pC  X  T^  X  iB  ^  y:^ -^b  ><i  7.C 


Comparant  (1)  et  (2),  on  voit  que 

SA  X  yB  X  aC  ta  X  T*  X  ac 


(3) 


se  X  ïB  X  yA  «C  X  6A  X  cB 

MuUiplions  (â)  et  (3)  membre  à  membre 
/  SA  X  yB  X  xC  Y  _  (lA  X  6B  X  cG 
\  BC  X  tA  X  oB  /   ~    oC  X  6A  X  cB  • 

Mais  la  droite  ahc  élant  sécante  par  rapport  au  triangle 

.1,,,  oAx6BxcG 

ABC,  on  a  — tf: ît-  =  ï  • 

aC  X  6B  X  cB 


Donc  (i£><^><4y  =  ,  : 

*      \  BG  X  yA  X  xB  y 


pGXïA^ 

'A  pA  X  yB  X  xG 

ce  qui  donne  -~ 4 ?r  =  +   i . 

^  pG  X  tA^  X  xB         - 

Mais  si  on  prenait  la  valeur  —  i,  cela  indiquerait  que 
Ax,  Bô  et  Gy  concourent  en  un  même  point,  ce  qui  est  inad- 
missible. Il  faut  donc  prendre  la  valeur  -|-  i  ;  par  suite  la 
ligne  xSy  est  droite. 
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î<>  Dans  la  transformation  que  nous  avons  faite  de  la  figure 
les  points  diamétralement  opposés  au  point  commun  sonl 
devenus  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  pôle 
sur  les  transformées  des  trois  circonférences;  ces  points 
sont  en  ligne  droite  d'après  le  théorème  de  Simson  ;  dooc 
leurs  inverses  sont  sur  une  même  circonférence  avec  le 
pôle,  c'est-à-dire  avec  le  point  commun  aux  trois  circonfé- 
rences données. 


THÉORÈME  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  Oesenbe,  ingénieur. 


Si  leji  deux  bissectrices  d'un  triangle  sont  égales,  les  ie\ix 
anglefi  qui  leur  correspondent  sont  égauœ  et  le  triangle  e*/ 
isoscèle. 

Soit  ABC  un  triangle;  BE,  QF  les  deux  bissectrices  que 

nous  supposons  égales  :  il  s'agil 
de  démontrer  que  l'angle  B  est 
égal  à  l'angle  C. 

Si  les  angles  B  et  C  ne  sont 

pas  égaux,  admettons  que  Bsoit 

le  plus  grasd  ;  l'angle  EBC  sera 

aussi  plus   grand   que    l'angle 

PGB;  donc  les  deux  triangles 

EBC,FCB  aurontun  angle  inégal 

compris  entre  deux  côtés  égaux 

chacun  à  chacun,  donc  on  aura  : 

EG  >  BF. 

D'un  autre  côté,  par  le  point  P  menons  ifne  parallèle  à 

BE  et  par  le  point  E  une  parallèle  à  BA,  le  parallélogramme 

formé  nous  donnera 

FD  =  BE  =  FC. 
Donc  le  triangle  DFG  sera  isoscèle,  par  suite  l'angle  FÛC 
sera  égal  à  l'angle  FGD  ;  mais  l'angle  FDE  qui  est  égal  à 
FBE  est  plus  grand  que  l'angle  ECF  par  hypothèse;  donc 
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par  compensation,  l'angle  EDG  est  moindre  que  l'angle  ECD  : 
donc  EC  est  moindre  que  DE  ou  BF. 

Nous  arrivons  ainsi  à  une  conclusion  contradictoire  à 
celle  que  nous  avons  déjà  obtenue.  Donc  rhypolhèse  de 
l'inégalité  des  angles  B  et  C  est  absurde  ;  donc 

B  =  G; 
par  suite  le  triangle  estisoscèle;  c.  q.  f.  d. 


NOTE  SUR  UNE  LIGNE 

<;ONSII)ERKE   DANS   LE   TRIANGLE   REOTILIGNE 
Par  M.  M.  d'Oenfr»®*  élève  au  Lycée  Fontanes. 


/        r 


1.  Dans  un  triangle  quelconque,  considérons  la  droite  sy- 
métrique de  la  médiane  par  rapport  à  la  bissectrice  issue 
du  même  sommet;  cette  ligne,  qui  jouit  ie  propriétés  inté- 
ressantes, sera  désignée,  dans  ce  qui  suit,  par  la  notation 
(M),  la  lettre  M  servant  à  désigner  la  médiane. 

3.  Construction  de  la  ligne  (M').  — '  Je  porte  sur  le  côté  AB, 
de  A  vers  B,  une  longueur  AG'  égale  à  AG,  et  sur  AG,  de  A 
vers  G,  une  longueur  AB'  égale  à  AB;  il  résulte  de  la  défi- 
nition de  la  ligne  (M')  que  cette  ligne  passe  par  le  milieu 
deB'G'  et  que  ce  milieu  se  trouve  facilement  avec  le  compas, 
lorsque  Ton  connaît  le  milieu  de  BC. 

3.  Les  principales  propriétés  de  la  ligne  (M'),  qui  se  dé- 
montrent avec  la  plus  grande  facilité,  sont  les  suivantes, 
que  nous  nous  contenterons  d'énoncer  : 

a.  —  Les  distances  d'tin  point  quelconque  de  la  ligne  (M')  aux 
rélés  adjacents  sont  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  côtés. 

b.  —  Les  segments  détei^minés  par  (M')  sur  le  côté  opposé 
sont  proportionnels  aux  carrés  des  côtés  adjacents. 

c.  —  Si  le  triangle  est  rectangle^  la  Ugne  (M')  se  confond  avec 
la  hauteur. 

d.  — Les  trois  lignes  (M')  d'un  triangleconcourentauinêmepoint, 

e.  —  Le   point  de  concours  de  ces  lignes   est  le  bat^yeentre 
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dfs  somtneti  des  iHangies  affectés  des  coefficients  a',  b',  c',  on 
sio'  A,  sin'  B,  sin'  G, 

r.  —  Considérons  la  ligne  (M)  menée  par  le  point  A: 
menons  la  perpendiculaire  AH  à  celle  ligne,  et,  par  le  poiot 
0,  la  perpendiculaire  CH  à  AC  ;  ces  deux  lignes  se  coupeDl 
eu  H  ;  enfin,  menons  la  perpendiculaire  Hl  sur  AB:  on  a 
AI  =  AB. 

i.  Relations  miti-iques.  —  Soit  D'  le  point  de  rencontre  de 
(M)  avec  le  cAté  opposé  (nous  désignons  par  D  le  pied  de 
la  médiaoe).  Posons 

BD'=  c'j       CD' =  6'; 

b-  = 


;  6«  +  c*  '         6'  +  c  • 

\  Si  nous  désignous  par  m  la  longueur  de  la  ligne  (M),  ou» 


-■  =  lTT^>'^(^+<^')-« 


•i  Dans  le  cas  oli  le  triangle  est  rectangle,  on  trouve 

•                                                                               6c 
m=   , 

ce  qui  donne  bien  la  bauteur. 
En  appelant  ji  l'angle  D'AB,  i-  l'angle  lïAC,  on  trouTe 


y  6'  +  c'  +  26c  ces  A 
b  sin  A 
sin  Y  =  - 


y  b'  -f-  c*  +2(»c  cos  A. 

En  supposant  A  ^  90°,  on  retrouve  les  valeurs  ronniies 
pour  le  triangle  rectangle. 

Enthi,  en  appelant  d  la  distance  du  côté  BC  au  point  if 
concours  des  trois  lignes  (M'),  on  trouve 

S,  étant  la  surface  de  ABC. 

On  trouve  des  formules  analogues  pour  les  distances  au^ 
deux  antres  cfltés. 

5-  Problème.  —  Construire  tme  parnboie,  camiahsoHl  tlfu' 
tanf/entex  e(  leurs  potnla  de  i-nnlocl. 
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des  sommets  des  triangles  affectés  des  coefficients  a*,  b*,  c%  rni 
sin*  A,  sin*  B,  sin*  C. 

f. -*- Considérons  la  ligne  (M')  menée  par  le  point  A: 
menons  la  perpendiculaire  AH  à  celte  ligne,  et,  par  le  point 
G,  la  perpendiculaire  GH  à  AC  ;  ces  deux  lignes  se  coupent 
en  H;  enfin,  menons  la  perpendiculaire  HI  sur  AB;  on  a 
Al  =  AB. 

4.  Relations  métriques.  —  Soit  D'  le  point  de  rencontre  de 

(M')  avec  le  c6té  opposé  (nous  désignons  par  D  le  pied  de 

la  médiane).  Posons 

BD'=  c;       CD'  =  b; 

ac*  ,.  ab* 

on  a  c  =-77—: — r-;     o  == 


Si  nous  désignons  par  m' la  longueur  de  la  ligne  (M),  on  a 

'"■  =  "F^  y  2(6»  +  c')  -  a'  . 

Dans  le  cas  où  le  triangle  est  rectangle,  on  trouve 

6c 

m=  , 

a 

ce  qui  donne  bien  la  hauteur. 
En  appelant  6  l'angle  D'AB ,  y  l'angle  IKAC,  on  trouve 

.     ^  c  sin  A 

sin  P=    .  =r 

Y  6*  +  c*  -f"  26c  cos  A 

b  sin  A 
siu  Y  = 


)/  6«  +  c"  +  26c  cos  A . 
En  supposant  A  =  90®,  on  retrouve  les  valeurs  connues 
pour  le  triangle  rectangle. 

Enfin,  en  appelant  d  la  distance  du  côté  BG  au  point  de 
concours  des  trois  lignes  (M),  on  trouve 

, 2aS 

~    a*  -f-  6«  -j-  r«  ' 
S,  étant  la  surface  de  ABC. 

On  trouve  des  formules  analogues  pour  les  distances  aux 
deux  autres  côtés. 

5.  Problème.  —  Construire  une  parabole^  connaissant  deuJ 
tangentes  et  leurs  potnts  de  contact. 
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Soient  PP  et  QQ'  les  deux  iaugeutes,  dont  les  points  de 
contact  sont  P  et  Q;  appelons  F 
le  foyer  ;  on  sait  que 

PFQ  =  2P'AQ  ; 
on  a  donc  un  premier  lieu  du 
foyer  en  décrivant  sur  PQ  un 
segment  capable  du  double  de 
Tangle  P'AQ.  De  plus,  on  a 
AP^    _    FP 
AQ"^    "~    ¥Q  ' 
D'autre  part,  si  nous  menons 
la  ligne  (M')  du  triangle  PAQ,  et 
que  I  soit  le  point  oîi  elle  ren- 
contre le  côté  PQ,  on  a 
\P*  PI 

Donc,  si  l'on  prend  le 'point  I  et  son  conjugue  K  par 
rapport  aux  points  P  et  Q,  le  foyer  se  trouve  sur  la  circon- 
férence décrite  sur  TK  comme  diamètre;  ou  a  donc  deux 
lieux  du  foyer,  et  par  suite  ce  point  se  trouve  à  leur  inter- 
section. 

(5.  Théorème.  —  Si  L  est  un  point  d'une  lemniscate^  dont 
les  pôles  sont  P  et  P',  la  ligne  (M')  issue  du  point  L  dans  le 
triangle  PLF  est  normale  à  la  courbe  en  L. 

On  sait,  d'après  la  définition  de  la  lemniscate,  que  la  tan^ 
gente  à  la  courbe  se  construit  de  la  manière  suivante  :  on 
prend  IL  =  LP';  on  mène  àLI  une  perpendiculaire  par  le 
point  I,  et  à  MP  une  perpendiculaire  par  le  point  P;  ces 
lignes  se  coupent  en  T;  LT  est  la  tangente  cherchée.  Je  dis 
que  la  perpendiculaire  LN  à  LT  n'est  autre  chose  que  la 
ligne  (M')  du  triangle  LPF.  (*) 

En  effet,  si  du  point  N  nous  abaissons  des  perpendicu- 
laires NH  et  NH'  sur  LP.et  LP',  nous  avons 

LT=       "  ^P 


C03 ILT 


cos  PLT 


9\ 


Le  iecleur  est  prié  de  faire  la  figure. 


—  S44  — 

moino  sens.  Donc  PMA  =  AMN  comme  ayant  mêmes  mesures 
que  PGA  et  ABN  et  AM  est  bissectrice  de  l'angle  PMX. 
On  verrait  de  même  que  les  deux  autres  hauteurs  sont 
bissectrices  des  angles  P  et  N.  Donc  pour  construire  le 
triangle  cherché,  il  suffira  de  mener  les  bissectrices  du 
triangle  PMN,  qui  donneront  par  leurs  intersections  avec  le 
cercle  circonscrit  les  sommets  du  triangle  cherché. 

Nota  :  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Boulogne,  de  Saint-Quentin: 
Tricon,  à  Marseille;  Darmandieu.  à  Mont-de-Marsan;  Tinel.  au  Havre: 
Uonneville,  à  Toulouse;  Marin,  à  Ag'^n;  Daguiilon,  Ivcée  Henri  IV;  Joly,  « 
Tarbes;  Roubault,  à  Melun;  Huet,  à  Orléins;  Ueurtaux,  a  Nanles;  Boi>,  à 
Monlauban;  Jourdan,  à  Rouen;  C-jllon,  lycée  Louis-le-Grand ;  <iiroud.  à  Mar- 
seille; Pecquery,  au  Hn?re  ;  Benard,  à  Châteauroux;  Carrais,  à  Toolouse;  HugoL 
Mathoy.  àl.yon;  Gino  Loria.à  Mantouc;  Marge,  lycée Chariemagne;  Haleor.  < 
Toulon;  H.  Rourget,  à  Aix;  Deslaiv  Cotlei-eau.  ou  Mans;  de  Brév^aii>.  « 
Uesan^*on;  I^esoitlc,  école  de  Cluny;  \an  Aubcl.  à  l'Atbénée  de  Lrêge. 


QUESTION  m 

IKolniioM  par  M*  Hugot.  élève  du  Lycée  de  Lyon. 


Construire  un  triangle,  connaissant  les  points  de  renrcnire  ï, 
Jl,  Y,  du  cercle  circonsciHi  avec  la  bissectrice j  la  médiatic  et  Ut 
hauteur  issues  d'un  même  point. 

Soit  0  le  centre  du  cercle  circonscrit.  En  menant  par  lo 

point  Y  une  parallèle  à  O2 
on  obtient  en  A  le  sommel 
du  triangle  d'où  sont  issues 
les  trois  droites  ayant  leur 
pied  eu  a,  p,  y.  Joignant  A^, 
on  obtient  par  son  intersec- 
tion avec  Oa  un  point  M  du 
côté  opposé  au  sommet  A. 
Il  suffit  pour  avoir  ce  côté 
B(l  de  mener  par  M  une  per- 
pendiculaire à  Oa.  On  obtient 
ainsi  les  sommets  B  et  C  et  le 
triangle  est  construit. 


—  oio  — 

NuTi.  —  f>tl  rvsi>l«  b  Bèfoe  qwKtioa:  Mil.  Boutoçrne,  Lftbr\>.  «k»  Saint- 
4>mtiB;  Trkoa.  lâii»»!.  à  Marseille:  DtonBamdie*.  J4Ci|«ilUl.  RraaiHl,  à 
Ror\lesi«i:  BooifeetiUe,  (iroti.  Cadrai»,  à  Toskmàe  ;  lUr».  à  \gM;  UaB«e«>»i. 
à  Naanr;  i^ino-Lona.  à  Miutooe;  MaibeT.  à  Lyon  ;  Lacas,  à  ToskMi;  Tntni«r. 
à  ToakMJv;  H.  BMirgel.  à  Aii;  de  Bnèvans.  i  Besaaços;  i<4T«  Lelellicr. 
à  Tartes:  RoubsoU.  à  Melan;  Fecqnerr,  aa  Havre;  H««rlau«  à  Xaaies; 
tKLaDger.  à  b  Martiaiqiie  :  Bois,  à  MoQUabas;  L^tle,  à  Roma;  Caloa. 
Ivcée  LMK-iMàraod  ;  MoatértM.  à  Piia  ;  Desbis.  as  Maas  ;  Lemiie,  ccele  de 
UaoT;  Maagcr.  Knée  Charfemagne.  à  Firis;  Benard,  à  Chaiediarmi. 


QUESTION  242 

IM«tl«B  pir  M.  Pt>H3ci.%r,  élèTe  d«  l^rcée  de  Niort. 


Oh  domne  mm  triangle  ABC;  nne  droite  BL  pivote  nuioitr  Hh 
nommet  B.  On  abniiue  des  perpendicutaires  AE,  CD  des  iffif^r 
autres  sommets  sur  cette  droite.  On  joint  le  pt^nt  E  au  milieu 
K  de  AB,  et  le  point  D  au  uu'lieu  I  de  BC.  Trouver  le  lieu  du 
point  de  rencontre  M  des  deux  droites  KE  et  DL 

CoDsidérons  l'angle  KMI.  Il  est  exlériear  au  triangle 
DEM.  Par  saile  (1)  KMI  =  a 

MED+EDM;  orMED=KEB  r 

=  KBE,  car  le  triangle  KBB 
est  isoscële,  la  droite  KE 
étant  médiane  du  triangle 
rectangle  AEB  et  par  suite 
égale  à  la  moitié  BK  de 
rhypoténuse.  Pour  la  même 
raison  BDI  est  un  triangle 
isoscèle  et  BDI  =  DBI,  donc 
en  remplaçant  dans  (1)  KMI  =  B.  Dès  lors  le  lieu  du  point  M 
sera  un  segment  capable  de  Tangle  B  construit  sur  la  droite 
Kl  comme  corde.  Ce  segment  passant  par  le  milieu  S  du 
côté  AC,  puisque  l'angle  KSI  est  égal  à  l'angle  B  et  que 
ses  côtés  passent  par  les  points  K  et  I,  appartiendra  au 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC. 

Nota.  —  Ont  réuAa  b  niéme  question  :  MM.  Marel,  r.alloo,  du  l,>cêc 
Louis-le-lïrand;  Mayoo,  Daguillon.  du  lycée  Henri  IV;  Bonnerille,  de  Tou- 
louse; Mangeot,  de  Nancy;  Roubault,  de  Melun;  Leiellier.  de  Tarbes;  1^- 
Inis,  au  Mans;  Huel,  à  Orléans;  Malcor  à  h  Seyn3.  près  Toulon. 
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QUESTION  248 

fi«la(l«M  par  M.  Giroud,  élève  du  Lycée  de  Marseille. 


Dans  un  quadrilatère  ABGD  fums  désignerons  par  a,  b,  c,  e 
les  côtés;  A  et  d' les  diagonales^  «o  leur  angle^  h^  ei  h,  les  per- 
pendiculaires  abaissées  des  sommets  sur  la  diagonale  d  ei  h,  h| 
les  perpendiculaires  abaissées  sur  la  diagonale  d.  Démontrer 
Us  formules 

h,  +  h,  +  h,  +  h^  =  (d  4-  d)  sin  o 
h,  4-  hj  d' 


S  = 


h,  +  h»  d 

J_        (h,    +    h,)(h3    +    h,) 

2 


sin  (i> 


h.  ha  h,  h*  =  ,,    ,., sin  A  sin  B  sin  C. 

*  d"  d* 

Le  Iriauglc  BHË  donne  Ai  =:  B£  sin  co. 

Le  triangle  DKE  donne 

h^  =  DE  sin  <o. 
Donc 
A,  +  A,  =  (BE  +  DE) 
sin  u)  =  eT  sin  lo.        (1) 
Demôme 
A3  -}-  Aj  •=  d  sin  <!i;         (2) 

donc    Al  -{-ht  +  ^i  +  *» 

=^  {d  -\-  d)  sin  to. 
Divisant  membre  à  membre 
les  relations  (1)  et  (i)  il  vienl 
Al  +  A,    _    d^ 
A,  +  A,    "~    d' 

La  surface  de  ABC  est ^:  celle  de  DAG  est  — ^2  celle 

2  a 

d 
du  quadrilatère  est  donc  —  (A,  +  ^i)  • 


—  su  — 

Or  de  (i)  ou  lire  d  =   *'  ."*"  **  , 

sin  (d 

I       (h,  +  A.)(/r,  +  h,) 


donc  S  = 


2  SIU   U) 


En  exprimant  de  deux  manières  la  surface  du  triangle 
ABC,  on  a  dAi  =  ab  sin  B  ;  d'où  A^  =  — j-   sin  B.  On  trou- 

»  j       A       j.  C6  sin  D  ^^  K    j.         ^^ 

verait  de  même  h^  = -; ,  713  =  — 7—  sin  A,  A»  =— p- 

a  a  a 

sin  G. 
Multipliant  membre  à  membre  il  vient 

j's  i^t  ^s  ^1 

Al  A,  A3  A4  =  r— -=; sin  A  sin  B  sin  G  sin  D. 

0*  or 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Bompard,  collège  Stanislas; 
Gossietux,  Boulogne,  à  Saint-Quentin;  Huet,  à  Orléans;  Bfonterou,  à  Pau; 
Gallon,  lycée  Saint-Louis;  Baron,  à  Dinan;  Hugot,  à  Lyon;  Marin,  à  Agen; 
Blessel,  à  Paris;  Gino  Loria,  à  Mantoue;  Daguillon,  lycée  Henri  IV;  Bonne- 
ville,  à  Toulouse;  Bernard,  à  Pons;  Vivant  et  Bertin,  &  Lons-le-Saulnier;  Tinel, 
au  Havre;  Joly,  Lelellier,  Grazides,  à  Tarbes;  Vazou,  collège  RoUin;  Tricon,  à 
Marseille;  Deslais,  au  Mans;  Marit,  lycée  Louis-le-Grand ;  Payeux,  à  Verdun; 
Lacan,  collège  de  la  Seyne  (Var). 


QUESTION  249 

i(ol«tloB  pur  M.  Henri  Bois,  élève  du  Lycée  de  Montauban. 


Si  dans  un  triangle  un  angle  G  est  double  d'un  autre  A,  la 
projection  du  côté  BG  sur  la 
bissectrice  intérieure  de  l'angle 
C  est  égale  à  la  moitié  du  côté 
AB. 
Soit      G  =  2A. 
Il  faut  montrer  que 

2CH  =  AB. 
Eu  elFet,  GH  =  BG  cos  A 

AB      _     BG 
sin  2A         sin  A  * 
d'où  AB  =  2BG  cos  A . 

On  a  donc  bien  AB  3=:  2GH. 
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Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue' par  MM.  Boudiesax,  d'Angers; 
Gossieaui*  Boulogne,  de  Saint-Qaentin  ;  Bompard,  collège  Stanislas;  Bernard, 
Houx,  à  Pons;  HueC,  à  Orléans;  Vautier,  école  Sainte-Geneviève.  Paris;  Martio, 
a  Passy;  Weywada,  à  Albi;  Montérou,*  Pau;  Talbourdeau,  à  Moulins;  Tind. 
au  Havre;  Giroud,  à  Marseille;  Bjron,  à  Dinan;  Hugot,  à  L>'on;  Marin,  à 
Agen;  Blessera  Paris;  Gino-Loria,  à  Mantoue;  Daguillon,  lycée  Henri  IV; 
Bonneville.  à  Toulouse;  Vivant  et  Berlin,  à  Lon^le-Saunier;  Lacan,  àTonloa; 
Tricon,  à  Marseille;  Lachesnais,  à  Versailles;  Marit,  Ijcée  Louis-4e-Gnnd; 
Letellier,  Joly  àTarbes;  Deslais,  au  Mans; de  Brévans,  à  Besançon;  Payeur,  à 
Verdun. 


QUESTION  250. 

•olmtlom  par  M.  Wetwada,  élève  du  Lycée  d'Albl. 


Si  dam  un  triangle  la  bissectrice  intérieure  d'un  angle  est 
égale  à  l'un  des  côtés  de  l angle,  ta  projection  de  Vautre  côté  sur 
cette  bissectrice  est  égale  à  la  somme  des  côtés  de  V angle, 

(Launoy.) 

Soit  AD  la  bisseclrice  de  À,  égale  à  AB  et  A£  la  pro- 

jectioD  de  AG   sur  AD.  Ou   doit   avoir 
AB  +  AC 


AE  = 


2 


OU  AD  +  DE   = 


— et  comme  AB  =  AD,  2AD 

2 

+  2DE  =  AD  +  ACouAD  +  2DE  =  AC. 

Prolongeons  AD  d'une  longueur  EF  = 

DE  ;  il  faut  prouver  que  AF  =  AG. 

Les  deux  triangles  rectangles  DEC, 

GEF  sont  égaux  (EG commun,  DE  =  EF), 

donc  EFG  =  EDG;  or  EDO  =  BDA,  donc 

EFG  =  BDA. 

Les  deux  triangles  ABD  el  FGA  ont  deux  angles  égaux 

chacun  à  chacun  (BAD  =  DAG,  AFG  ==  ADB)  ;  dès  lors  ils  sont 

semblables,  et  Ton  a      -p^  =  — ^-^^  ;  or  AD  =  AB,  donc 


AF 


AB 


AG  =  AF. 

Nota  :  I^  niéoie  question  a  été  résolue  par  MM.  Tinel,  élève  du  lycée  du 
Havrc;  Blessel,  conducteur  des  ponts  et  chaussées;  Libmann,  Bompard' collège 
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Slanislas;  Roux,  Bernard,  à  Pons;  Letellierf  Joly,  k  Tarbes;  I.«soille,  école  de 
Cluny  ;  Boulogne,  à  Saint-Quentin  ;  Huet,  à  Orléans  ;  Tricon,  Giroud,  à  Marseille  ; 
Marin,  à  Agen;  Gino-Loria,  à  Mantoue;  Daguillon,  au  lycée  Henri  IV;  Bonne- 
viUe,  à  Toulouse;  Lacan,  à  Toulon;  Deslais,  au  Mans  ;  de  Urévons,  k  Besançon  ; 
Bois,  à  Montauban  ;  Payeur,  à  Verdun. 


RACCALAURÉA.T  ES  SCIENCES 


FACULTÉ  DE  POITIERS 

~  I>éoom|)Oser  en  lacteurs  du  premier  degré  l'expression 

28j?(aj  -f-  i)  —  io5; 
étudier  sa  variation  lorsque  x  prend  toutes  les  valeurs  possibles. 

—  On  joint  les  milieux  de  deux  côtés  consécutifs  d'un  rectangle  ;  on  en  dé- 
tache le  triangle  rectangle  qui  a  la  droite  ainsi  menée  pour  hypoténuse.  Trou- 
ver le  centre  de  gravité  de  l'aire  restante. 

—  Trois  nombres  en  progression  arithmétique  sont  tels  que  la  somme  des 
carrés  des  deux  premiers  égale  le  carré  du  troisième.  Le  premier  étant  a,  quels 
sont  les  deux  autres  ? 

—  Exprimer  x  au  moyen  de  a  et  de  6,  sachant  que  l'on  a 

£c  =  y*  +  3ay  

y  =   Y  à  +  \l  b'-\-  a^    +    \^6  —  ^  6'  -f^ 

—  Le  nombre  k  égale  3,1413926...  Combien  de  chiffres  décimaux  exacts 
pourra -t-on  obtenir  à  la  racine  carrée,  en  remplaçjint  ce  nombre  incommen- 
surable par  3,1416  ? 

—  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  R  un  cylindre  dont  la  surlace  totale  soit 
équivalente  à  celle  d'un  cercle  de  rayon  m. 

—  D*un  point  A,  situé  dans  le  plan  d'un  corde  de  rayon  R,  à  une  distance 
d  du  centre,  on  mène  une  sécante  AD  faisant  un  angle  a  avec  le  diamètre  OA 
Aux  points  C  et  D,  où  cette  sécante  coupe  la  circonférence,  on  mène  les  tan-> 
gentes,  qui  se  coupent  en  B.  Déterminer,  au  moyen  des  données  d  et  a  :  i*  la 
longueur  OB  ;  2*  la  longueur  AB  ;  3*  la  position  de  la  projection  b  du  point  B 
sur  OA  ;  4*  l'angle  BDA  par  une  de  ses  lignes  trigonométriques. 

—  Sur  les  quatre  arêtes  latérales  d'un  parallélépipède  droit  on  prend,  à 
partir  de  la  base,  quatre  longueurs  a,  b,  c,  à;  quelle  est  la  condition  pour  que 
les  quatre  points  ainsi  déterminés  soient  situés  dans  un  même  plan  ?  Expres- 
sion du  volume  du  parallélépi[)ède  tronqué  ainsi  formé. 

—  Quatre  forces,  situées  dans  un  même  plan,  et  d'intensités  i,  2,  3,  4,  sont 
appliquées  au  même  point.  En  faisant  tourner  la  première  autour  de  ce  point 
de  3o*,  elle  coïnciderait  avec  la  seconde  ;  à  partir  de  eette  position,  une  ro- 
tation de  90*  dans  le  même  sens  l'amènerait  sur  la  troisième  ;  enfln,  une  nou- 
velle rotation  de  3o*  la  conduirait  sur  la  quatrième.  Calculer  l'intensité  de  la 
résultante,  et  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  première  force. 

—  Résoudre  les  équations    /  —  6j  +  cy  =0, 

m  —  ca?  -f  fl»  =  0, 
(  —  ay  -\-  bx=:o, 
ax  4-  6j/  +  ca  =  o, 
ofi  le?  inconnues  sont  x.  y,  %  et  (. 
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—  Résoudre  les  équations 


v'y  —  ^20 -—x  =  ^y  —  x\ 

3^20  —  X  =  2\y  —  X. 

—  Calculer  les  angles  d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  984,  i537  et  1825. 

—  La  distance  au  Soleil  de  la  planète  Uranus  est  19,183^  celle  debTem 
étant  I  ;  calculer  la  durée  de  la  révolution  sidérale  d'Uranus,  celle  de  b  Tem 
élint  365i«,256. 

^  La  hauteur  d'une  pyramide  hexagonale  régalière  est  égale  au  côté  de  la 
hase,  trouver  le  cosinus  de  l'angle  de  deux  faces  latérales  adjacentes. 

—  La  déclinaison  du  soleil  est  19*25'  boréale,  et,  à  Paris,  un  cadran  solaire 
indique  3*^,20"*  après  midi;  quelles  sont  les  coordonnées  géographiques  do 
lieu  où  le  soleil  parait  au  zénith? 

—  Construire  un  cercle  concentrique  à  un  cercle  de  rayon  K,  et  tel  que  la 
couronne  soit  moyenne  proportionnelle  entre  les  surfooes  des  deux  cerdes. 


FACULTÉ  DE  BORDEAUX 

Examens  de  Pau  en  août  1880. 

—  L'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  est  égale  à  a;  la  somme  des  deoi 
autres  cités  est  égale  à  b.  Calcul  de  ces  côtés  et  discussion  de  la  formale; 
calcul  d'un  angle  aigu.  Application  :  a  ==  950;  b  =  1080. 

—  Trouver  la  raison  d'une  progression  arithmétique  dont  le  premier  terme 
e9t  a,  sachant  que  la  somme  des  n  premiers  termes  est  égale  à  2n  fois  le  tiers 
du  «'  terme.  Application  :a=io;n==ioi.On  vérifiera  le  résollat  trouTé. 


FACULTÉ  DE  MONTPELLIER 

—  Résoudre  le  système  x  -\-  y  =  mz 

a?*  -f  !/*  =  wa' 
a?»  +  y'  =  a*  —  »*. 

—  Résoudre  par  rapport  à  x  l'équation 

a?*  —  2X  cos*  a  -|-  2  cos'  «  —  1=0; 
calculer  la  valeur  numérique  des  racines  dans  le  cas  où  l'on  a 

a=:  20*42' 17', 
et  aussi  dans  le  cas  où  l'on  a      a  =  69*1 7*43'. 

—  Trouver  un  arc  x  tel  que 

sin  a?  +  cos  a?  =  m; 

calculer  les  valeurs  numériques  des  racines  dans  te  cas  où  m  =  -^' 

—  Résoudre  a'  a?'  —  a*  a?  -f  a  —  i  =  o 

et  indiquer  comment  varient  les  racines  quand  on  donne  &  a  toutes  les  valeurs 
possibles. 

—  Résoudre  cos  a;  =  2  tg  a?. 

—  Calcuter  la  base  et  les  angles  d'un  triangle  isoscèle,  sachant  qne  le  côté  est 
égal  à  2",  et  la  surface  à  i*  carré. 

—  On  a  deux  cylindres  dont  l'un  a  pour  rayon  x  et  pour  hauteur  v,  et  l'àuire 
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a  pour  hauteur  x  et  pour  rayon  y  ;  déterminer  x  et  y  sachant  que  les  surfaces 
totales  de  ces  cylindres  sont  équivalentes,  la  première  à  la  surlaoe  d'un  cercle  de 
rayon  m,  et  la  seconde  à  la  surface  d'un  cercle  de  rayon  n. 


FACULTÉ  DE  PARIS 

—  Partager  un  angle  donné  a,  moindre  que  90*,  en  deux  parties  telles  que 
la  somme  de  leurs  tangentes  soit  un  minimum. 

—  On  donne  l'hypoténuse  BC  =  a  d'un  triangle  rectangle  et  l'angle  B  ;  on 
suppose  que  le  triangle  tourne  autour  de  l'hypoténuse;  on  demande  de  cal- 
culer en  fonction  de  a  et  de  B:  1*  la  somme  des  surfaces  engendrées  par  chacun 
des  côtés  de  l'angle  droit;  2*  le  volume  engendré  par,  le  triangle  ABC;  3*  le 
maximum  de  ce  volume  quand  B  varie. 

—  Démontrer  que  les  droites  qui  joignent  les  milieux  de  deux  arêtes  non 
contiguës  d'un  tétraèdre  passent  toutes  les  trois  par  un  même  point,  et  que  In 
distance  de  ce  point  à  chacune  des  faces  est  égale  au  quart  de  la  hauteur  cor- 
respondante. 

—  On  partage  un  angle  de  60*  en  deux  parties  telles  que  le  sinus  de  l'une  soit 
le  double  du  sinus  de  l'autre  ;  trouver  les  valeurs  de  ces  deux  sinus. 

—  Déterminer  la  quantité  a  de  façon  que  dans  Téquation 

i5  X 
X- (-  a^  __  Q 

4 
l'une  des  racines  soit  le  carre  de  l'autre. 

—  On  considère  un  triangle  ABC,  le  point  D,  milieu  de  BG.  et  la  médiane 
AD.  Trouver  sur  cette  médiane  un  point  M  tel  que  la  somme 

MA^  +  MB=  +  MC= 
soit  maxima. 

—  Calculer  la  surface  d'un  cercle,  sachant  que  la  surfkce  du  dodécagone 
régulier  inscrit  est  de  i  mètre  carré. 

—  On  donne  par  ses  traces  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  on  donne 
aussi  les  projections  horizontales  de  deux  droites  parallèles  situées  dtfns  ce 
plan;  construire  leur  distance. 

—  Résoudre  l'équation  sin  x  +  ^  cos  x  =  yJT. 


ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 


CONCOURS  DE  1880.  COMPOSITIONS  SUPPLÉMENTAIRES 

Mathématiques. 

1.  —  Calculer  les  angles  x  compris  entre  o  et  i8o  donnés  par  la  formule 

tg  3x  =  Jlzj^ 

^  I  -h  tg=  p 

dans  laquelle  on  a  a  =  ly^^S'if 

p=  49M8'3r/ 
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S.  -—  Résoudre  i'équatioD 

(x  —  a){x  —  b)[x  —  c)  -f  abc  =  o 
ddos  laquelle  on  suppose  a,  6,  c  positifs.  Les  quantités  b  etc  ayant  une  Talenr 
liie,  entre  quelle^  limites  a  doit-il  être  compris  pour  que  les  raeines  soieat 
réelles? 

3.  —  On  donne  un  demi-eerele  et  un  point  P  sur  le  diamètre  AB,  et  on 
demande  de  déterminer  sur  la  eireonférence  un  point  M  tel  que,  en  menant  les 
cordes  MA.  MB  et  les  parallèles  PN.  PQ  à  ees  cordes  le  périmètre  MNPQ  soit 
maximum. 

Oéométrie   descriptive. 

Étant  donnés  :  un  point  0  situé  à  45  millimètres  au-dessus  du  plan  horizoa- 
tal  et  à  75  millimètres  en  avant  du  plan  vertical,  et  le  plan  passant  par  le  point 
0  et  la  ligne  de  terre  on  demande  : 

1*  De  construire  les  projections  d'un  tétraèdre  régulier  s*appuyant  par  sa 
base  sur  le  plan  donné  de  telle  sorte  que  le  centre  de  cette  base  soit  au  point  0; 
la  longueur  de  l'arête  étant  de  70  raiUimètres  ; 

2*  De  foire  tourner  le  plan  donné  d'un  angle  de  90*  autour  de  la  verticale 
passant  par  le  sommet  du  tétraèdre; 

3*  De  construire  les  projections  du  solide  dans  cette  nouvelle  position. 


SUR  LES  TANGENTES  AUX  POINTS  DOUBLES 

DE   l'intersection   DES   SURFACES 

Par  M.  fileMO^le*  examinateur  d'admission  à  l'Ëcole  cenlra!e  des  Arts  et 

Manufactures. 

[Suite,  voir  page  50?.) 


Problème.  —  Construire  les  tangentes  aux  points  doubles 
de  C  intersection  de  deux  surfaces  coniques  ou  cylindriques. 

Considérons  deux  cônes  ayant  un  plan  tangent  commun? 
(fig,  i).  Soient  :  S,  S^  leurs  sommels  ;  So,  Sfi  les  génératrices 
suivant  lesquelles  P  touche,  respectivement,  chacune  de  ces 
surfaces. 

Nous  allons,  tout  à  la  fois,  démontrer  que  le  point  S,  en 
lequel  P  touche  les  deux  cônes,  est  un.  point  double  de  leur 
intersection  et  chercher  les  tangentes  en  ce  point.  Four 
atteindre  simultanément  ces  deux  buts,  il  suffit  de  construire 
les  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  en  8,  et  de  constater 
que  le  problème  offre  deux  solutions.  Ces  tangentes  sont 
nécessairement    dans  le  plan  tangent  commun  P  ;  il  est 
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d'ailleurs  manifeste  qu'elles  se  coufoudent  avec  les  iaii- 
geutes  à  la  projeeUon  sur  P  do  la^  courbe  commune  aux 
deux  cônes.  Nous  chercherons  donc  simplement  ces  dernières. 
Conduisons  par  o  deux  plans  perpendiculaires  au  plan 
tangent  P  cl  soient:  ox,  IXi  les  traces  de  ces  plans  surP; 


Fig.  i. 

Yy  Yi  les  courbes  suivant  lesquelles  ils  coupent  respective- 
meut  les  cônes  de  sommets  S,  S^  ;  3t/  l'intersection  des  plans 
perpendiculaires  au  plan  P,  qui  est  elle-même  perpendicu- 
laire à  ce  plan»  et,  finalement,  0, 0|  les  points  en  lesquels  la 
ligne  qui  unit  S,  S^  coupe,  respectivement,  les  plans  des 
courbes  y,yi. 

Nous  adopterons  y,yi  pour  bases  respectives  des  cônes  et 
nous  construirons,  par  la  méthode  générale,  un  point  de  la 
projection  sur  P  de  leur  ligne  commune.  Pour  le  faire, 
conduisons,  par  0, 0|  et  un  point  a,  placé  sur  y  et  voisin  de  S, 
un  plan  sécant  auxiliaire  ;  lequel  donne:  sur  les  plans  des 
bases,  les  droites  Oa,  0|x;  sur  les  bases  elles-mêmes  les  points 
L,  L|,  que  l'on  projette  sur  P  en  /,  l^;  enfin,  sur  les  cônes, 
des  génératrices,  dont  les  projections  si,  s^l^  se  croisent  au 
point  m  cherché. 

Traçons  la  droite  im  et  observons  que,  puisqu'on  connaît 
le  point  3,  tout  se  réduit  à  déterminer  la  limite  de  la  direc- 
tion de  8m,  lorsque  m  tend  vers  8.  On  le  fera  en  menant  par 
m  des  droites  m/,  mt^  respectivement  parallèles  à  08,6i$;  puis 
en  cherchant  la  limite  du  rapport  de  ces  deux  lignes,  que 
nous  désignerons,  la  première  tnt,  par  p,  l'autre  mii  par  p^. 
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Soient  .     y  =  f{x) 

les  équations  des  courbes  y,  y^  rapportées,  respectivement, 
aux  axes  y^,  y^n  et  (.r,  y),  (x^n  yi)  les  coordonnées  des 
points  L,  L|.  La  similitude  des  triangles  donne  : 

mt  St 


8/     "" 

sa* 

Mil 

Si^i 

• 

5/1      ~ 

SjS 

? 

ce 

qu'on 

peut  écrire 

P      _ 

X 

Pi     — 

.  Si 

sa  ' 

en 

divisant  membre  h  membre 

ces  deux  dernières 

relations 

on  a 

P 
Pi 

3^1 
X 

S/ 

S8    • 

S18  • 

Lorsqu'on  fait  tendre  a  vers  a,  les  points  n»,  /,  i^  tendent 
aussi  vers  B,  et  les  rapports  du  second  membre  de  la  dernière 
égalité  ont  i  pour  limite,  ce  qui  permet  d'écrire  la  relation 

lim  -î— •=lim  — .  io) 

Pi  ^1 

D'autre  part,  on  l'a  vu,  la  formule  (i)  peut  s'écrire 

4  =  —^—rio)  +  —^r{o)+ — ^^ — rio. 

X*  1.2'^''     1.2.3  1.2.3.4 

i.2.3...n  '     I  .2.3...(n-|- I) 

—,=-^  f(0)  +-^S-  f»  +  ^^-_ç.v(o)  ... 

a*j*  1.2^^'*     1.2.3^  1.2.3.4^ 

+   ..r.7.'..n  ^"  ^°)  +  ..2. ?"."(«+.)  ^"  ■*■  '<*•"•>    ^'' 
La  similitude  des  triangles  donne  encore 

y    _    et 
8a    ~    65  ' 

Vi    _  Jifi^. 
Sa  6184  ' 


—  858  — 
on  en  déduit  -S-  =  — —  :     .  '  . 

et,  par  suite,  lira  —  =  i . 

Or,  on  l'a  déjà  vu  (i),  des  équations  (6)  et  (7)  on  tire,  «n 
général,  lim  -^  =  ^*°^ 


lim  ^.  = 
d'oîi  Ton  déduii 


a;*  1.2 


.Tj*  I   .  2 


1/  a?i«         /  (o) 


ou  encore,  puisque  lim  —  =  i, 


lim  -^  =  ±  Y^K. 
ar,  f    /'(o) 


OC 

En  remplaçant  dans  (5)  lim par  sa  valeur,  il  vient 


Pi  '    f(o) 


Reprenons  la  formule  (4)  de  la  précédente  question 

dans  laquelle  ^  (fig.  4)  représente  Tangle  de  la  normale  à  la 
courbe  jjl',  en  i»',  avec  l'axe  m'y,  et  observons  que  cette  for- 
mule est  applicable  aux  courbes  y»  Ti  fAff*  i)>  ^  ^^  condition 
toutefois  de  supposer  ^  nul.  Alors,  en  désignant  par  p  et  par  p^ 
les  rayons  de  courbure»  en  S,  des  courbes  y»  Tn  nous  aurons 

/  '(o)  =  —, 

p 

?"(o)  =  -f: 
pi 

d'où  l'on  déduit  -1=7^  =  — 

/'(o)         p.    _ 

et,  par  suite,  lim  -^  =  db  V  -^. 

Pi  '    Pi 
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Telle  est  la  formule  cherchée;  elle  montre  que  le  point  : 
est  un  point  double  et  va  servir  à  la  construction  des  tan- 
gentes en  ce  point.  Celle  formule  peut  s'écrire 

P    _ 


lim  -il  =  ± 


P?i 


Pi  Pi 

le    tracé  ne    saurait  maintenant  offrir   aucune    difficulté. 

Opérons  dans  le  plan  tangent  commun  P  ;    rien   ne  serait 

plus  simple  ensuite  que  de  projeter  sur  un  plan  quelconque 

la  figure  que  nous  allons  construire. 

Soient   SS,  S|0   les    deux    génératrices    de    contact  qui 


Fig  s. 


se   croisent  au   point   double  8  (fig.  S).  Construisons  YT^: 
après   quoi,   par  un   point  a,  pris  arbitrairement  sur  SS, 
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nicDons  une  parallMe  à  la  trace  du  plan  de  la  courbe  y  sur 
celui  de  la  figure  et  portons  sur  celte  ligne,  de  part  et 
d'autre  de  a,  deux  longueurs  ab,  ac  égales  à  Yph'^  puis, 
par  6,  c,  tirons  des  parallèles  h  S8. 

Opérons  de  môme  pour  l'autre  cône,  mais  en  remplaçant 
cetle  fois  Yp^  par  pj. 

Les  couples  de  parallèles  ainsi  tracées  forment  un  paral- 
lélogramme defg^  dont  les  diagonales  $/,  Sr  sont  les  tan- 
gentes cherchées. 

Pour  exécuter  ce  tracé,  nous  avons  dû  recourir  aux  rayons 
de  courbure  de  deux  bases  placées  dans  des  plans  perpen- 
diculaires au  plan  tangent  commun  ;  le  théorème  qui  suit 
permet  de  le  rendre  indépendant  de  l'orientation  des  bases. 

Théorème  de  Meusnier.  (de  théorème,  que  nous  nous 
bornerons  à  considérer  dans  le  seul  cas  des  surfaces  co- 
niques, est  encore  vrai  pour  une  surface  quelconque).  —  I>ans 
toute  surface  cofiique,  le  rayon  de  courbure  d'une  section  oblique 
est  la  projection  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui 
a  tnéme  tatigente. 


Fig.  4, 

Soient  (fig,  4)  :  Q  le  plan  de   la  base  ou  d'une  section 
oblique  de  la  surface  conique  ;  c  la  base  elle-même  ou  la 
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section  oblique  ;  S  le  sommet  de  la  surface  et  Sj  sa  géné- 
ratrice de  contact  avec  l'un  P  de  ses  plans  tangents. 

Les  plans  P,  Q  se  coupent  suivant  la  tangente  ob,  a  la 
courbe  c,  au  point  a.  Par  ab  conduisons  un  plan  N  perpco- 
diculaire  a  P  et  considérons  la  section  6^  avec  le  cône. 

Prenons  deux  points,  Fun  d  sur  la  courbe  c,  l'autre  e  sur 
la  tangente  a6,  et  tous  deux  voisins  de  a  ;  tirons  la  géné- 
ratrice Sd  et  désignons  par  d^  sa  rencontre  avec  c^;  traçons 
enfin  la  droite  qui  unit  S,  e,  ainsi  que  les  triangles  aed, 
aed|.  Nous  désignerons  encore  respectivement  par  (U,  û,«, 
(R,  R|)  les  aires  de  ces  triangles  et  les  rayons  des  cercl^'s 
qui  leur  sont  circonscrits. 

On  aura  4ÛR  =  ae  .  ed  .  ad, 

4Û1R1  =  ae  .  edi  .  ad^, 

en  divisant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  trouve 

Q        R     _  jd^     ad_ 

"û7      ^i    ""    ^^1      ''^i 
La  comparaison  des  pyramides  Sade,  Saed^  donne  à  sos 

tour,    en   appelant   h  et  A|  les  distances  du  point  S  aux 

plans  Q  et  N|  la  relation 

Qh    _   Sa  .  Sd  .  Se 

UiAi   ""  Sa .  S'dt  .  Se 
U    _    Al      Sd 

u 

En  éliminant  -~-  entre  cette  dernière  relation   et  (8),  on 

trouve 

^  —  JL     J^       ft      Sd, 
Ri  edj    '    ad|    '    A^   "   Sd    ' 

mais,  d'autre  part,  on  a 

ad  sin  aSi 


Sd  sin  daS 

Sdi  sin  d^aS 


adi  sin  aSd 

en  combinant  les  trois  dernières  relations,  on  trouve 

R  ed        sin  d|aS        h 

Rj    ""   edi    *     sin  daS    '    h^  ' 
mais,  en  appelant  6  l'angle  des  plans  N,  Q,  on  peut  rem- 
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placer  — -  par  cos  0  dans  la  dernière  relation,  ce  qui  donne 
fil 

R  ed      sin  d^aS 

"5~"  ==  "TT"   '"• — Tir  •    ^^^  ^• 
K^  edi      sm  aaS 

En  faisant  d'abord  tendre  le  point  e  vers  a,  le  rapport 


i     j  ad  ,     ,    sin  ad^d        .    „       .  ., 

tendra  vers  — r->  o^  vers  son  égal  — : rV-  ;   si    1  on   fait 

adi  ®      sm  addj 

ensuite  tendre  d  vers  a»  les  rayons  R,  R|  tendront  vers  les 
rayons  de  courbure  des  courbes  G,  Ci,  que  nous  désigne- 
rions par  p  et  par  p^  et  nous  aurons  finalement 

p  =  p^  cos  0, 
ce  qui  justifie  le  théorème,  attendu  que  Tangle  des  plans 
Q,  N  est  égal  à  celui  des  normales  en  a  aux  courbes  consi- 
dérées. 

Théorème.  —  Les  tangentes  au  point  double  de  V intersection 
de  detfx  surfaces  coniques  forment  un  faisceau  harmonique  avec 
les  deux  génératrices  de  ces  surfaces  qui  se  croisent  en  ce  point  : 
les  couples  de  rayons  conjugués  sont,  d'une  part,  les  deux  tan- 
genteSy  de  Vautre  les  deux  génératrices. 

Considérons  la  figure  3  et  le  faisceau  S.SS^^t.  Soit  m  la 
rencontre  des  droites  de,  8S|  ;  la  droite  de  prolongée  coupe 
à  l'infini  BS  ;  comme,  d'autre  part,  m  est  le  milieu  de  cie ,  on 
voit  que  les  rayons  du  faisceau  considéré  déterminent  sur 
une  divergente  des  points  de  section  qui  forment  une  divi- 
sion harmonique,  et,  par  conséquent,  que  ce  faisceau  est 
lui-même  harmonique.  Ce  théorème  est  évidemment  appli- 
cable aux  projections  des  rayons  du  faisceau,  et  sert, 
lorsqu'on  connaît  l'une  des  tangentes  au  point  double,  à 
trouver  l'autre  tangente  en  ce  point. 
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NOTE   SUll   UNE   APPLICATION 

l)V   CALCUL    DES    DÉTERMINANTS 

A  CERTAINBS  QUESTIONS  DB  MAXIMA  ET  DE  M IMMA 
Par  M.  B.-«i.  ■•««cl. 
[Suite  et  fin,  voir   page  460.) 


La  méthode  peut  élre  généralisée. 

Nous  ferons  observer  d'abord  que  Ton  a,  d'une  manière 
générale, 

((,,«  +  ffj«  +  . . .  +  an*){b,*  +  V  +  .  •  ■   +  *-') 

—  (Ol*l  +  ^'t^t  +    •  •  •  +  Onbn)*  =  («i^i fl«6i)* 

+  («1*1  —  ^A)*  +  •••  +  (ÛH  -  ibn  —  anbn  -  i)*. 

Eu  effet,  tous  les  termes  du  second  membre  sont  diffé- 
rents les  uns  des  autres;  ils  se  trouvent  d*ailleurs  tous  dans 
le  premier  membre  effectué,  et  il  est  facile  de  voir  qu'il 
n'y  en  a  aucun  du  premier  membre  qui  manque  dans  le 
second.  Dans  le  premier  membre,  le  produit 

(«1*  +  Cl,*  +  . . .   +  an«)(6,«  +  6,«  +  . . .   ^.  bn^) 
contient  n*  termes;  le  carré  {afii  -{-  a,6j  +  •••    +  ««ft»)* 

contient  n  carrés  et  (n  —  i)  +  (n  —  2)  -j-  . . .  +  i  =  — 

doubles  produits,  de  sorte   que,  dans  le  premier  membre 

effectué,  il  reste  n*  —  n  =  n(n  —  i)  carrés,  et — 

2 

doubles  produits.  Deux  carrés  et  le  double  produit  corres- 
pondant forment  un  carré  parfait  (oibk  —  OkbiYf  i  el  k  rece- 
vant toutes  les  valeurs  différentes  de  i  à  n(i  ^  A);  il  y  a 
donc  autant  de  ces  carrés  parfaits  que  de  combinaisons  de 

n  lettres,  deux  à  deux,  c'est-ù-dire ;  tous  les  Icr- 

2 

mes  du  premier  membre  sont  donc  employés  pour  former 

le  second. 

—  Cela  posé,  soit  une  fonction  F(a;,  y,  i»,.   .  v)  de  n  —  i 
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variables  indépendantes  et  telle  qu'on  puisse  la  mettre  sous 
la  forme  de  la  somme  de  n  carrés  de  n  fonctions  linéaires 
des  n  —  I  variables  ce,  y,  js,  . . .  v,  comme  il  suit 

F{Xy  j/,  S,,.,  v)  =  (ace  +  ty  +  c;s  +  •  •  •  -)-  A^v  +  0' 

+  (aœ  +  6'î/  +  c'js  +  . . .  +  kv  -f  /')« 


+ 


Considérons  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients 

des  n  fonctions  linéaires  qui  entrent  dans  la  composition  de 

F  (ce,  y,  Zy...v). 

abc     ...     kl 

a     b'  c     ...     k'   V 


A  = 


fln-l  bn-\Cn-\  •••  «n-i  ln-\ 


et  supposons  ce  déterminant  différent  de  zéro. 

Ordonnons-le  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
colonne,  il  prendra  la  forme 

A  =  Lt  — |-  L  /    -|-  •     .     .    Lu  _  ^    6n  —  -1  • 

L,  L',  .  .  .  Lu  -  \  étant  des  constantes,  le  minimum  de  F 
a  évidemment  lieu  pour  les  mêmes  valeurs  de  ce,  t/,  s,  . .  .  v. 
que  le  minimum  de  l'expression 

(L«  +  L'>+  . . .  +  L«n  -  0  F(ce,  y,  z,  .  .  .  v). 
Désignons  par  A,  A,  .  .  .  An  -  i  les  n  fonctions  linéaires 

occ  +  6j/  4"  ^^  +  •  •  •  "t"  ^     ^  ^  +  6  y  +  c^  +  •  •  •   ^' 

.    .    .   ,  an  -  iCC  +  ''rt  -  1Î/  +  Cn  -  i«  +  •    •    •   +  in  -  < 

on  a  identiquement,  en  vertu  de  Tobservation  faite  plus  haut: 
(L«  +  L'*  +  .  .  .  +  L»n  -  0(A.'  +  A'»  +  .  .  .  +  A'n  -  i) 

—  (AL  +  A'L'  +  . . .  +  An  -  1  Ln  -  i)^  =  (LA'  —  LA')V 
+  (LA"  —  AL")»  +  . . .  +  (Ln  -  2  An  -  -I  —  An  _  a  Ln  -  i)« 

La  quantité  AL  -f-  AX'  +  . . .  +  An  -  i  Ln  -  i  est  précisé- 
ment le  déterminant  A;  car  si,  dans  ce  déterminant,  on 
multiplie  les  éléments  de  la  première  colonne  par  ce,  ceux 
de  la  seconde  par  jf/,  etc.,  enfin  ceux  de  la  (n  —  i)'^"®  par  v, 
et  qu'on  ajoute  ces  éléments  ainsi  multipliés  aux  éléments 
correspondants  de  la  n**"*  colonne,  le  déterminant  nouveau 
est  égal  au  premier,  et  Ton  a  : 
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A  = 


a 


b' 


c  ...  ax  -\'  hy  +  ex  -\- 
c  ...  ax  +  b'y  +  cz  + 


+  KV  +  I    i 


o»  .  1  6n  —  1  ^n  —  I    ...    On  —  ^  ac  -f- 


a         b         c      ...       KA 
a  6'        c      . . .       K'A' 


I    (ht  —  i    bn^  i   Cn^  i    .  •  .    Kn  —  |   An  —  ^ 

Or,  en  donnant  ce  déterminant  par  rapport  aux  éléments 
de  la  dernière  colonne,  on  a  précisément  : 

A  =z  AL  -f*  -^'I^'  "h  •  •  •  "1"  ^»  —  i  ^«  —  * 
puisqu'il  ne  diffëre  du  proposé  que  par  le  changement  en  A. 
A',   ...   An  - 1   des  éléments  l,   T,  In  - 1  de  la  colonne  par 
rapport  à  laquelle  on  avait  primitivement  ordonné. 
On  a  donc  finalement  : 

(L«  +  L'«  +  ...  Li-  i)F(a:,  y,  J55,  ...  v)  =  A« 
+  (LA'  —  AL')«  +  (LA'  —  AL')«  +  . . . 

+   (L»-»  An~i  —  An-j  Ln  — i)*. 

Cette  expression  est  la  somme  de  (  — ^^ — f"   ^  ) 

dont  Tun  est  une  constante  ;  son  minimum  aura  donc  lieu 

quand  les  — i-  derniers  carrés  seront  nuls  (si  cela  est 

possible),  c'est-à-dire  pour  les  valeurs  de  x,  y,  x  . . .  v  satis- 
faisant aux  équations  LA'  —  AL'  =  o,  LA^  —  AL'  =  o,   ... 

Ln  —  2  An  —  i   An  —  j  Lin  —i   =  O. 

Ces  équations  n'en  forment   réellement    que 

(n  —   i)  distinctes;   car  elles  ne   sont  autre  chose  que 
régalité  des  n  rapports  suivants  : 


carres 


A^ 
L 


L' 


L' 


An  —  < 
Ln  —  i 


—  «63  — 

On  pourra  donc  généralement  trouver  des  valeurs  de  ce,  j/, 
j5,  . . .  V  annulant  les  — ^  derniers  carrés,   et  pour 

ces  valeurs,  l'expression 

(L«  4    L'«  +   ...  Ll  -  ,)F(x,  y,j5,  ...  v) 
atteint  son  minimum,  dont  la  valeur  est  A'.  Le  minimum 
de  F((r,  y,  jj,  ...  v)  est  donc 

L«  +  L'«  +  . . .  +  Lj  «  / 

—  Cette  formule  comprend,  comme  cas  particulier,  le 
minimum  d'une  fonction  générale  du  second  degré  an  —  i 
variables.  Une  pareille  fonction  se  ramène,  en  effet,  géné- 
ralement à  la  somme  de  n  carrés  de  n  fonctions  linéaires, 
dont  la  première  renferme  les  n  —  i  variables,  la  deuxième 
n  —  2  de  ces  variables,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  der- 
nière qui  est  une  constante. 

Or   si  l'on   a  :  ¥  =  (ax  +  by  +  c%  +  ...  +  Ki;  +  ly 
+  {b'y+cz+  ...  +  K't;+  iy  +  {c'x  +  ...  +  K^t;  +  ly 

-f-  ...  -[-  i'n  —  1  • 

Le  déterminant  A  sera  : 

a6  c  . . .  K  l 

ob'c.,.K'  f 

ooc'...K'  V 


A  = 


00  0  ...  Kn  —  2  'n  —  a 
00  0  ...  0  In  ^  i 


=  ab'c'  •  •  .  Kn  —  2  {fi  —  1 


Les  mineurs  L,  L',  L'  . . .  sont  tous  nuls  jusqu'à  L»  _  i 
inclusivement,  car  ils  ont  tous  une  ligne  entièrement  formée 
d'éléments  nuls,  quant  à  L»  -  i,  on  a  : 


Ln  —  1  — 


abc  ...  K 
0  6'  c  . . .  K' 
ooc"...  K^ 


La  formule 


0  0  0   ...  Kn  —  s 

A« 


=  abV  ...  Kn  — 


L«  +  L'«+  ...  +L"n- 


se  réduit  donc  à 
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T-r^ ^~r^ — !LZ-L  c'est-à-dire  à  /*n  —  i-  Ce  résultai 

a*b  «c  *  . . .  K*n  —  s 

est  d'ailleurs  évident  àpriori;  car  les  (n —  i)  premiers  carrés 

peuvent,  en  général^  être  annulés  par  le  système  des  n  —  i 

valeurs  de  x,  y»  ;s,  . . .  t;  qui  vérifient  les  n  —  i ,  équations 

ax  -\-  by  -{- cz  '\-  . . .  -^  Kv '{'  l  =  o^  b'y  +  es  -{-  . . .  +  K'r 

-f-  f  =  O9  ...  et  pour  ces  valeurs,  la  fonction  se  réduit  à 

En  appliquant  aux  fonctions  Âa'  +  2Bxy  -{-  Cy*  -{-  2Dx 
+  2Ey  +  F  et  Arc^  +  Ay  +  A'z*  +  2Byz  +  2B'zx  +  28'^^^ 
-f-  2Cx  -f-  ^C'y  +  2C'j5  +  F,  on  retrouve  les  résultats  connus. 


QUESTION    212 

Mol«tl«B  par  M.  Â.  Simon,  élève  de  Mathématiques  spéciales  aa  Lycée 

de  Lyon. 


Sait  V  un  polynôme  entier  par  rapport  à  x  ;  V,  sa  dérivée  :  on 
peut  toujours  trouver  un  polynôme  X|,  tel  que  X^V^  —  i  soit 
divisible  par  Y  ;  soit  Y^  le  quotient.  On  détermine  Y,  à  raide 
de  Y ^  et  de  Y,  comme  on  a  déterminé  Y,  à  Caide  de  Y  et  (feV,, 
etc..  La  suite  Y,  Y4,  Y,,  Y, . . .  peut  remplacer  la  suite  de 
Sturm  «t  Y  =  o  na  pas  de  racines  égales.        (H.  Laurent.) 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supposerons  que  Y  =  o  a 
toutes  ses  racines  inégales. 

Cherchons  le  p.  g,  c.  d.  entre  Y  et  Y|  ;  on  aura  la  série 
d'égalités  Y  =  Y^Q^  +  R^ 

Y,  =  R,Q.  +  R. 

R|  =  R.Qi  +  R, 


Le  dernier  reste  obtenu  étant  une  constante  G. 
Or  de  ces  égalités  on  tire 

Ri  =  V  -  V.Q. 

R,  =  Vi(i  +  QiQ.)  -  VQ. 


Tous  les  restes  seront  de  la  môme  forme  et  Ton  aura 


I 
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finalement  G  =  A.V,  —  AV 

A  et  A,  étant  des  polynômes  entiers  en  x. 

On  lire  de  là         Av=-^Vj— i, 

ou  bien  V,  V  =  X^V^  —  i 

A  A 

en  posant  -—  =  V^     — î-  =  Xf 

Cl  Cl 

Comme  le  polynôme  V,  est  entier  en  x,  XjVi  —  i  est  di- 
visible par  V.  En  continuant  ainsi  on  aura  la  série  d'identités  : 

VVa  =  X^V,  —  I 
V.V,  =  X,V.  -  I 


Cela  posé,  considérons  la  suite 

V,  Vj,   Vu,    Vj   .    .    .  \k  •    •    •    Vp  J 

je  dis  que  cette  suite  peut  remplacer  la  suite  de  Sturm. 

Pour  le  démontrer,  il  suffît  de  faire  voir  qu'elle  possède 
les  mêmes  propriétés  que  celle-ci. 

1®  La  dernière  fonction  Yp  est  constante^  puisque  les  degrés 
des  fonctions  vont  en  diminuant  chaque  fois  d'au  moins  une 
unité  et  que  V  =  o  et  V^  =  o  n'ont  pas  de  racines  com- 
munes. 

2^  Deux  fonctions  intermédiaires  consécutives  ne  peuvent  pas 
s'annuler  pour  la  même  valeur  de  x  ;  si  en  effet,  pour  une  cer- 
taine valeur  de  a;  on  a  V*  =  o,  on  a  Yk  -  i^k  -^  i  =  —  i ,  ce 
qui  exige  Yh-  a^o    V*  +  i  <  g. 

3®  Quand  une  fonction  intermédiaire  s'annule  pour  une  cer-- 
laine  valeur  de  x,  pour  cette  même  valeur  de  x  celle  qui  la  pré^ 
cède  et  celle  qui  la  suit  sont  de  signes  contraires.  En  effet,  si 
V*  =  o  on  a  Vit  -  1  V*  +  1  =  —  i . 

V 
4®  Le  quotient  -rrp  passe  du  négatif  au  positif  au  moment  oà 

X  atteint  et  dépasse  une  racine  de  V équation  V  =  o  ;  Vj  est  en 
effet  la  dérivée  de  V. 
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QUESTION  235 

Solution  par  M.  TlMler^  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Ljeée  de  Rouen. 


Connaissant  un  foyer  Sune  ellipscy  Veocceniricité  et  un  poM, 
trouver  Venveloppe  des  directrices. 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  la  droite  FX  passant 

par  le  foyer  F   et  le  point  donné  A, 
et  sa  perpendiculaire  en  F,  FY. 

Soit  a  l'angle  variable  que  fait  avec 
FX  Taxe  de  l'ellipse  ;  Téqualion 
polaire  de  Tellipse  rapportée  au 
foyer    et    à    cet   axe   FX'    sérail  p 

(to'  désignant  Tam- 


1  —  e  cos  o) 
plitude    MFX'    dun  point   M  de  la 

courbe) .  Si  <d  représente  l'amplitude  relative  à  l'axe  OX,  on 

a  a>'  =  (0  —  a,  donc  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  OX 

est  û  = ^ -. 

^        I  —  e  cos  (o)  —  a) 

Soit  a  Tabscisse  du  point  Â;  pour  cd  =  o,  on  a  p  =  a,  ce 
qui  détermine  p        p  =  a(i  —  e  cos  a). 
Ceci  posé,  la  directrice  correspondant  au  foyer  F   a  pour 

équation  p  = ^ 

^  e  cos  (d)  —  a) 

ou,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur  trouvée  précédemment  el 
repassant  aux  coordonnées  cartésiennes, 

€{x  COS  a  4"  y  sin  a)  +  û  (i  —  «  cos  a)  =  o 


OU 


a 


te  —  a)  cos  a  -f-  î/  sin  a  -j =  o. 

e 

L'équation  dérivée  de  cette  équation  sera 

—  {x  —  a)  sin  a  -|-  y  cos  a  =  o 

X  —  a  y 


(i) 


(2) 


COS  a  sin  a 

Si  nous  éliminons  a  entre  (1)  et  (2)  nous  aurons  l'équation 

du  lieu  demandé.  Pour  cela,  remarquons  que  l'équation  (t) 

peut  s'écrire 


a' 


[(x  —  a)  cos  a  +  y  sin  a]»  =  — -  (cos*  a  -j-  sin*  a).. 
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Si  dans  cette  équation,  homogène  en  cos  a  et  sin  a,  on 
remplace  ces  deux  quantités  par  x  —  a  et  y  qui  leur  sont 
proportionnelles,  on  a  pour  équation  du  lieu 

[{x  -  a)»  +  y']-  =  -5  [(aï  -  a)«  +  y»] 

et  en  supprimant  la  solution  (x  —  a)*  -{-  y^  =  o  qui  donne 
le  point  A,  on  trouve  le  cercle 

{x  —  ay  +  y'=:-^; 

il  a  pour  axe  Taxe  OX,  ce  qui  était  évident  par  raison  de 
symétrie,  et  pour  centre  le  point  A.  D'ailleurs,  il  coupe  OX 

aux  points  x=  aih  — ,  ce  qui  achève  de  le  déterminer. 

Remarque.  —  Dans  ce  qui  précède,  aucune  hypothèse  n'a 
été  faite  sur  la  valeur  de  l'excentricité  donnée  e,  donc  il 
n'est  pas  nécessaire  que  la  conique  considérée  soit  une 
ellipse. 

NOTE  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

M.  Tissier  a  joiut  à  la  solution  de  la  question  233  une 

note  sur  une  propriété  très  connue 
des  coniques.  Sa  démonstration  étant 
originale,  il  nous  a  paru  utile  pour 
nos  lecteurs  de  la  donner  è  la  suite 
de  cette  question.  Cette  propriété  est 
la  suivante  : 

Venveloppe  de  la  corde  d'une  conique 
vue  du  foyer  sous  un  angle  constant  est 

une  autre  conique  ayant  même  foyer  et  même  directrice  que  la 

conique  donnée. 

Soit  p  = l'équation  de  la   conique  rap- 

^         I  —  e  cos  û> 

portée  à  son  foyer  comme  pôle  et  à  son  axe  focal  comme 
axe  polaire.  Soit  u  l'angle  donné,  a  l'amplitude  de  l'extrémité 
M  de  la  corde  MN  et  par  suite  a  —  u  celle  de  l'extrémité  N. 
Formons  l'équation  de  la  corde  MN. 

Soit     û  = r-^=; — : Cette  équation. 

^        A  cos  a>  +  B  sin  <i> 

En  exprimant  qu'elle  donne  le  même  p  que  l'équation  de 


=  0. 
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la  conique  pour  w  =  a  et  co  =  a  —  u»  on  a  les  deux  rela- 
tions       Ap  cos  a  +  Bp  sin  a  =  C(i  —  e  cos  a) 
A/)  cos  (a  —  t^)  +  Bp  sin  (a  —  w)  =  C[i  — e  cos{a  —  ui] 
Si  nous  y  joignons  l'équation  précédente 

Ap  cos  <i)  +  Rp  sin  cd  =  C. 
Nous  aurons  en  éliminant  A,  B,  C  entre  ces  trois  équa- 
tions l'équation  cartésienne  de  la  corde  MN 
X  y  I 

p  cos  a  p  sin  X  I  —  e  cos  x 

p  cos  (a  —  u)    p  sin  (a  —  u)     i  —  e  cos  (a  —  u) 
Si  on  multiplie  les  éléments  de  la  dernière  colonne  par  p, 
qu'on  ajoute  à  ceux  de  la  première  multipliés  par  e,  ce  dé- 
terminant se  simplifie  et  l'équation  devient 

X  y  p  -\-  ex 

cos  a  sin  a  i  =  o. 

cos  (a  —  u)         sin  (x  —  ti)  i 

ou  en  développant 

x[sin  a  —  sin  (x  —  u)]  +  î^c[os  (x  —  u)  —  cos  a] 
+  (p  +  ex')[sin  (x  —  u)  cos  X  —  sin  a  cos  (x  —  «)]  =  ^ 

,^     n           l          u  \  ,             .       w      .    /         M 
ou  2X  sin  —  cos  (a j-j-  21/  sin  —  sin(x 

—  2(p  +  ex)  sin  —  cos  —  =  o. 

2  2 

u 
En  posant  x =  ©  et  supprimant  les  facteurs  com- 


muns, on  a  pour  équation  cie  la  corde  MN 


u 


X  cos  ç  -|-  j/  sin  cp  —  (p  +  €x)  cos  —  =  0.    (1 


2 


dont  la  dérivée  par  rapport  à  9  est 

—  05  sin  ©  -j-  V  cos  ©  =  o,  ou =  — r^^ — .  l^) 

^  cos  <p  siu  ç> 

Éliminons  ç  entre  (1)  et  (2).  Pour  cela  écrivons  (I)  sous  la 

forme 

{x  cos  ?  +  y  sin  (p)»  =  (p  +  ^xY  cos* —  (cos'  ç  -|-  sin'  5) 

et  remplaçons  sin  9  et  cos  <p  respectivement  par  les  quantiies 
y  et  CD  qui  leur  sont  proportionnelles,  on  a  en  supprimant  la 
solution  oî'  +  j/*  =  o,  l'équation 
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(x^  +  y')  =  {p  +  exY  cos»  — 


équation  d'une  conique  ayant  pour  foyer  Torigine  des  coor- 
données, c'est-à-dire  le  foyer  de  la  conique  proposée  et  pour 
directrice  la  droite  p  -}-  ex  =  o  qui  est  précisément  la  direc- 
trice de  la  conique  donnée. 


QUESTION  243 

Solution  par  M.  Comandré,  élève  do  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Saint- 
Louis,  classe  de  M.  Piéron. 


On  donne  une  parabole  y'^  =  2px,  rapportée  aux  axes  ordi- 
naires: autour  de  Vorigine  on  fait  tourner  deux  droites  rec- 
tangulaireSy  rencontrant  la  parabole  aux  points  A  et  B,  et  Von 
construit  une  hyperbole  H  ayant  pour  asymptotes  OA  et  OB  et 
passant  par  un  point  K  situé  sur  la  bissectrice  des  axes.  Trouver  : 
1^  le  lieu  des  pôles  de  AB  par  rapport  à  H  ;  5®  le  lieu  S  des 
points  de  rencontre  de  AB  avec  H.  On  cherchera  les  points  de  S 
qui  se  trouvent  sur  les  droites  x  =  2p  c/  y  =  x.  On  discutera 
les  différentes  formes  de  la  courbe  suivant  la  position  de  K  sur 
la  droite  y  =  x. 

L'équation  de  la  parabole  est 

j/«  =  2px.  (1) 

Un  système  de  deux  droites   rectangulaires  passant  par 
Torigine  est  x*  -f-  2Xxy  —  j/"  =  o;  (2) 

retranchant  (1)  de  (2),  on  a 

ce  =  o 
X  -j-  2Xî/  —  2p  =  o. 
La  dernière  équation  représente  la  droite  AB  ;  elle  passe 
par  le  point  fixe  y  =  2p.  (Th.  de  Fraigier.) 

Soit  K  (x  =  a,  y  =  a)  le   point  fixe,    alors  Thyperbole 
sera  f(x,  y)  =  a*  +  ^^^2/  —  J/*  ~  ^Xa'  =  o. 

1"  Partie.  —  Soit  (oL,p)  le  pôle  de  AB,  on  aura 

r     aX    —  2p 

W  ~  n  "  TT  ' 

cest-a-dire       — r— r-  =  -; =  -f—. 

a  +  Xô  Xa  —  p  Aa* 
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Éliminant  X  entre  ces  relations,  on  aura  le  lieu 

2X*a*  =  pXa  —  pp  ; 


donc 


|I/«S 


p"a' 

(a«  —  /)?)•" ■"  a*— pp         '^ 


ou  pa*a;*  +  px*y  -f  a*y  —  2a*py*  +  p*i/*  =  o, 

d'où 

courbe  du  3«  degré. 


Fleure  li) 


Discussion.  —  Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 
01/,  elle  passe  à  Torigine  oîi  elle  a  pour  tangente  Taxe  ox. 

Pour  que  x  soit  réel,  il  faut  que  y  varie  entre etc. 

a* 
Le  point  x  =  o,  y  = est  un  point  double  isolé  de  la 

a' 
courbe;  pour  y  = ,  x  est  infini  et  pour  y  =  o,  x  =  o. 

Donc  on  a  la  courbe  fig.  4, 

2*  Partie.  —  Pour  avoir  les   points  d'intersection  de  la 
droite  AB  avec  l'hyperbole  H,  il  suffit  d'éliminer  X  entre  les 
équations 
(H)  x*  +  2\xy  —  j/»  —  2ka}  =  o, 

(AB)  X  +  2ky  —  2p  =  o. 

2p  —  X 


On  a 


2X  = 
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20  ^^  ce 

Donc  as»  —  y'  -| (xy  —  a*)  =  o 

y 

y{x*  —  î/*)  +  i^P  —  ^)(^  —  0«)  =  O 
»X/  — r — ; 

a»  +  2py 
équation  du  3^  degré. 

a* 
Discussion.  —  La  droite  y  = est  une  asymptote  de 

la  courbe,  x  s'annule  pour  la  valeur  unique 

î/  =  —  *Y^pa^ 

La  courbe  a  donc  deux  branches  paraboliques  asymptotes 

y*  a^y  o* 

à  la  parabole      x  = ^  H — 7 — ; 

^  2/)  4/)     '     op 

on  l'obtient  en  effectuant  la  division  du  numérateur  de  x 
par  le  dénominateur  et  supprimant  les  termes  en  — . 

La   droite  x  =  2p  rencontre  la  courbe   en   trois   points 

dont  les  coordonnées  sont 

x=  2p        

y  z=  —  2p    y  =  o    y  =  -{-  2p 
Les  deux  points  oc  =  2p,  y  =±,2p  sont  les  points  d'in- 
tersection delà  courbe  avec  la  parabole  donnée. 
Si  on  coupe  par  j/  =  x,  on  a 

=  2p  {y  =±a 

X  =  2p  l  X  =  +  a 

1®  Supposons  a  >  2p,  alors  on  a 

o*  >  4P» 
i6p*  <  a* 


2pa»  < 


a« 


8p3 
—  2pa»  >  — 


8p»  '    • 

3/ a» 

d'où  enfin  —  y  2pa»  > ; 

donc  on   aura  —  v/2pa»  <  —  2p  cos  a  >  2p 

<x> \l  2pa}    — 2p  o        2p+^ 


X 


_|_  00       "r  00  ^  +  2p  mnx  +  ^p min  2p-f-x 
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Il  y  a  un  maximum  pour  x  entre  les  deux  valeurs  de  y, 
—  3p  el  o  et  un  minimum  de  x  entre  q  et  2/>.  La  couik 
passant  parle  point  K  et  par  son  symétrique  par  rapporta 


h 


mire 


2p 


Torigine,  K',  on   a  la  forme  donnée  (fiq.  2)  oP  =  2p  =PM 
=  PM',  oQ  =   —  '/2pa*  ,   oK  =  a,  oK'  =  a,  oR  =  - 
2®  Supposons  a  <  2p,  on  a  alors 

—  ')^2p  a»   >  —  2p 

—  '/2P  a»    < . 

.    2p 


>  —  2p 

2p. 


Donc 


y 


r a* 

—  00    —  2p  —  ^y  2p  a* O        2p  -|- 


X 


00 


—  00+2P—  o  '^       -f-2p2p+» 

Donc  on  aura  la  forme  f\g.  2  bis. 

3"  a  =  2p.  G*est  le  cas  de  transition  entre  les  deux  forme? 
précédentes.  Dans  ce  cas,  la  courbe  se  décompose  entre  une 
conique  et  une  droite. 

y«  -{-  8p» 


X  = 


ou  bien 


2p  (y  +  2p) 

y  +  2p  =  o 
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(y  —  2p)« 

2p  ' 


c'est-à-dire  (y  —  2p)'  —  2px  =  o. 

Ce  qui  est  la  parabole  dooaée  que  Ton  aurait  déplacée 


Fiqure  (2) 


dans  le  plan  parallèlement  à  oy  d'une  longueur  égale  à  2p. 
On  a  alors  la  pg,  5. 


Fièvre  (3) 


Il  est  à  remarquer  que  dans  ce  cas  la  courbe  ne  passe  pas 
parle  point  K:  car  pour  j/=x  on  a  pour  points  d'intersection 
avec  la  parabole      j/*  —  6py  +  4P*  =  0. 

Nota  :  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Geignard,  au  lycée  Saint-Louis; 
Lestoquoy,  à  Saint-Quentin  ;  Hugot,  à  Lyon  ;  Leffuber,  à  Rennes  ;  et  en  partis 
seulement,  M.  Escabeyrous,  étudiant  en  mathématiques. 
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ECOLE  CENTRALE 


SECONDE  SESSION  DE  1880 

Oéoméiria    analsrtique. 

Écrire  réquation  générale  des  paraboles  passant  par  deux  points 
et  B,  et  dont  les  diamètres  ont  une  direction  donnée. 

^  Donner  l'expression  des  coordonnées  du  sommet  et  da  foyer  de  chacnne  de 
ces  paraboles. 

—  On  mène  à  chaque  parabole  une  tangente  perpendiculaire  à  la  droite  AB  ; 
troorer  le  lieu  des  points  de  contact,  et  construire  ce  lieu. 


descriptive. 

Par  un  point  [w,  »')  situé  dans  le  premier  dièdre,  à  loo  millimètres  de 
chacun  des  plans  de  projection,  et  au  milieu  delà  feuille,  on  conduit  une  paral- 
lèle à  la  ligne  de  terre  el  une  verticale. 

La  parallèle  A  la  ligne  de  terre  est  l'axe  d'un  tore  dont  le  cerde  méridin. 
tangent  à  cet  axe  en  (lo,  w'),  a  46  millimètres  de  rayon. 

La  verticale  est  l'axe  d'un  autre  tore  concentrique  au  premier,  dont  le  ravoo 
du  cercle  méridien,  égal  à  celui  de  son  collier,  vaut  3o  millimètres. 

On  demande  de  construire  les  deux  projections  de  i'intenrention  des  suriaee» 
ainsi  définie. 

Dans  la  mise  à  l'encre  on  représentera  le  corps  constitué  par  l'enseniUe  des 
deux  tores,  et  on  indiquera  les  constructions  employées  pour  déterminer  na 
point  quelconque  de  l'intersection,  arec  la  tangente  en  ce  poinU 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Hathéxnatiques  élémentaires. 

276.  —  Par  un  des  sommets  d'un  triangle  quelconipie, 
mener  une  droite  telle  que  la  somme  des  projections  des 
côtés  du  triangle  aboutissant  à  ce  sommet,  sur  cette  droite, 
soit  égale  à  une  quantité  donnée. 

277.  —  Deux  circonférences  roulent  sur  une  ligne  droite 
ÂB;  une  troisième  circonférence  de  même  rayon  que  les 
deux  autres  leur  est  constamment  tangente;  pour  quelle 
position  des  trois  circonférences  Taire  du  pentagone  ayant 
pour  sommets  les  trois  centres  et  les  deux  points  de  contact 
sera-t-elle  maxima? 
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278.  —  Soient  ABC,  a^y  deux  triangles  homothétiques  dont 
le  centre  d'homothétie  est  l'un  quelconque  des  centres  des 
cercles  inscrits  ou  ex-inscrits  au  triangle  ABC;  soient  oD, 
pE,  yF  des  perpendiculaires  respectives  à  Aa,  Bp,  Cy.  Démon- 
trer que  les  points  de  concours  des  droites  AB  et  yF,  G  A  et 
pE,  GB  et  aD  sont  en  ligne  droite. 

279.  — On  donne  un  demi-cercle  AGB  et  une  tangente  AD 
à  l'extrémité  A  du  diamètre  AB.  On  propose  de  mener  par 
l'extrémité  B  une  droite  BCD,  qui  coupe  la  circonférence 
en  G  et  la  tangente  en  D,  de  telle  sorte  que,  si  l'on  fait 
tourner  la  figure  autour  de  AB,  la  surface  du  cercle  engendré 
par  AD  soit  égale  à  la  zone  engendrée  par  l'arc  BG. 

280.  —  On  joint  un  point  quelconque  de  l'axe  radical  de 
deux  cercles  aux  points  de  contact  d'une  tangente  commune; 
des  points  d'intersection  de  ces  lignes  prolongées  avec  une 
droite  quelconque  partant  du  centre  de  similitude,  on  mène 
des  tangentes  en  A  et  B  aux  cercles;  on  demande  :  1®  de 
trouver  le  lieu  de  leur  point  de  concours  M;  2®  de  prouver 
que  la  droite  AB  passe  par  un  point  fixe. 

281.  —  Résoudre  le  système  d'équation 


ax — by — I        by — ax — i        ax — by — i 

bx  ^  ay  =  m. 

Hath^matiques  spéciales. 

282.  —  Résoudre  un  triangle  dont  on  donne  un  élément 
linéaire  (côté,  bissectrice,  etc.),  sachant  en  outre  : 

l^  Que  le  rapport  du  carré  de  chacune  des  hauteurs  au 
rectangle  des  segments  qu'elle  détermine  sur  la  base  cor- 
respondante est  exprimé  par  un  nombre  entier  ; 

2®  Que  le  produit  des  trois  hauteurs  est  un  multiple  du 
produit  de  trois  segments  non  consécutifs  déterminés  par 
ces  hauteurs  sur  les  côtés  opposés.  (Geoffroy.) 

283.  — Étant  donnés  une  parabole  P  et  deux  points  A  et  B 
de  cette  courbe  situés  sur  une  même  corde  principale  (c'est- 
à-dire  sur  une  même  perpendiculaire  à  l'axe),  on  fait  passer 
par  les  deux  points  A  et  B  une  hyperbole  équilatère  de  forme 
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constante,  c'csUà-dire  dont  l'axe  est  invariable  en  grandeur. 
On  demande  de  trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  communes  h  la  parabole  Tise  et  à  l'hyperbole 
variable,  lorsque  celle-ci  change  de  position  en  passant  tou- 
jours par  les  points  fixes  A  et  B. 


AYIS 


La  rédaction  n'a  pas  reru  de  sol u lion  des  questions  suivantes: 

IM,  186,  318,  227,  328,  231,  235,  336,  Î16,  247,  25*,  ffi5,  256,  HT,  262,  263. 
26).  265,  206,  3S7,  269. 

Toutes  les  autres  questions   ont  paru,  ou  (larnllront  prochai nemMt. 

Qoelquei  solutions  sont  parvenues  sans  nom,  et  ont  dû  pir  suite  être 
éeanéei  sans  examen. 

Nous  rappelons  aui  lacleurs  que  toute  solution  doit  remplir  les  condition; 
suirantes  : 

1'  Chaque  question  doit  être  mise  à  put,  avec  soti  numéro  bleo  en  éij- 
ilence,  et  l'énoncé  complet. 

2*  Les  ligures  doivent  être  faites  à  port  et  rattachées  à  In  question  cor- 
respondante; elles  doivent  être  Diites  avec  eoin. 

■i'  Chaque  question  doit  porter  «n  tète  le  nom  de  celui  qui  l'a  résolue  el 
le  nom  de  l'élubllssenient  auquel  il  appartient. 

4*  Nous  engageons  fortement  les  élèves  k  écrire  1res  nettement,  surlonl  Ici 
calculs  algébriques,  et  k  éviter  loule  abréviation  non  admise  d'une  minière 
absolument  générale. 


NMI,page5IO,ligneit:  au  lieude   A,  A,  A',  B,  D,  B',    lire  :  A,  A',  A'. 
BB'B'. 

Lignes  12  et  13  :    au  lieu  de  aa'a',  bb'b',    lire  ;    a.  a\  a',  b.  b'.  b'. 
Ligne  15;    au  lieu  de  :    d  =  (fl— XAJi,    lire:  a  =  (a  —  ï.\)i. 


Le  Rédac leur-Gérant, 
J.  KCEIILER. 


)■  imetiB,  11),  *  nKu.  —  ia9Bt-i)' 
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ville,  63, 
POPINEAU,  à  Niort,  545. 
Potier,  à  Rennes,  401. 
Prat  (de),  à  Lille,  526,  543. 
Prugnet,  à  Châteauroux,  362,  401, 

458. 
Renaud,  à  Bordeaux,  19,  62,  67, 

261,  262,397,  499,545. 
Reymondier,  à  Saint-Etienne,  396, 

399,  401,  498. 


Richebraque,  lycée  Saint-Louis, 
à  Paris,  266. 

Rondeau,  lycée  Fontanes,  à  Paris, 
67. 

Rouballt,  à  Melun,  499,  543, 544, 
515. 

RoucHÉ,  lycée  Saint-Louis^  à  Pa- 
ris, 401. 

Santel,  à  Perpignan,  501- 

ScHLESSER,  à  Saint-Quentin,  19. 
66,  67,  142,  184,  185. 

ScHMiDT,  école  Lavoisier,  à  Paris, 
268. 

Sers,  sergent  â^infanterie  de  ma- 
rine, à  Cherbourg,  261,  263, 
305,  307,  311. 

SiGARD,  à  Lyon,  401,  500. 

SiGWARTH,  à  Thonon,  394. 

Simon,  à  Lons-le-SaxUnier,  499. 

Simon,  à  Lyon^  525,  564. 

SoNGAYLO,  examinateur  d'admis- 
sion à  l'École  cenirafe,  502,  oo2. 

Speckel,  à  Sedan,  261,  356. 

Tessier,  à  Angers,  67. 

Thual,  à  Lorient,  65,  66,  67. 

TiNEL,  au  Havre,  263,543, 544,547. 

Tissier,  à  Rouen,  li66,  567. 

Tranier,  à  Totdouse,  543,  545. 

Tricon,  à  Marseille,  263, 312,  362. 
543,  544,  545,  517. 

TupiN,  à  Baume-les-Damês,  19, 67. 

Vail,    école     Albert-le-Grand,    à 
Arcueil,  66,  67,  263. 

Vazou,  collège  Rollin,  à  Paris,  19. 
62,261,263,4^,527,  547. 

Yermand,  à  SainHJuentin,  19, 6î, 
64,  67,  68,  184,  261,  263. 

Vivant,  à  Lons-le-Saulnier,  547. 

VuATTOOX,  à  Thonon,  361. 

Weywada,  àAlbi,  548. 

Wittenmayer,  à  Vendôme,  498. 
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